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Beiträge  zur  Summirung  der  Reihen. 

Von 

Herrn  Hofrath  Oettinger 
cu  Freiburg  i.  B. 


I.   Sammiran^  der  reciproken  Potenzenreihen. 

$.  1. 

Die  Grundlage  für  die  Summirung  einfacher  Reihen,  deren 
Glieder  mit  einerlei  oder  abwechselnden  Gliedern  versehen  sind, 
bilden  folgende  Gleichungen: 

2)   X0  -  Xl  +  X* - X3 . . . . (-)" *n = ( -)«£-*  XnU  +  ^1  X0. 

Jl  bedeutet  hier  irgend  eine  Function  von  x;  die  Glieder  der  Reihe 
entstehen  dadurch ,  dass  x  je  uro  einen  bestimmten  Werth  (dx) 
wächst,  und  X0=fx,  Xn  =f(x  -f-  nJx)  bedeutet.  Das  Vielfache 
der  Zunahme  ist  durch  die  Stellenzahlen  angezeigt,  zf— 1  bezeichnet 
den  ersten  negativen  Unterschied  (wofür  auch  das  Zeichen  Z 
geschrieben  wird)  und  £-1  die  erste  negative  Aufstufung  der  Func- 
tionen, welche  die  einzelnen  Glieder  der  zu  summirenden  Reihe 
erzeugt.  Die  Begründung  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
findet  sich  in  meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functio- 
nen. §.  72.  nachgewiesen. 

So  oft  die  Darstellung  von  d~l  und  £-1  für  irgend  eine  Func- 
tion gelingt,  kann  man  auch  die  fragliche  Reihe  sumroiren.  Da 
man  nun,  wie  ich  schon  in  der  oben  angeführten  Schrift  und  später 
auch  in  meinerTheorie  der  analytischen  Functionen  §.l(Ju.20. 

Thtil  XXVI.  l 
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gezeigt  habe,  die  negativen  Unterschiede  und  Aufstufungen  der 
Functionen  darstellen  kann,  so  wird  es  auch  möglich  sein,  jede 
im  einzelnen  Falle  vorliegende,  durch  irgend  eine  Function  er- 
zeugte Reihe  zu  summiren. 

Die  Darstellung  des  Summenausdrucks  einer  Reihe  beruht 
nun  auf  Entwicklung  der  zwei  in  1)  und  2)  angezeigten  Ausdrücke. 
Beide  sind  wesentliche  Bestandteile  des  Suninienausdrucks  und 
werden  auf  eine  und  dieselbe  Weise  erzeugt.  Man  kann  die  Summe 
auch  zwischen  den  Grenzen  a  und  n  nehmen.  Dann  entstehen  fol- 
gende Ableitungs-Gleichungen : 

3)  Xa  +  A'o-fi  +  Xa  f  2  •  •  •  •  Xa+n  =  d~ 1  Xa+ n+ 1  —  4~ 1  Xa, 

4)  *.-Ä+1+*.+,-....<-)^ 

für  7i>o.  Bis  jetzt  hat  man  sich  vorzugsweise  mit  Summirung 
von  Reihen,  deren  Glieder  mit  einerlei  Zeichen  verbunden  sind, 
beschäftigt,  und  die  Summirung  der  Reihen,  deren  Glieder  mit  ab- 
wechselnden Zeichen  verbunden  sind,  wenig  oder  gar  nicht  beachtet. 
Die  Reihen  der  letzten  Art  machen  sich  aber  in  einer  systemati- 
schen Bchandlundsweise  wohl  selbstverständlich  geltend  und  können 
ferner  nicht  aus  der  Theorie  der  Summenrechnung  ausgeschlossen 
bleiben,  worauf  ich  schon  im  13tenTheil  d icses  Archivs  p.  36. 
in  einem  Aufsatze  über  Differenzen-  und  Sunimenrechnung  hinge- 
wiesen habe.  Euler  hat  Aich  zwar  im  2ten  Theile  seiner  „Dif- 
ferenz! al  rech  n  u  ng (<  mit  Summirung  von  Reihen,  deren  Glieder 
mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden  sind,  beschäftigt,  hat  aber 
hiefür  keine  Theorie  gegeben,  sondern  sich  nur  auf  Summirung 
der  Polenzenreihen  beschrankt.  Der  von  ihm  für  diesen  speciellen 
Fall  gewählte  Entwickelungsgang  ist  aber  sehr  mühevoll  und  lohnt 
mit  geringer  Ausbeute,  wie  die  von  ihm  gegebenen  Resultate  zei- 
gen. Diess  mag  wohl  der  Grund  gewesen  sein,  warum  bis  jetzt 
dieser  nicht  uninteressante  Zweig  der  Summenrechnung  weniger, 
als  er  verdient,  berücksichtigt  wurde. 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  bilden  die  Grundlage,  worauf  derselbe 
auf  gleich  erfolgreiche  Weise  bearbeitet  werden  kann,  wie  es  bei 
den  Reihen  der  ersten  Art  bereits  geschehen  ist,. und  ich  verweise 
in  dieser  Beziehung  auf  die  oben  angeführten  Schriften,  worin  die 
Belege  hiezu  gegeben  sind. 

In  den  Gleichungen  1) — 4)  sind  die  Grenzen,  zwischen  welchen 
die  Summe  einer  Reihe  genommen  werden  soll,  willkührlich  und 
hangen  daher  von  der  Annahme  des  Werthes  für  a  und  n  ab. 
Ausser  dieser  Annahme  aber  ist  nichts  der  Willkühr  überlassen. 
Man  hat  nun,  da  man  sich  nur  mit  den  in  1)  und  3)  bezeichneten 
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Reihen  beschäftigte,  /t-lXn+x  und  ^Xn^x  (oder  2X«+U 
£Xn+*+\)  den  Summen  ausdru  ck  und  d~lX0  oder  A-lXa  die 
willkührlich  zu  bestimmende  Con staute  genannt.  Diese  Benen- 
nung ist  in  so  ferne  nicht  richtig,  als  die  Darstellung  der  Summe 
wesentlich  auf  der  Werthermittelung  beider  Ausdrücke,  nicht  des 
einen  allein  beruht,  wie  diess  der  Fall  bei  Darstellung  der  Summen- 
ausdrücke  für  alle  begrenzte  Reihen  ist.  Nur  dann  tritt  A~xXn\\ 
und  d~ 1  Jfa+n-f i  vorzugsweise  als  Summenausdruck  auf,  wenn 
A~XXQ  oder  A~xXa  eine  solche  Gestalt  erhält,  dass  der  hielur 
sich  ergebende  Ausdruck  verschwindet.  Aber  auch  im  Falle  des 
Verschwindens  unterliegt  dieser  Ausdruck  häufig  einer  besondero 
Beachtung,  wie  diess  bei  der  Summirung  der  Poteozenreiben  vor- 
kommt. 

Bei  Darstellung  der  Summe  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten, 
dass  A~x  Xn\\  oder  J-lXa+n+i  verschwindet  und  dann  tritt  die 
Werth-Bestimmung  von  J~XX0  und  ^-1Jroals  Hauptaufgabe  auf. 
Die  hieraus  sich  ergebenden  Ausdrucke  erscheinen  dann  keines- 
wegs  als  willkü'hrlich  zu  bestimmende  Constanten,  sondern  als 
Grenzwerthe  der  in  Frage  stehenden  Summen.  Diess  kommt  z.  B. 
bei  Darstellung  der  Summenausdrücke  für  die  reciproken  Potenz- 
Reihen  und  Facultäten-Reiben  vor,  womit  wir  uns  naher  hier  beschäf- 
tigen wollen,  wobei  wir  jedoch  den  Sprachgebrauch,  wie  er  sich 
einmal  gebildet  hat,  beibehalten  werden. 


$.  2. 

Wir  wenden  uos  nun  zut  Summirung  der  reciproken  Potenz- 
reiben. Die  Ausdrücke,  welche  hier  in  Betrachtung  kommen,  und  die 
eich  in  den  oben  genannten  Schriften  entwickelt  finden,  sind  in 
allgemeiner  Form  folgende: 

JL      1  i  i  i 


~  {p—\)xv-x.<dx  +  2xp  +  6.2jrr+i    ;j0  4,.,, ,  j  +  <.2  it  t  f  - 

>-l  A  r  ' 


1  • 
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Bei  unendlich  zunehmendem  n  verschwindet  die  zweite  Reihe 
und  die  erste  bildet  den  Grenzwerth  für  die  unendlich  fortlaufende 
Reihe: 

1  1  11  1 

2)    Tp  +  {x\Jx)P  +  («+24.I  )P  +  (« +&fo)P  +  (p-l)xP-*4x 

i  ,_j^£__  |>1,(^*)a  [py^)» 

+  &  +  6.2.*Pf  i  ~"  30.4*?+»  +  42.tf.*rt 5 

Die  Coeffidenten  der  einzelnen  .Glieder  sind  die  Bernoullischen 
Zahlen.    Der  Kürze  wegen  bedeutet 

^  1 )  (;> + 2) . . . .  (p+  m—  1) 
W"—  1.2.3....IM 

In  2)  §.  1.  hat  man  für  ein  gerades  und  ungerades  n  zu  un- 
terscheiden.  Es  entsteht  dann: 

1  1  1  1  1 

3>    xv  ~~  {x +Jx)p  +  (x  \1Ax)P    {x+*Ax)p  "  "    (x+  C2n—l)Jx)P 

1    .   PJx      [pM**)%  ,  MsW    17Mr(^)y  ■ 
=  2^P  +  4.:rP+*~  8.o:P+3  +   4.a*f»        W.XP+*  " 

1  p  .^fcr 

~  2(x+(2n— l)<4.r)P  +  4(x-K2n— l)^)P+l 

~8(*+(2»— 1)  J*)p-t  3  T  4(*+(2w— J)z/.r)P+»    ' '  * ' 

.   i    _i  ,     i  L_.   .  i 

4'    £F"~"(*+,*r)p't"  (x+24x)P    (x+Z4x)P+""'t(x+(<'2n— 2)4x)p 

—  2S+4EP+1      8.a*+3   +  A.xP+* 

1  p.Ax 
+  2(ar+(2»-2)^ar)P  4(*+(*t— 2j4r)H-i 

M,(^t)»  M»W 

+  8(a?+(2»-2)^a:)P+3    4(a?+(2»— 2)^)P+« 

Wird  das  Schlussglied  in  3)  auf  die  rechte  Seite  gebracht,  so 
gewinnt  man  noch  eine  zweite  Darstellung: 
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* 

'     xP     (x+Ax)P  ^  (x+2Jx)P  (x+ZAx)p-"'*{x+Wn-V)Ax)P 

—%&+4xP+i     8.*P+*  +  4.*P+»  ~~ 

 1  p.Ax  

+  2(*+(2n-l)^)P  +  4(a:+(2n- 1)  Ax)P+* 

~H(x+Vn-l)Jx)P+*+  4(x+Vn-\)Ax)P+**~'  * 

Bei  uuendlich  wachsendem  n  verschwinden  die  zweiten  Reihen 
in  3)— 5)  und  es  ergibt  sich  dann  folgende  Grenzwerth-Bestimmung: 

6*       1  1  1  1 

'     xP     (x+Jx)p  +  (x+2Jx)p     (x+ZJx)p  +  "" 

 1    .  V*x      fr]3  W  ,  t7.M?(^ar)T 

—2xP*4xr+l~   8o:P+8    +  4.*P+ft  16.*P-rr 

* 

Die  Coefficienten  der  Glieder  dieser  Reihen  sind  die  Vorzählen 
der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  und  haben  folgende  Werthe : 

1  3202291 
vi  =  ^ '  2"io=  4 — » 

1                  M  221930581 
^a=4'  ^»11  =  §  

1  4722116521 
^s=g»  "7ia=  4  ' 

1  968383688827 
v4  — 4 »  <wis=   jß  ' 

17                 M  14717667114151 
=  Jg'  «»14=  — 4  ' 

31  __  2093660879252071 

™ff=~4  »  ^"15—  g  » 

,     691               M  86125672563301143 
Mr  =  -g-  '  ^16  =  J  ' 

«  -4561  if  129848163681107301953 

—  ;"ir —  64  ' 

929569  868320396104950823611 
M9  =  — 32 — '         ^18=  4  ' 

u.  •.  w.   Sie  divergiren,  wie  die  Bernoullischen  Zahlen,  sehr  etark. 
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{.  3. 

Wendet  man  nun  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  auf 
besondere  Fälle  an  und  setzt  x  —  \,  Ax  —  \,  so  entstehen  die  reci- 
proken  Potenzreihen  der  natürlichen  Zahlen.  Aus  1)  §.  2.  erhält 
man  sofort: 

J)        1+2?  +  3?  +  4p  +   •  ^P=Cp ~{p-l)nv-*  +  2n* 

P     ,  J>k_  Ms 

• 

Cp  bestimmt  sich  auf  die  bekannte  Art,  indem  man  einen  Werth 
fär  7i  annimmt,  die  begleitende  Reihe  von  der  rechten  anf  die 
linke  Seite  bringt  und  hieraus  die  Zahlentverthe  für  Cp  berechnet. 
Auf  diese  Art  sind  die  Werthe  für  C  für  die  40  ersten  Potenzen 
berechnet  und  in  der  nachfolgenden  Tafel  zusammengestellt. 
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2)    C  ,=sl,  644  934  066  848  2264, 
Cs  =  l,  202  056  903  159  5942. 
C  4  =  1,  082  323  233  711  1382, 
C  5=1,  036  927  755  143  3699, 
C«  =  l,  077  343  061  984  4491, 
C  r=l,  008  349  277  381  9227, 
Ce=l,  004  077  356  197  9443. 
C  9  =  l,  002  008  392  826  0822, 
Ci0=\f  000  994  575  127  8180, 
C„=l,  000  494  188  604  1194. 
C,a  =  l,  000  246  086  553  3080. 
C,s  =  l,  000  122  713  347  5785, 
Cu=l,  000  061  248  135  0587, 
CI6=1,  000  030  588  236  3070, 
6^  =  1,  000  015  282  259  4086, 
C,y  =  l,  000  007  637  197  6379, 
C18=l,  000  003  817  293  264  99. 
C„=l,  000  001  908  212  716  55, 
Cjo=1,  000  000  953  962  033  87, 
CM  =  1,  000  000  476  932  986  78, 
Cm=1,  000  000  238  450  502  56, 
CM=l,  000  000  119  $19  925  96, 
CM=1,  000  000  059  608  189  051  258. 
€^  =  1,  000  000  029  803  503  514  650. 
Cu  =  \,  000  000  014  901  554  839  365, 
6^  =  1,  000  000  007  450  711  789  835. 
CM  =  l,  000  000  003  725  334  024  789. 
Cw=l,  000  000  001  862  659  723  512, 
C\0—\,  000  000  000  931  327  432  420, 
C8l  =  l,  000  000  000  465  662  906  504, 
fj,a=l,  000  000  000  232  831  203  367, 
C,8  =  l.  000  000  000  116  415  501  727. 
684=1,  000  000  000  058  207  720  879, 
6,5=1,  000  000  000  029  103  850  445. 
C,4  =  l,  000  000  000  014  551  921  891, 
C,y  =  l,  000  000  000  007  275  959  835, 
€5t=l,  000  000  000  003  637  979  547, 
€,5=1,  000  000  000  001  818  989  650, 
€40=1.  000  000  000  000  909  494  784. 
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Für  die  17  ersten  Potenzen  sind  sie  auf  16  Dezimalstellen, 
von  der  18ten  bis  23sten  Potenz  auf  17  Stelleu,  von  der  24sten  bis 
40sten  auf  20  Stellen  berechnet.  Die  21ste  Stelle  ist  zwar  auge- 
geben, ihr  Werth  ist  jedoch  nicht  ganz  sicher,  aber  nicht  wohl 
mehr  als  um  die  Einheit  unsicher. 

Euler  hat  die  Werthe  der  C  bis  zur  löten  Potenz  (Diffe- 
renzial- Rechnung  2ter  Theil  §.151)  und  darunter  einige  un- 
richtig angegeben;  Legendre  hat  die  unrichtigen  berichtigt  und 
die  Werthe  bis  zur  35sten  Potenz  (Traite*  d.  fonct.  eilipt.  T.  II. 
p.  432.) auf  16  Stellen  berechnet.  Die  von  Legendre  angegebenen 
stimmen  mit  den  hier  mitgetheilten  Werthen,  mit  Ausnahme  von 
überein,  wo  die  löte  Stelle  differirt 

Die  besondern  Fälle,  die  sich  aus  1)  ergeben  sind: 

,     ,      1  .  1      1  1 

->)    1  +  2«  +  3ä+  4«* 

-  t/»"~n  +  2n*~6n9  +  30n*"~42n*+30n»  66n»+ 

1 ,1,1,1  1 
1  +«2$  +  33  +  43  +  —  Ms 

_         _1_     1  1_     J_     J_  3  5_ 

—  C»  —  2»a  +  2n»    4«*  +  12«« I2n«  +  20. n10   6w"  +  ' 


1      1  1  1 

1  +24+34  +  44+  „4 

—  f-4    3ni  +2n4    3„6  +6»7~  9»»"*"  2n1I"~n"+" "» 

1+2»  +  3ä  +  46+--M^ 

_  115       7        1        11  65 

—  Q  —  4n4  +  2n*—  12M6  +24,|8  J2„io  +  8.  nu 12»"  +*  *  * ' ' 

III  1 
*  +  2«~*"3o  +4« + 

1       1  _  1        7        1       33  91 

—  ~5»ö  +  2»«~2w'  +  lö»»""«11  +  10.n»""6.n"+*  — 


1 
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1  +  I  +  I  +  JL+  1 

1  +  2r  '  3r  ^  4r  +  —  nr 
__r       1      1       7        7       11       143  165 


IM  2. 

—  r     JL.  .  _L     iLI    _33_    JM_  260. 

—  ^e     7Mr  +  2«8    4w«'f  »«"""Uli»  M0.it"  ~3w"+" 


I.    8.  W. 


§.  4. 

f 

Um  die  Summenausdrucke  für  die  reciproken  Potenzreihen 
mit  abwechselnden  Zeichen  zu  erhalten*  hat  man  ar=l,  Ax=.  1 
in  3),  4)  und  5)  §.  2.  zu  setzen.    Hiedurch  entsteht: 


1    2P+,i3P~*4P  +  '  •*  (2n)P 

1      ,       P   Mi     ,  M» 

—  "p  — 2(2n)i»  +  4(2n)P+»    8(2/iJP  * 5  +  4(2#t)P+* 

'7Mt    .  31[y]9 
16(2n)/»+r+4(2n)P+»""-  ••, 

,    2.1    1     4  1 
i—2p  +3p    4p*  ,~i"(2>i-1)p 

_  „  ,     i        _jp_  .  Wi__ 

-«p  +2(2«— l)P~4(2n  —  1)p+»  +  8(2«  —  1)p+8 

_M*_.     I7[rt_       _  1 

4(2n-I)M»  +  16(2n-l)P+'' +  ^  +  %2n)> 

L  P__       Ms    .     Mo    _  17[p]7 

+  4(27i)P+» 8(2n)P+8  ^  4(2n)P+*    16(2n)P+*  +  "  *  ' 

Der  Werth  fiir  Hv  ist  bei  unendlich  wachsendem  n: 
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ai  l.l 

;  1    2p"1"3p~"4p  +  5p—  "" 

+  I  r  +  4  16~~  +  ~4  8 


Er  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise.  Werden  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung 

,,1111  n 
I  +  2p  +  3p  +  4p  +  5p  +  ^ 

die  geraden  Glieder  doppelt  abgezogen,  so  entsteht 

1      1      I      1      1  2^1      1  ] 


1 


~~  2p  ~*~  3p "~4p    5p    6p   ^p"~2j>(*  *"2p  +  3p  +  4p  +  '  * 


und  hieraus,  wenn  der  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung  einge- 
führt wird: 

1    1.1     1,1     1  ,       _r        1  n 
i~~2p"'"3p~  4p  +  5p~6p+  ^""Sp^1  p' 

Hiernach  erhält  man  aus  3) 
4)  Hr=CP-±CP 


Es  lassen  sich  daher  die  Werth e  der  H  aus  der  Tafel  2)  $.3. 
ableiten.  Die  sich  ergebenden  Wertbe  sind  in  der  nachstehenden 
Tafel  enthalten. 


■ 
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6)   H  t  =lg2=0,  693  147  180  559  9483  


=0, 

822  467  033  424  1132, 

9 

=  0, 

901  542  677  369  6957, 

H  4 

* 

=0, 

947  032  829  497  2460, 

=0. 

972  119  770  446  9093, 

H 

=0, 

965  551  091  (297  4351, 

=0, 

992  593  819  922  8302, 

=  0, 

996  233  001  852  6479, 

H9 

-0, 

998  094  297  541  6054, 

H\  n 

4  v 

=0, 

999  093  507  598  2225, 

1 1 

=0, 

999  517  143  498  0607, 

//i  ^> 
J  Z 

=0, 

999  757  685  143  8584, 

^13 

=0, 

999  878  542  763  2652, 

=0, 

999  939  170  345  9798, 

=0, 

999  969  551  213  0993, 

=  0, 

999  984  764  214  9061, 

-=o, 

999  992  378  292  0411, 

#18 

=0, 

999  996  187  869  610  11, 

^19 

=  0, 

999  998  093  508  171  68, 

#2n 

=  0, 

999  999  046  611  581  52, 

=0, 

999  999  523  258  215  54, 

=  0, 

999  999  761  613  230  98 , 

=  0, 

999  999  880  801  318  54, 

=0, 

999  999  941  398  892  394  628, 

=0, 

999  999  970  198  856  962  833. 

HU 

=0, 

999  999  985  099  232  007  569, 

Hv 

=0, 

999  999  992  549  550  484  964, 

=0, 

999  999  996  274  753  400  110. 

i/29 

=0, 

999  999  998  137  369  418  112. 

=0, 

999  999  999  068  682  281  455, 

=0, 

999  999  999  534  340  330  655 , 

=0, 

999  999  999  767  169  915  951 , 

^33 

=  0, 

999  999  999  883  584  858  057, 

=  0, 

999  999  999  941  792  399  047, 

=0, 

999  999  999  970  896  789  530. 

H^ 

=0, 

999  999  999  985  448  091  444, 

»IT 

=0, 

999  999  999  993  724  044  607. 

HZh 

=  0, 

999  999  999  996  362  021  933. 

HM 

=  0, 

999  999  999  998  181  010  843, 

//40 

=  0, 

999  999  999  999  090  505  381. 

12  Oettinger.   Beiträge  zur  Summirung  der  Reihen. 

Hieraus  ergeben  sieb  nun  folgende  besonderen  Fälle: 

°'   1    2  +  3    4+'  —  2« 

-l  9    J_  ,  __L_       1     .     1  17  31 

g      4«  +  4(2«)a"~  8(2«)4  +  4(2»)«    16(2«)«  +  4(2«) 10  ' 

1    2»  +  3*~4*+"~(2«)» 

_„  1     ,     1        _L_.     ?_       17  155 

8    2(2n)*  +  2(2M)8~2(2w)«  +  2(2w)7~2(2»)«'r  2(2«)» 

1      1  1 


• . . . .» 


1~28  +  3s~"4»  +  "-"~(2/i)a 

 1_       __3_        5         21         153_  1705 


2(2«)»    4(2«)«    4(2«)«    4(2«)«    4(2«)10  ^  4(2n)w 

1-1  +  A-I+    — 1 

*      9.4  14T-;-  /.» 


•  •  •  •  t 


24  •  34      44T-V  (.2n)4 

_„        1      ,     1  5  14        255  1705 

—»4—  2(2n)*  +  (2«)«  ~  2(2«f  +  (2«)»    2(2«)»  +  (2«)18" ' **"  * 

1  —  2*  +  3«  +  4«+  —  C2^>» 

J_        _!L       35         63        2806   ^  21165 
— «6— 2(2«)«  +  4(2«)«  +  8(2«)«  +  2(2«) »°    8(2«)»  +  4(2«)" 

I  I  I 

1-"2«+3«"~4«+"-'  (2n)« 

_  1  3  7         63        1683  31031 

—  ff«""2(2n)«  +  2(2«f    2(2«)»"*  (2«)»"~2(2«)*8  +  5(2«p"" 

1     2r  +  37    47+••,•  (2n)7 

-Ii       J  7  21         231  7293 

~«r— 2(2«)7+  4(2«)«    2(2«)w  +  2(2»)w-4(2«)»«+--' 

1  A  .  I  I.  1 

'^«"♦"S«"^«"1"  *  •~'(2«)« 

-ff  1  .  2  _15  198  7293  . 
-^e-2(2n)s+  (2n)«~(2«)CT  +  (2«)»~2(2«)1«"1' 

u.  s.  w. 
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11  1  1  17  31 

"l  +  2(2n)  +  4(2»)»  ~8(2»)*  +  4(2»)«    16(2»)»  +  4(2»^  * 

„  ,      1  1_     .      1         _J  .17 

^  +2(2»~l)~4(2^-l)*+8(2»-J)«-4(2n-l)«i"16(2n---l)«  — 

1~ 2a  +  3*    4»  +  *  +(2n-l)» 

* 

„  ,     1     .     1  J_         3         J7  155 

+  2(2»)»  "  2(2»)»  +  2(2»)'  ~2(2>i)«  +2(2n)»""  '  " 

1  1   1  3  17 

H* +2(2«  - 1)»  ~"  2(2«— 1)»+2(2»— 1)»"""2(2»-  l)r+2(2»-l)»~ 

'  — 2»  +  3»~"4»  +•  •+(2«-l)» 

_1   3  5  21  153 

H*  +  2(2»)»  +  4(2/1)4     4(2»)«  +  4(2«)»    4(2«)»° + '  ' ' 

 1  3  5  21  153 

H%  +  2(2» - 1)»~~4(2» - 1  )*+4(2»- 1)«  4(2»-l)«+4(2»-.l)"> 

III  1 


1  — 1>4  +  04       44  "1"  *  *  *  *  + 


24T34      44T—T  (2„_1)4 

/#4+  2(2«)«  +  (2»)»    2(2»)r  +  (2»)»  <2»)"  +  (2»)"    "  *  " 

/#4+2(2n-l)*    (2«-l)*  +2(2n— 1)'  (2»-l)»+(2w-l)» 

1  —  Ofl  T  05       ist'-T  /() 


2«T3«    4*T  ,,,T  (2»— 1)* 

1  5         35    ,    63        2805  22165 

ü* + 2(2»)»  +  4(2«)«  ~~  8(2»)»  +  2(2»)*°""  8(2») »  +  4(2»)"""  * 

1  5  35  63  2805 

: ^»  +  2(2»-l)»  4(2»— 1)»+8(2«  - 1)»~"2(2» - 1)  10+8(2»-l)M" 
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2«  +  3«    40+-"  +(2n-l)« 

„  ,    1  3  7         63  1683 

-"•+2(2n)«  +  2(2»)*    5(2»)»  +  2(2n)"-'2(2»)W  + 


I  3  7  63  1683 

=£fft+2(2»-l)«""2(27i  -  l)'+2(2»- 1  )«""~2(2«- 1)  1  *+2(2«~ 1)» 

1     2*  +  37    4*+'*  +  (2»-l)* 

•- 

f/       1  7         21         231  7293 

-/#r+2(27i)7  t  4(2w)a    2(2w)10  +  §(2n)»*~  4(2»)"  +  *  * 

1  7  21  231  7293 

="r+2(2n-l)*~4(2»-l)«+2(2»-l)»«  2(2»— l)1*  1  "4(2»— 1)"""— 

» 

u.  s.  w.  Die  vorstehenden  Reihen  gehören  zu  den  halbconver- 
genten  und  man  kann,  um  die  nOthige  Genauigkeit  zu  erhalten, 
ihren  Rest  bestimmen. 

Obgleich  die  spätem  Glieder  der  Reihe  3)  sehr  divergiren,  so 
sind  doch  ihre  Summen  durch  die  in  5)  angegebenen  YVerthe 
bestimmt.  Man  kann  nun  diese  Gleichung  benutzen,  um  den  Grenz- 
werth der  Vorzahlen  der  ersten  negativen  Aufstufungsreibe  zu  be- 
stimmen.  Aus  3)  hat  man  nämlich 

1  o-1  .  1     1  .  1    I?    3*    691  ,4561 
'g^— 2  +  4""8  +  4~16+  4  ~"  8  +  ~4       "" ' 


Die  Vorzählen  der  ersten  negativen  Aufstufungsreibe  bähen 
folgenden  Zeichenwechsel : 

I     1     1     1     17    31  691 

2~4  +  8~~4+16~~'  4  ~  8 

Aendert  man  nun  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  Zeichen 
und  zählt  nach  der  Aenderung  die  Einheit  auf  beiden  Seiten  zu, 
so  wird 

8)   1— Ig 2=0,  306  852  819  440  0548.... 

1     1  1  1    1  ,        31    691  4561 
-5*"4  +  8~4  +  16"~4  +  8  "~  ■*  — 
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t  5. 

Die  bisher  gefundenen  Resultate  geben  Veranlassung  zu  noch 
weitern  Anwendungen.  Setzt  man  ar=l,  Ax—1  in  1)  §.2.,  so 
entsteht 

,;    1    3p  +  5p  +  *  *  * '  (2m -f        2(p— 1)  +  2  +  6  Ift 

,  *M»  «ab   L_  +__!  v_ 

+    63  ~~  l5^"~2(p-l)(2/i+l)P-1  +  2(2n+l)P  6(2n+l)P+» 

,  !>]>  8fr]»  , 

T  15(2»f  l)f+3     63(2n  +  l)P+5"r*" 
Für  ein  unendlich  wachsendes  ft  wird 

2)    1  +  ^+^  +  ^  +  .  •  =*>p 

■--l+f  [Ha+sfet  Mr. 

.  _  1  \  tiitfi  —  1K    T    ao    —    i«  -f.... 


~2(p-l)T2T6     15       03  15 
Aus 

1  +  ^+  3p  +  4j>+5p^  ,...  =  Cp 

erhält  man,  wenn  die  geraden  Glieder  auf  die  rechte  Seite  ge- 
bracht werden: 

3)    l  +  jjp"  +  5p"  +^+  ---  =^p~*^"~4p""6p~  •••• 

■ —  mp    2p^  *^"2p    3p    " "  * 
1  « 

Hieraus  und  aus  2)  erhält  man 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  1)  gewinnt  man 

5>   1  +3?  +  5?  +  7P  + '  •  * '(2n7f)P  =  °*  ~  2(p-t)(2n+l)P-i 

+       1  .  P  _    .    .  .     Mi  ffri» 

2(2ti  +  1;p     6(2«  +  1)p+i  *  15(2n+l)P+s  ~63(2n  +  l)P+5  * 
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Bestimmt  man  nun 
folgende  Tafel: 


die  Werthe  der  Dp  au«  w,  «o  ergibt  sieb 


Z>,=1 
D~t  =  \ 
Z>4=1 
D  b  =  \ 
/>«  =  ! 
DT  =  l 

D  „=1 

Ao=i 
Ai  =  i 
A*=i 
As=l 
A4=l 
A6=i 
z>16=i 

Ar=l 

A.=i 
/>*>=> 

Z>.21  =  1 

z>M=i 

1)23  =  1 

^25  =  1 
ö26  =  l 

Ai=l 
A»=l 
z>a3=i 

Z)86  =  l 


233  700 
051  799 
014  678 
004  523 
001  447 
000  471 
000  155 
000  051 
000  017 
000  005 
000  001 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 

000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 


550  136 
790  264 
031  604 
782  795 
076  640 
548  652 
179  025 
345  183 
041  363 
666  051 
885  848 
628  055 
209  240 
069  724 
023  237 
007  744 
002  581 
000  860 
286 
000  095 
000  031 
000  010 
000  003 
000  001 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000  000 
000 


MI  HI  III 


I  I  IMI'III 


1698, 
6451, 
1921, 
1396, 
9421, 
3765, 
2961, 
8438, 
0448, 
0901, 
5832, 
4219, 
5193, 
7032, 
1574, 
8395, 
437  55, 
444  11, 
807  69, 
601  16, 
866  77, 
622  20, 
540  722 
180  228 
393  413 
131  137 
043  712 
014  570 
004  856 
001  618 
000  539 
000  179 
000  059 
000  019 
006 


H 
74. 
47, 
40, 
45, 
81, 
94, 
98, 
66, 
89, 
62, 
98, 
66. 
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Hieraus  ergeben  sich  folgende  besondere  Fälle: 

i  '  i    i    '  '    i  i      '  1  *' u 

+  $&[+T)*~~ -K**  M)a  +  15(2n+l)«~21(2n+l)*  +  " 

1  11^  1   1  Kl  ■ 

1  +  3»  +  5*  +  7>+  '   (2«  +  1)3  -^»"Mtfit+l)» 

+  _JL  »      +      2  8_ 

^2(2n+l)»    2(2/1+1)*  r3(2»+l)»    3<2»  +  l)»+-- 


,,1  +  1+1+     __i  »_ 

1  ^3«+5*+7*+   -(2iH  1)«—  6(2^+1)» 

«  »  « 

1  2  6  64  ■ 

+  2(2w  +  l)*    3(2n  +  l)»+4(2ii+l)-*"~9(2n+l)9 

1  +  3«  +  5*  +  7*  +  •••(2^p=^*~^+7)4 

.  >' 

,   1  5        ,     l  7  16_  176 

+  2(2n+l)s    6(2>t+l)«+8(Wl)8    (2w+ l)l0+  (2«+l)i3— • ' 

III  l  -    jl  -.'  I  ; 

1  +  3«  +  5*+  7*  +  '  *  (Sto+I)6^  ^  7  10(2«+!)»  j 

*  '  t 

1  1_  56      _     32  2112 


!m+1)«    (2n+l)*-  T15(2n+1)«    (2/i+l)»  T  5(2n  +  l)" * ' 

1  +  3'  +    +  V  +  *  *  (2/i+ 1)* -     -  12(2*+1)« 

1  7   28  176  4576 

+  2(2n+l)r     6(2n+l)«+5(2M+l)»°    3(2»+l)"  +  6(2n+l)1« — ' 

,.1.1.1.   L_  n  1 

1+3»  +  öä+7«+   -  -  (2«+l)*  -  ^  -  14(2»+!)*  ' 

1  4  8  704  0152 

+  2(2n  +  l)*    3(2m+1)*  +  (2ii+1)»  —  7(2»+1)"  f  5(2«  +  I)M-" 


u.    «.  w. 

Theil  XXVI. 
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Bestimmt  i»»- 
folgende  T  . 

6)  g  upd 


statt  n  in  i)  §.2.,  «o 


fr^+ä+fr*  F>' 

9) 

******  1  II 

„„d  hieraus 

1      1      1  ,      _1   1 

5)   I  +-5  +  4f  +    +  •  —  (2n)r  2(p-l)(2n)P-1 

L_         7»  _  ,     lPh    _    »r^ls     ,  8|>]r 
+  2(2»)p  *"6(än)H-»    15(2n)P+8    63(2»)p+*  15(2»)J,+T 

Aus  4)  leitet  sich  folgende  Tafel  för  die  Werthe  der  F  ab. 
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f^i.  am  233  m  m  om, 

F8  =  l,  150  257  112  894  9492. 
F4=l,  067  645  202  106  94*1, 
F6  =  l,  032  403  992  348  2303, 
FC=I,  015  895  985  343  6070, 
F7  =  l,  007  877  728  729  5462, 
F8  =  l,  003  922  177  172  6482, 
F9  =  l,  001  957  047  64*2  2384, 
F10=l,  000  977  533  764  7733, 
Fil  =  l,  000  488  522  553  0293, 
F12=l,  000  244  200  704  7248, 
F13=l,  000  122  085  292  1567, 
FJ4=1,  000  061  038  894  5395, 
F16=l,  000  030  518  511  6038, 
F16=l ,  000  015  259  022  2512, 
F,r=l,  000  007  629  452  7984, 
F18=l,  000  003  814  711  8274  4, 
F19=l,  000  001  907  352  2724  3, 
Fio=L  000  000  953  675  2261  7, 
F<n~l>  000  000  476  837  385  62, 
FM=1,  000  000  238  418  635  79* 
FM  =  1,  000  000  119  209  303  76, 
F24=l,  000  000  059  604  648  328  315, 
Fto  =  l,  000  000  029  802  323  275  909, 
F26  =  l,  000  000  014  901  161  415  898, 
F2r=l,  000  000  007  450  580  652  436, 
FM=1,  000  000  003  725  290  312  340, 
Fw=l,  000  000  001  862  645  152  700, 
F30=l,  000  000  000  931  322  575  483, 
F31  =  l,  000  000  000  465  661  287  525, 
F32=l ,  000  000  000  232  830  643  708, 
F33  =  l,  000  000  000  116  415  321  840. 
F84=l,  000  000  000  058  207  660  916, 
F^=l,  000  000  000  029  103  830  458, 
F36  =  l,  000  000  000  014  551  915  229, 
F37=l,  000  000  000  007  275  957  614, 
F88=l,  000  000  000  003  «637  078  «07, 
F39=l,  000  000  000  001  818  989  404, 
F40=l,  000  000  000  000  909  494  701. 


20  0 ettinger:   Beiträge  utr  Summlrung  der  Rethen. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  folgende  besondere  Fälle : 

7)    I  +25  +  43+  62+,,(2n)* 


-F     JL._1_    _L_  +  _f  !$_  +  _«*_. 

-  *»  -  4n  +  2(2»)*- 3(2n)»  +  ISCin)»    2I(2»F  +  15(2»)« 

,  .1.1.1,  _±_ 

_F  1     x     1  1     J.  8 

—  8~  4(2«)*  +  2(2n)»""2(2«)«  +  3(2»)8~~3(27*)8   

11      1  1 

l+Ö4+74  +  ß4  +  /ä 


2«^4*T6*T''C2n)* 

1      .    JL         2     ^     5       _64  64 
~  r  4     6(2n)8  +  2(2n)4 3(2w)*  +  4(2»)*     9(2«)»    (2n)u      '  *  * ' 

* 

>         1  +2»  +  4ö  +  6«  +  -  '  (l^ä 

J_        _l  5        _7       _I6_  J76^ 

~     ""8(2»)*  f  2(2«)ö"~6(2»)«  +  3(2w)8    (Äi)»  +  (2n),a 

1+i+l+l+  _!_ 
1  +2«+4«+6«  +  ,"(2/i)0 

1_       1       _1         56         32  2112 
~  ö_ IÜ(2h78  +  2(2w)8~  (2w)7    T^(2«T9    (2n)»  +  5(2n)»8 

,+1+1+1+  1 


5F"r47TfrT"r"",(2«)r 

1        _J_       7         28  176  4576 
~  Fr""  V%Mf  +  2(2«)'  ~  6(2w)8  +  5(2i>)»<>~  5(2»)"  +  5(2n)»~ 

1    1,1  ,  1 

28    48  +  68  +  ""('In)9 

1      ,     1          4     ,  ■  8  705    .  9152 

=  **~  Ü<2«T7  +  2(2«T8""  SW5  +  (2n)»  7(2«)"  +  5(2«) «~ 


u.    s.  w. 


Eüler  bat  in  seinerDifferential-Rechnung  (2.Tbl.§.  187) 
angegeben,  wie  mau  die  Wertbe  der  D  und  H  finden  könne. 
Die  Wertbe  selbst  bat  er  nicbt  berechnet.   Das  von  ihm  ange- 


V 
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gebene  Verfahren  ist  dort  nachzusehen.  Die  Snmmirtrog  be- 
schränkter Reihen,  wie  sie  hier  in  §.4—  §.6  gegeben  ist,  hat  er 
nicht  mitgetbeilt.  Die  Grundlage  des  Calculs  ist  eine  andere,  we- 
niger bewegliche  und  anwendbare  als  die  Natur  der  Sache  es  er- 
fordert, weswegen  diess  wohl  bei  ihm  und  in  den  später  hierüber 
erschienenen  Schriften  unterblieb. 

Der  Calcul  lässt  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  die  mannigfal- 
tigsten Anwendungen  zu.  Setzt  man  nämlich  x  —  \,  Jxzz2  in  3) 
§.  2.,  so  entsteht 

,     I.  1     1  .  1  : 

1  -~3J»  +  5p ~7p  + ' '  • '  (4«-^1)p 

=  2"  +  f  -  [ph  +  16[A -17. 8[p]r  Z(4n-l)P 

■  • 

.    _  p  Ie1_  ,   qpk  1Mp}t, 

+  2(4«-I)pH-(4„-1)p^  +(4w-J)P^    (4n-l)P+*  + 

und  man  kann  nach  der  bekannten  Metbode  die  Werthe  der  be- 
gleitenden Reihe  auffinden.  Die  Summirung  dieser  und  ähnlicher 
Reihen  dürfte  aber  schwer  nach  den  von  Euler  gegebenen  Prä- 
missen zu  ermitteln  sein. 

»  1  .  _ 

II.  Orenzwerth-Best  immun»;  der  Potenzreihen  ganzer 
Zahlen,    deren   Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen 

versehen  sind. 

■  ■  ♦ 

* 

§  7. 

Die  Summe  der  Potenzreihen  der  natürlichen  Zahlen,  deren 
Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verschen  sind,  wird  nach 
Nr.  363.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  gewonnen, 
wenn  ar  =  0,  /fx=\  gesetzt  und  die  ntithigen  Veränderungen  ge- 
macht werden.    Mau  erhält 

1)    U»  —  2p  +  3p  -  4p  - ....  —  (2«)p  f  (2m  +  1  )p 

=  )ßn  f  1)P  +  |(2r«+i)P-»  -  \ipW2*  +  i»-*  +  |(p).(2n+1)F-» 
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Au»  Nr.  362.  wird  bei  den  nämlichen  Voraussetzungen : 

I)   I-*2*-f3*-4*— ....  —  (2n)i» 
=-?(2it)P  -  Jp(2«)P-»  +^(p),(2»)F-»-.^(p)4(2ii)P-» 

+  }^)r(2»)f-y~.... 

Ol 


Hierin  bedeutet 

P(P-  l)fr-2)....(p-*+l) 
W*-  1.2.3....*  


Die  Vorzählen  gehören  der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  an. 

Wird  I)  und  2)  zusammengezählt  und  die  Summe  durch  2  ge- 
thellt,  so  entsteht: 

3)   1-2p+3p-4*  +  ....  +  (2ii-I)?  -  (2h)p  + 1(2«  +  1  )p 
-  J^y-^)^H^V^)^+|^).(2ii)P-»+ .... 


Nun  ist 


Durch  Einführung  entsteht  aus  3) 
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4)  Ip — 2p  +  3p — 4p  f . . . .  -I-  (2n— 1)P  -  (2«)p  +  ^(2n  +  1)p 

+  fw-1[(H^l-i] 

> 

+  g(p)»(2»)'-n(i+i)'-»-»] 

*  • 

!  I 

*  • 

+  ^.Oa»-|.Op-1  +  g(^)t.Op-»-|(p)A.OP-»+... . 

Je  grOsser  n  wird,  desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  von 
(1  -f-  der  Einheit  und  fallt  bei  unendlich  grossem  n  mit  ihm 

zusammen.  In  diesem  Falle  verschwindet  die  Doppelreihe  In  4) 
und  man  erhält  daher 

5)  Lim(lP  -  2p  +  3p  —  4p  - ....  +  (2n  -  \)*  -  (2n)P + \q* + 1)P) 

Schreibt  man  nun  x  statt  2n  und  bezeichnet  die  vorstehende 
Reibe  durch  5(— Y^xP,  so  hat  man  för  x=l  bis  a?=oo 

6)  L\m[S(-)*-*xP(-)*l(x+\)P] 

«=^P-föP^+g(p)30P-»-i(p)ft0P-»  

Da  nun  im  vorliegenden  Falte  0p-*=1  wird,  wenn  p — k  =  0 
ist,  und  diees  nur  bei  ungeraden  Zahlen  statt  finden  kamt*  w# 
geben  sieb  hieraus  folgende  Grenswerthe: 
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7)  .  Li»[Ä(-)*-»jfH-Kj(*+l)]=5-i.  •    ;  ■ 

Lim[5(-)'-^(-^(o:+l)»j==:f^ 
Lim[5(-)*-^»(-)^(o:H-l)«J=-{  • 

i  '  • 

Lim[S(-)*-^-)^(*+l)9J= 

'     U.     8.  W. 

Die  Grenzwerthe  fallen  mit  den  Vorzählen  der  ersten  negativen 
Aufstufungsreihe  zusammen.  , 

Ist  />  eine  gerade  Zahl  und  1 ,  so  gehen  alle  Glieder  der 
Reihe  in  6)  in  0  über,  und  man  erhalt 

8)  Lim[S(— )*-1*a,,(--)*ö(*+1  W  =°-  ' 

'   ■  '     r  i  ..  »*  ♦  .  »;•  —  ....  .'  7-  ;  i 

Ist  p=;07  so  wird  aus  6)  ..;:<. 

9)  Lim[5(-)*-^o(+)x|(a:+i)o]=|. 

Euler  hat  sich  mit  Bestimmung  dieser  Grenzwerlhe  in  sei- 
uer  Differential-Rechnung  2.  Tbl.  §.  185.  beschäftigt  Stellt 
man  die  von  i'tim  gewonnenen  Resultate  in  der  hier  gebrauchten 
Bezeichnung  dar,  so  hat  man 

- 

1 

10)  •  lAmSt—)*-1*1^ — 2.* 

LiniÄ(-)'-l>=  " 
Lim  S(-)*~»*»=-;j,- 

I 

r  ■ ;    "  17 

LimS(-)*->.r7=  +  i6 

-        M    I*   . 1  U.     «.     W.  ,  .,  ,, 

Hierin  ist  dasawreite  Glied  U.t+1)  ausser  Acht  gelassen."  r 

Es  wird  nun  zwar  nach  dem  Vorgange  von  Eul er' allgemein 
angenommen,  dass 


- 


1-21  +  3*— 4*+,..,=0, 
I_2*  +  3*-4*+.  =0, 

:  «■  v  U.    8.    W.  I 

ist  Mit  deii  hier  gefundenen  Resultaten,  deren  Begründung  klar 
vorliegt,  stimmt  aber  diese  Annahme  nicht  fiberein.  leb  setze  die 
Stelle,  worin  Euler  seine  Ansicht  begründet,  in  der  Uebersetzung 
von  Michel sen  her,  damit  der  Leser  bierin  sich  ein  Urtbeil 
bilden  kaW  ;  j 

„Man  erkennt  hieraus,  dass  bei  den  geraden  Potestäten,  den 
„Fall  ausgenommen,  wenn  n—0  ist,  die  hinzuzusetzende  Grosse 
„verschwindet,  und  dass  in  diesen  Fällen  die  Summe  der  geraden 
„Anzahl  von  Gliedern  von  der  Summe  der  ungeraden  Anzahl  bloss, 
„in  Ansehung  der  Zeichen  verschieden  ist.  Wenn  also  x  eine 
„unendlich  grosse  Zahl  ist,  so  fallt  diese  Unterscheidung  weg, 
,,weil  eine  unendlich  grosse  Zahl  weder  gerade  noch  ungerade 
„genannt  werden  kann,  und  es  müssen  also  dabei  die  zweifel- 
haften Glieder  weggelassen  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die 
„Summe  der  Reihen  dieser  Art,  wenn  sie  ohne  Ende  fortlaufen, 
^ bloss  in  der  hinzuzufügenden  beständigen  Grösse  bestehe.  Aus 
„diesem  Grunde  ist 

1-1-f  l_lif. . . i  —  1  ! 

1 

1  —2  +  3 — 4  f . . ..=i>  > 

•  * 

U.     8.  W." 

I 

Die  hier  entwickelten  Sätze  lassen  sich  leicht  verallgemeinern. 
Setzt  man  in  362.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  2»— 1  statt  n.  so  entsteht  \ 

11)   xP  —  (x+Jx)p  \  (x+'2Jx)t>— (*+3^ar)P....--(:r+(2n— X)Ax)* 

1  p 

^-:2(x^(^\)Jx)»^Jx(xM^n-l)Jx)Prl  \ 

+  ^(4x)*(x+(2n--l)Jx)P-*--.... 


1.4 


*  % 


r 
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Setzt  man  2»  statt  n  in  Nr.  363.,  so  entsteht 

12)  xP  —  (x+Jx)P  -f  {x\%Ax)p  —  {x+ZAx)P.... + {x  +  2nJx)P 

=  2(x+2nJx)P + £{x+Zrulx)f~*4x  -^{x+2nJx)P-*(Jx)*  +   •  • 

111  1 

+  2**  -\V**-*<*X+  $ph&-H**)*—\(p)txP-*(Jx)* 

+  {b^^7^*)7-  

Wird  II)  und  12)  zusammen  gezählt  und  durch  2  geroessen, 
wird  ferner 

(*+(2»-lMx)p=^+2^)i-(l-Fp^-), 

geschrieben  und  der  erste  Factor  ausgeschieden,  so  gewinnt  man 

13)  xP— (x+4x)p+(x+2Jx)p- (x+ZJx)p.... 

— (x  +  (2n  -  !)<**)?  +  ^  (*+2»t.<to)i» 

=  J(*  +  2^*)p[l-(l-?i|^-)P] 

f  e(a  +  2»^W)[i -(I  -J^^'l 

-  ($(x  +2nJx)p-HJx)*U-(l -x^^\ 


!  i 

■  * 
11*1 

+  tfP—lPx*-1        tfphxP-^Jx)*— -A{p\xP-*{Jx)* 

17 

Bei  unendlich  zunehmendem  «  geht  (1  : — 7— )p  in  die  Ein- 

heit  Ober  und  es  verschwinden  die  Glieder  der  Doppelreihe  io  13). 
Man  erhäft  daher 
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14)  Um{x9-{x-t/lx)P+(x+<tex)P  (* +(2n- 1)  /ix)*+\ (x+2n4x)r) 

Hiernacli-  haben  alle  hierher  gehörigen  Reihen  Grenzwerlhe, 
welche  sich  nach  der  Besonderheit  der  Fälle  gestalten  werden. 

Setzt  man  nun  a  statt  x,  x  statt  2n —  J  und  h  statt  Ax  io 
13),  so  2iebt  man  hieraus  fflr  ein  unendlich  wachsendes  x 

15)    Lira[S(-)*(a  +*A)P(-)*+i|(r< + (* + 1)A)] 

11.1  1 

=  zf*  —  ipaP-xh  +g(p)3aP-8A8  -  |(p)ftaP-»Ä» +..... 

i 

Wird  a=l,'A=2,  p  =  l,  2,  3,  4....  gesetzt,  so  entsteht! 

16)  Lim[5(-)*(l+2a:)'(-)*+1Ul+2(ar+l))>]=  0, 
Lim  +2*)2(-)*+1l(l +2(*+l))*]=-  i , 

Lim[5(-)*(l+2x)»(-)*-MUl+^+l))8]=  0, 
Lim  [S(-)*(l  +2*)*(H*+HÜ+2(*+l))*]  =  2,5, 
Lim[S(-)*(l+2a:)a(-)x+n(l+2(a:+l))»]=  0, 
Lim  [S(-Wl  +2*)«(-)M-iJ(l  +2(*+l))«]  =-30,5. 
Lim[S(— )*(lf2a:)?'(-)'+H(l+2(a:+lOT=  0 

u.   s»  w. 

Für  a= 1 ,  A  =  3,  />=!,  2,  3.*..  wird 

17)  Lira  [S(->*(1  f  3»)I(-)JP+1Kl+3(*f  l))1]  , 
Lim  [S(-)*(l  +3*)»(-)*+1Kl  +3C*-|-1))*]  =- 1 , 
Lim  [5(-Hl+3o;)8C-)*+«i(l+3(ar+l))»]=+ V , 
Lim[Ä(-)*(l+ar)*(-)*Hi(l+3(ar+))«]=+U 

u.   s.  w. 

i 

Fflr  *=al,  At=4,  p=sl,  2,  3.,..  wird 
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1,8)         Lira  +4*)»<-)*+>(l  +4(*  f  !))>]=-  i . 

Lim  [S(-)*(l  f  4*)*(-)*+Kl  +4(.r+l))*)  =_ » , 
«  Llm[S(— Kl+iaf)^— )*+"(!  +4(x+l))»]  =  +  5,5, 
Lim  [£(-)*<  l  +4*)*(-)*f  »(I  +4(*+l))*]  =  +  28,5 

U.     8.  W. 


III.  Summiruns;  der  reciproken  Fnknlt&ten- lief h cm, 
deren  Olieder  mit  abwechselnden  Zeichen  versehen 

sind. 

§•  8. 

*  *  * 

Aus  Nr.  351.  und  352.  §.73.  de-r  Lehre  von  den  aufstei- 
genden Functionen  ist 

l)  Xo-  x,  +  x2 -  x9    {-YXn=i-ys-%x«+x  +  t-1*». 

Setzt  man  bierin 


J1 

so  entsteht 


Nun  ist  aus  Nr.  342.  der  oben  angeführten  Schrift 
.  IV    A    ^JC    J*X  J*X 


Ferner  ist,  wenn  y  eine  Function  von  x  bedeutet, 

Durch  Einfuhrung  der  Werthe  aus  4)  in  3)  entsteht 

ß) 

1  L    ,    f»"**  ,P(p-f>)(^)a,^(p-rl)»4-gX^)>. 
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Unterscheidet  man  zwischen  einem  geraden  und  ungeraden  n 
in  2)  und  führt  die  entsprechenden  Werthe  aus  5)  ein,  so  ergeben 
sich  folgende  zwei  Darstellungen : 

JL        i  i  i  

T     xP\**    (x+4x)P\J*~*~(x+%<tx)P\S'  (x+(2n-l)Jx)P^* 

1  p.Ax   pjp+lXJx)* 

~~    2(x+2nJ)PlJ*    A(x+2n/3x)pW*    H(x+2nJx)P+V*  " 

1  p.Jx       p(p+l)(Jx)*  .  p(p-{-  \)(p+2)(Jx)' .  ' 

.  "i 

JL        i  i  i 

7'     *pM*     fcr+^pH* +  (x+Jx)P^*    "'  +  (x+2nJx)PV* 

 pgl1«^)?  «  p9\^(Jj)9 

—  *9,2i+l(x+(2n+l)Jx)P+9\^  t  ^  2f +**p+9M*  ' 

q  hat  hierin  die  Werthe  0,  1,2,  3,  4.  ..  zu  durchlaufen.  Setzt 
man  nun  x  =  \,  dx=l,  so  entsteht  • 

«*  1  1         J_      J_,  _J_ 

ö;        1pH~"2p|i  +  3pI1~4pI1+  ~"~C2n)P\i 


(2?)PI 


~    2(2w-M)pI*    4(2»+l)P+*l»    8(2n+l)P+al1 '  * '  * 

'  *     *  •  i " 

.     1     .  _£_  Mp+D  ,  p{p+l)ip+*)  . 
2.1p!1     4.IP+H1  +8.ipTäii  "T     16.1P+»!1     +  '"" 

JL  j_  ,  i  1  j 

jpji— 9Pji  +  3p|i    4pii+       +(2n  +  l)Pl» 

1        .         7»         ,  _  P(P+1)  , 
2(2»+2)Pl1    4(2it+2)P+M  +  8(2«+2)p+*I»  +  * '  *  * 


+ 


1    ,     P     .  P(P+1)  t  Pip+lXp+V  . 

2.1PI1 +  4.1p  HU  +  8.1P+2I*  +     16.1p*  >|i  + 


»  •  *  » » , 


Fär  ein  unendlich  wachsendes»  n  erhalten  die  vorliegenden 
Reihen  folgenden  Grenzwerth: 
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i 

lfh    jl  i     1  _JL. 

 i   .     p    ,  r(p+D  ,  p(p-H)(p+2)  , 

=  +  +8"ÖHl)  +  I6Q^3)  +  "  *)* 

Diese  Reihe  «onrergirt  für  kleine  Werthe  Ten  /»  ziemlich 
langsam  und  wird  daher  in  diesem  Falle  nicht  zweckmässig  zu 
gebrauchen  sein.  Die  Grenzwerthe  für  diese  Reihe  lassen  sich 
aber  durch  die  höheren  Integrale  der  Logarithmen  auf  folgende 
Weise  sehr  einfach  bestimmen. 

Im  44.  Bande  des  Journals  von  Crelle  habe  ich  gezeigt, 
dass  ist 

II) 

lg(»+«)  -  i,2.3....r.l.2.3....r.a^ 

 1_  /6*lg6  _  _36^\  _a 

 1_  /  63lg6       II63  %  _s 

~"1.2....(r-3)  Us.  12.3""  36.  o8/' 

1        /    6*  Ig  6  60.6*\ 
~~  1.2....(r -4) \a*. 1.2.3.4  ~24*oV*  1 


* 

: 


1  /        fr-alg6  C(l,2  r— 2)«-»fr-»  \  , 

0  Vo^-a  1 . 2 . 3 ....  (r  -  2)  —  1 .2....(r-2)1.2....(r-2)o^-V  * 

1  /  fr-1  lg  6  C(I,2....r  —  l)r-8&r.l  V 

1  Kar-1 1.2.3 ....  (r — 1)    1.2 ....  (r—  1)  1 . 2 ....  (r- 1)  a*-*)* 

f  frlgo       C(1,2  rY-lb*\ 

\arl.2....r  1.2....r.l.2....roV' 

wenn   /      das  rte  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  be- 

<* 

deutet.   Nun  ist  auch 
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lg  (6  +  «*>fcr  »  Ig6.*  +  t  S»-««*-- 


•  •  • 

12)  y  ««(^^(^«T^+SiTO-p^RSii+P^ 

Ä*.^*1!1   

Setzt  man  nun  p— 1  statt  r  in  11)  und  12),  ferner  a  =  J,  6  =  1 
und  a?=al,  oder  nimmt  man  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen 
0  und  1,  so  erhält  man: 

IT*  JL  _L  _L  1 

=  C*~*  ted  i  T)  (tor-i  -  2P"' lg2    C(l' %     p  ~ 
-j        'oUtÄKwx    —  i,-in  ♦  U»-m .  iP-iH 

0,1 

C(lt2....p-3)*-4     C(l,2....p— 2)p-3  €(l,2....p~l)i»^ 
+    2.1P-3IUP-3I1    +     lp-aii  ijt-aji       *  jp«T|i  

Hier  bedeuteten  die  C  [die  Sununenausdrffeke  <ler  Verbindungen 
ohne  Wiederholungen  aus  den  eingeschlossenen  Elementen  zur 
angezeigten  Classe.  Benutzt  man  diese  Darstellung,  so  ergeben 
sich  die  Grenzwerthe  Ufr  die  fraglichen  Summen,  welche  alle, 
wie  sich  zeigt,  auf  den  naturlichen  Logarithmen  von  2  zurückfah- 
ren.  Hieraus  entsteht 

14) 

1 


1 

l 

2.3 

+ 

3.4 

1 

1 

2»|» 

+ 

33> 

1 

1 

W1 

+ 

1 

1 

w 

+ 
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Sv- 


10) 


^207  638....  =K6, 
^T^309(Ö21757»..=KT, 


i        ^tt(J00O12  483194  870  871 1.  KSl 
t       I  f  .  =0,000  002  520  600  305  019  3....=K„ 
.        i  + ....  = 0,000  000  253  940  965  293  3....=K10, 


s.  w. 


Vi 


^Hiilt  man  hieraus 
||t(l+*)(a*)'-1 


U*1 


+  4(/H-l)  +  8(p+2)  +  16(,!+3)  +  •-)' 
för  Reihen  von  beschränkter  Gliederzahl  entsteht  ans  8)  un09) : 
11        l  1 


1  1,1  J_ 


2(27i+l)Pl»    4(2w-H)pHI»    8(2n+l)p-»2|»  ' 


•  1    _i_    1     jl  1 

17>    1p1»""2p1  +  3pI1    4PI1' •  +  (2n+l)pl» 


"  1 


2(2n+2)Pl1  +  4(2n+2)P+» 1  T  8(2m+2)p+2I1  ^  ' 

woraus  sich  nun  die  besonderen  Fhlle  für  p  =  2,  3,  4,  5....  leicht 
ergeben. 

Es  sollen  nun  noch  einige  weitere  Anwendungen  hier  gemacht 
werden.  Aus  No.  396.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen  ist: 

i8>    1  1      1      »  L_  .   L__ 

=  1   1  

(p-V.Jx.xf-V*    (p  -  l)^:r.(*+(n  +  l)^*)p-il^" 
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för  jede«  n ,  x  und  Jx,  Setit  man  x  =r  1 ,  Jx  =  1  und  n  —  1 
statt  n,  so  hat  man: 

J_  JL  _L  1 

™)    I?ü  +  2pl1  +  3rl1+,,ni»l1 

_  1  1  ,f  1   

— (p-l)P-1 1    (p-lMn+l)'-1'1 '     (p-lXn-»-!)?-1  »* 

Fär  die  ü#  ergeben  sich  folgende  Werth e,  welche  die  Grenz- 
werthe  der  ins  Unendliche  fortlaufenden  Reihen  bilden: 

20)  iHa=l 

M  3=0,  25 

M4  =  0,  055  55.  .. 

i»#a  =  0,  010  416  666 

iWö=0,  001  666.... 

*/r=0,  000  231  481  481.  .. 

Ma=0,  000  0*28  344  671  201  814  058  956  9.... 

itf  9  =  0,  000  003  100  198  412  698  412  698.... 

A#lo=0,  000  000  306  192  435  822  065  451  6.... 

J»/u  =  10-7.0,  275  573  192  239  858  906  255  573  19.... 

J/Ia=10-  «0,  227  746  439  867  651  988  864.... 

Jfls  =  10-  »0,  173  972  974  898  900  824  826  750.... 

J/14=10-lo.0,  123  531  106  437  089  343  072  249.... 

jHI6=10-12.0,  819  338  971  266  408  908  132  264.... 

jtf16  =  10-13.0,  509  810  915  454  654  431  726  742 

jtfir=10-l4.0,  298  717  333  274  211  581  089  88.... 

a#18  =  10-lö.O,  165  379  838  490  912  986  070  526.... 

jtfl9=10-17.0,  867  733  720  477  012  581  234  242. ... 

M20=\Q-".Q,  432  665  012  980  227  879  839.... 

iHM  =  10-".0,  205  515  881  165  608  242  923.... 

u.  s.  w.  Die  Werthe  der  Reihen  bei  böherii  p  influiren  nicht  mehr 
auf  die  zwanzigste  Decimalstelle. 

Setzt  man  2n  statt  n  in  18),  so  wird  \ 

1  1__  1   1_   

21)  xvUx\ (X+Axy>\2i*  (x+*Jx)v\^*  +  '  "  {x+%iJ.c)P\<** 

1  1  

"~  (p-l)Jxxf-^  (p~l)Jx(x+('2?t+])/tx)P-li<"' 
Theil  XXVI.  3 
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m 

Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  7)  und  tbeilt  durch  2,  so 
entsteht 

09*        h     I  J  I  1  1 

a>  x~*&~*  +  (x+2J*yp\'*  +  (x+4Jx)V*  "'  (x+ZnJx)**' 
 1  J  

1  p  •  d  x 

+  \{x\t;hi  +  \)Ax)v\A*  +  X(x  +  ('2n  +  \)Jx)pTh*~* 

.        p{p  +  \)(Jx)*   J_  p(p+l)  (^r)« 

+  16(#+(2n+l)^ar)P+2l^''  "4a:Pl^  +  HarP+il^*1"  16#P+*I^* 

,  p(p  +  D(p  +  2)(^*)»  , 

Für         1,  -4a:  =  1  geht  hieraus  hervor: 

o-n     11,11  1 
W    lpl»  +  3pH  +  m  +  E~  +  — •  (2«  +  l)Pl» 

=5i^  +  ^p-tJ(p-l)(^-|.2)P-Mi  +  4C2»+2)pii 

P  (p  -f- 1) 

+  8(2»  +  2)p+1Ti  +  16(2/i  +  2)Pi5i1'  ' J 

diess  fuhrt  zu  folgenden  besonderen  Fällen: 

24)    1.2  +  3.4  +  5.6  +  7.8  +  "  (2w  +  1)  (2«  +  2) 
=0,ö93  147  180  569  945  309  4.... 

1   1_  _  1  3 

~2(2«+2)  +  4(2«  +  2)*l»  +  4(2«  +  2pl1+8(2»  +  2)*l1  +-" 

J_._L.JL._L.   L_ 

+3311+5311  +73|1  T  "    (2«  +1)31» 

=0,193  147  180  559  945  309  4.... 

1         .  ?  t       3   3  _ 

~2.2(2n  +  2)alir4(2n+2)»il^8(2w+^1"4(2n+2)ft|i  "» 

i    _L  ,_L  _L   L  

TW  +  3*1*  +  5*l1  +  7*1*  +  '  ,*(2n  +  l)*ll 
=0,045  421  453  706  630  206  278 


 1   1  15 

~ö(2fi+2)Ä|i    4(2«+<>)*i1  +  2(2^+2)^  "f"4(2n+2)«!»+- 
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u.  8.  w.   Nennt  man  die  begleitenden  Zahlen,  welche  die 
werthe  für  unendliche  Reihen  dieser  Art  bilden,  der  Reihe 
iVs,  N9,  iV4,         so  hat  man  hiefur  folgende  Tafel: 

•25)   N  »=0,  693  147  180  559  945  309 
A  3=0,  193  147  180  559  945  309 
19  4  =  0,  045  421  453  706  630  206  27 
N&=0,  008  826  837  964  426  214 
iV#=0,  001  447  401  850  937  152 
N  T  =  0,  000  204  678  395  256  829 
W  8  =0,  000  020  413  933  036  342 
N9  =0,  000  0O2  810  399  358  858  8 
JV,o=0,  000  000  280  066  700  557  7 
JVu=0,  000  000  025  394  096  529  8 

U.     8.  W. 

Die  Werthe  der  2V  lassen  sich  auch  direct  und  auf  folgende  Art 
berechnen.  Wird  — a  statt  a  in  11)  gesetzt  und  werden  sämmt- 
liche  Glieder  mit  —1  verbunden,  so  ist 

26)  -j  w-«*w*r=-~l—+b-3^i+i^ 

o,* 

—  {~}  Wo'  l— I  lrll  lr|l  ar 


1_/A«lg6  M»\ 
+  lr-a|i^.i.2-4.aV 

1  /  6»lg6  11.6»\ 
1  /  64lg6  5Q.o«\ 
1     /    6*.  Ig©  ,    2746»  \ 


Nun  ist 

y* '  \K(b  +  ax){dxy-  fr  lg(6-^)(8ar)'= y  '  Ig  (top)'. 

0»*  o,jt  <>,* 

3* 
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Zählt  man  daher  die  Gleichungen  25)  und  II)  zusammen  und 
theilt  mit  H,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  12) : 

»» * 

/?fl  2  rlr--« 
1    /6lg6    6\  r-1 

 1    /  C(l,2,3)»o»\  r_, 

1     /6Mg6     C(l,2,  ....5)*.A»\ 

lr-5|l^a6.|6|l—       lft|ll»llaö  ^ 

_L  fb7^b     C(l,2....7)<6<\  _r 
]r-7l*  V<*7.17|,~"  lMIMa7 


Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  der  Exponent  von  a:P-*  in  1  oder  0 
übergeht.  Ersteres  ist  bei  einem  geraden,  letzteres  bei  einem 
ungeraden  r  der  Fall. 

Setzt  man  nun  a=z\,  6  =  1  und  x  —  \  oder  nimmt  das  In- 
tegral zwischen  den  Grenzen  von  0  bis  1,  schreibt  man  ferner 
p  —  1  statt  r,  so  entsteht: 

TpI»  +  3p1»  +  5pÜ  +  fjfi  +  •  —^p 


2p~2  Ig 


2    2r-gqi, 2.... />-!)*>-».    1  0(1,2, 3)« 

—      jp-ijiip-iii  +iP-«u+iP-4ii.ii|i.i 


—    |p-l|l  |p-ljllp-l|l  n  lp-2UT]p-4|1.18|l.l»il 

C(l,2  5)«    C(l,2,....7)«     C(1,2,....«Q»  . 

+  IP— «I*.  +  ]P-»|1.  Uli.  p|l  +  lp-10|l.  pil.         +  '  • '  ' 

Hieraus  kann  man  die  Werthe  der  iV  direct  berechnen.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  2V,  M  und  K  ist 

28)   iVp  =  i Afp  +  iA'p. 

Hieraus  bestimmt  sich  z.  B. 

Hxx  =0,000  000  023  230  873  836  7.. . .  =       -       +  ^i- 
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Aus  den  Gleichungen  11),  12),  28)  und  27)  leiten  sich  eine  Menge 
hierher  gehuriger  Reihen  ab.  Der  Werth  von  x  in  11)  und  12)  kann 
jede  beliebige  Zahl  sein;  eben  so  a  und  6.    In  26)  ist  diess  nicht 

der  Fall,  denn  es  muss  b^ax  sein.    Dasselbe  gilt  von  26). 

Zugleich  zeigt  sich  aus  11),  12),  26)  und  27),  dass  alle  hier- 
her gehörige  und  den  genannten  Bedingungen  unterliegende  Reihen 
Grenzwertbe  haben  oder  convergiren. 

Setzt  man  a-=\,  6  =  1,  x  —  -  und  schreibt  p— l  statt  r  in 

9 

26),  so  entsteht 

c(i,2,....p-i)p--»r/ry+1Y"i  (-\p  f9-lY~l  1 

2.lP-HllP-i|i      LV  q   )      1    ;  \    q  )  J 

.  L  .  <W> 2> 3>*     .   cih*.—w  . 

+  lp-»|i^p-2"f"  1p-*ii.i»|ii»i^p-*  +  ip-6|iiö:iift|i^p-« *  " 

Dieselben  Werthe  lassen  sich  in  11)  und  12),  sowie  in  25)  ein- 
fuhren, wodurch  andere  Reihen  entstehen. 

Nimmt  man  11)  und  12)  negativ  und  vereinigt  die  hierdurch 
sich  ergebenden  Resultate  mit  26),  theilt  dann  durch  2,  so  ent- 
steht: 

1  fr     (fay  Ig6.gr  a*xr+*  a*.xr+* 

29)  2J     lg(62-a***)-~  Kl1  +6V2'+i|i+64.4'+M+66.6r+»i1+" 

(6  +  03^.^(6  +  0*),    ^,(6 -aar)'  Ig  (6—  ax) 

+  ]r-«|iVa*.l2l1_  WU«i»aV* 
,     1    /6*»g6      C(l,2, 3, 4)»6*\ 

+  lr-4il^a414|l  ~         14|114|lö4  )* 

1    /6«lg6      C(l,2....6)»6«\  r  4 
1  lr-«HVa«.l«l1         l«iil6H««  /rr* 
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nnd  hieraus  für  a  =  1,  Asl,  x=\: 


3°)     2r+l|l  +  4r+i|l  +  ßrflll  +  grt  l|l  +  •  ' • 

_    *-*\&tC(\/2....ry-K'2r-i  _  _  C(l.  2)»  C(l,2,3,4)3 

""""     lrll     "**  MM'"1  Ir-Äli  pi  j«l     lr-4  114114|1 

C(l,  2, ....  6)»    C(l.  2, ....  S)r  _ 

lr-Ö|116|116(T"~"  lr-8ill81J8.1 

Diese  Gleichungen  eröffnen  eine  neue  (Gattung  von  Reihen. 
Zieht  man  7)  von  21)  ah  und  theilt  das  Resultat  durch  2,  so 
entsteht  zur  Bestimmung  der  Summe  einer  Reihe  von  beschränk- 
ter Gliederanzahl : 

i 

3I,  1  ,  1  ,        _         «  _ 

 1  1  

Ä"2(^-l).z/^.^rP-,l^    2(p- +(2»  +  1)^)^'-1^* 

1  /*.  ^/or 

""4(ar +  (2?i+  \)dac)r\J*  ~~8(.r  +  (2*1  +  1)  Ax)vW* 


I6(ar  +  (2»+-1)^ar)H-al^     4.^1^*  S.a-M-1^* 

Wird  hierin  a?  =  l  und  ^/.r  =  1  gesetzt,  so  treten  die  bekann- 
tenGrenzw  erthe  (  14)  und  20))  auch  hier  ein  und  es  entsteht:  - 

_         1  ??(/>  +  !) 

4(2«  +  2)H*    8(2»+2)P+Mi    16  (2m  +  2)f +2!1  ~~  ~ 

Aus  der  Gleichung 

33)    <?„  =  iflfp-iffp 

■ 

kann  man  die  Grenz« erthe  f(ir  diese  Art  Reihen  leicht  berech- 
nen.  Man  wird  erhalten: 
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34)  Q  a  =  0,  306  852  811*  440  054  691 
Q  s=0,  056  862  819  440  054  «»91 
Q  4  =  0,  010  124  101  848  925  350 
Q&=0,  001  589  828  702  240  452 
Q  «=0,  000  219  204  815  729  514 
Q  r=0,  000  026  803  086  224  653 
Q  a=0,  000  007  930  738  165  471 
Q  9  =  0,  000  000  289  799  053  839  5 
0,0=  0,  000  000  026  125  735  264 
Qll=0,  000  000  002  163  222  694 


U.  6.  W. 


IV.  Bestimmung  der  Grenz  wer  the  der  Fakultäten- 
Reinen  für  ganze  Zahlen,   deren  Glieder  mit  ab- 
wechselnden Zeichen  verbunden  sind. 

§.  9. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

1)  a:P  I  <** — (x  +  Jx)v  I Jx  +  (x + 2Jx)p\ J*....  (— )"  (x  +  nJx)P\ 

=  (— )"  t-1  (*  +  («  + 1)        Jjf  +  f"1  **[Ja> 

2)  (*  +<4r)»i'*  +  (x + 2^)Pl^....  + (n  + 1)  <*r)Pl^* 

=  (_)«fif-i(o:+(n+2)^)Pl^  +  r-1^Pl^. 

Wird  1)  und  2)  zusammengezählt  und  durch  die  Zahl  2  getheilt,  so 
entsteht 

3)  a?\Jx—{x  +  Jx)*\ J*  +  {x  +  2^a:)P  ^* .... 
 (-)»(.r  +  n^)P  .^(-)»H     +  (B  +  l)^)f»l^ 

=  (-)«  4-  (n+l)^jr)Pl-/*(-)»+>  tf-»(o:-f  (m+2)4x)»I'' 

-1-f-iarPM* 

Wächst  nun  n  ins  Unendliche,  so  gehen  die  zwei  ersten  (Glie- 
der auf  der  rechten  Seite  in  3)  in  0  über  und  man  hat: 

4)  LimCSCH^^+w^^M-^MC^w+^^^'l^^1^1'*- 
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Nun  ist  nach  $.83.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
Functionen 

&P\J*     Axv\J*  A*x*\Jx 

5)  t->*PM*=  -2  4-  +  — ö r-  +  ... 

=  -y  1  (4x)1  f  g  ... 

Hiernach  ist 

6)  Lira[S(— )"(.t  +  ndx)P\J*(-)*+x\{x  +  (w  +  I)^)pI^*] 

_  xv\**_    p.Jx(x  +  Jx)P~l\J*     p^-1  (Jx)*  (x+2Jx)P-*>J* 
-~2  4  +  8 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  besondere  Fälle  für  x~\ ,  4x=.  1 
uod  n  —  1  statt  n: 

7)  LimlS(-)— »n*il(— M)2>1]  =  !» 
Lim  [«(-)— 1  n311  ( -)-  4(n  +  1)»I»J=|, 
Lira  [5(  -)— i«4|i(— )»  >(„  +  l)4|i]  =?, 

Lim  [S(-)»-1  n»l»  (— )»  i(n  -f  l)6"1]  =  j  > 

u.  s.  w. 

Für  x=  l,  Jx=z2  wird: 

8)  Lim[S(-)"-W(-)«Un  +  l)*'*]  =  -^ 
Lim[S(-)«-in»l2(-)»  i(«  +  l)s|2]=  -3, 
Lim[Ä(-)-in*!*(-)-i(»+  I)42]=-  19A 
Lim[S(— )»-iws|2(-)-  ;(«  +  l)öi*]  =  _  150, 

u.  s.  w. 


F*ctorenfol*e  Q-l>-5aT,,,l>""  . 

^  2.4.6.8.10.... 

§.  10. 

Im  §.25.  Nr.  13.  meiner  Theorie  der  analytischen  Fa 
kaitäten  habe  ich  gezeigt,  dass 
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.  /tt     ,  2         II  I 

=-ilg(2«+l)f  iig^-^^%.72^1)ä--2ü.(2n+l)» 

,  17 

+  16.7(2n+l)7~'*" 

ist.    Hieraus  entsteht 

2        1  1  1 

2)  Iß ^  +  * lg(2« + J)  =  i Ig ^-4l2^+24(2»+1)3~2(K2w+J)5+"  ' 

Für  ein  unendlich  wachendes  n  erhält  man  als  (irenzwerth 

» 

Iniay 2«  4-1       *  /  •> 

3)  Uni  Ig  t]w  2  +  =lsy  ^  =  -0,  225  811  352  644  727  4.... 

.  ■  'i 

oder  wenn  man  auf  die  Zahlen  zurückgeht: 

Aus  I)  und  2)  folgt  durch  Zeichenänderung 
-Ig  I  +  Ig2  -  Ig3  +  Ig4 lg(2W-l)  +  Ig2n  -  4  lg(2n  + 1) 

=  i  lg«  -  i  lg42  +  4(2n+|)  —  24(2n+l)9  +  20(2n+])»~  — 

oder 

2"  12  ,    TT  1  1  1 

5)  lg  1-1*  V^^+l  =  *lg2  +  4(2n-M)  ~~  24(2n  f  l)»  +  20(2n+l)*~"  * 

Der  Grenzwerth  ist  hiefür: 

2»|2  __ 

6)  LimlgH»v^yi=lg^r ^=0'^5  8,1  352  644  727  4 • 

Bei  dem  Uebergang  auf  die  Zahlen  ergibt  sich 
^     .  .  2  4.6.8....2n  r_ 

*  L,mE3^2^W-^Fi=^2't=1'253  314  137  315  •• 

Die  hier  gegebenen  Bestimmungen  gelten  in  aller  Schärfe  und 
bestätigen  die  Richtigkeit  in  der  Anwendung  auf  besondere  Fälle 
sogar  bei  kleinen  Werthen  för  n.    So  ist  z.  B. 
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1  2.4.6.8  9=  Iii" 0,820  312  5 

1.3.5.7....  23.  V25      t\  *****  aon 

Der  erste  Quotient  ist  um  0,0224....,  der  zweite  um  0,00801....  von 

dem  oben  angegebenen  verschieden.   Eben  so  ist 

• 

=  ww  =  1,219  046  66...., 


1.3.5.7.  V9  105 
2. 4.6.8....  24 


1.3.5. 7. ...23  V25 


=  1,240  846.... 


Der  erste  Quotient  ist  um  0,034,  der  zweite  um  0,012....  von 
dem  Werthe  in  7)  verschieden. 

Euler  hat  sich  mit  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von  7) 
(Differential-Rechnung.  2.  Tbl.  $.11.)  beschäftigt  und  densel- 
ben auf  fünf  Declma  Istellen  richtig  angegeben.  Den  Factor  V  2n-f-l 
bat  er  nicht  berücksichtigt.  Lacroix  bat  (Traitä  d.  calc.  diff. 
et  inte*gr.  T.III,  p.  349.)  das  von  Euler  angegebene  Verfahren 
wiederholt. 
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II. 

Ueber  Legendre's  Beweis  eines  Fundamentalsatzea 

der  Geometrie. 

Von 

i 

Herrn  Doctor  A,  Uhde, 

Schulrath  und  Professor  ani  Herzoglichen  Collegio  Carolin» 

zu  Braunsen weig. 


Legendre  giebt  in  seinen  »»Elementen  der  Geometrie, 
IV.  Buch,  9.  Satz"  nach  Crelle's  Uebersetzung  (4.  Aufl.  S.  102. 
and  103.)  wörtlich  folgenden  Lehrsatz  und  Beweis: 

„Lehrsatz. 

Jede  krumme  oder  gebrochene  Linie,  welche  von 
eitiem  Ende  bis  zum  andern  eine  ausgebogene  (con- 
vexe)  Linie  AMB  umschliesst,  ist  länger  als  die  um- 
schlossene Linie  AMB.   (Taf.  I.  Fig.  1.) 

Beweis.  Gesetzt  nun,  die  Liuie  AMB  wäre  nicht  kurzer 
als  alle,  welche  sie  umgeben:  so  muss  es  unter  den  letzteren 
nothwendig  eine  gehen,  die  kürzer  ist  als  die  übrigen,  und  zu- 
gleich kürzer  als  AMB,  oder  höchstens  AMB  gleich.  ACDEB 
sei  diese  kürzeste,  anschliessende  Linie:  alsdann  ziehe  man 
zwischen  den  beiden  Linien  an  einer  beliebigen  Stelle  eine  gerade 
Linie  PQ,  welche  AMB  nicht  trifft  oder  sie  höchstens  nur  be- 
rührt: so  ist  die  gerade  PQ  kürzer  als  PCDEQ\  setzt  man  also 
PQ  an  die  Stelle  von  PCDEQ,  so  hat  man  eine  umgebende 
APQB  (nicht  ABQP,  wie  unrichtig  gedruckt  steht),  welche  kür- 
zer ist  als  APDQB.  Nach  der  Voraussetzung  ist  diese  aber 
schon  die  kürzeste  von  allen:  also  ist  die  Voraussetzung  nicht 
möglich  ;  mithin  sind  alle  umschließenden  Linien  langer  als  AMB** 
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Der  verdienstvolle  Uebersetzer  macht  hierzu  folgende  An- 
merkung: 

„Dieser  neunte  Satz  ist  auch  dir  die  Lehre  von  den  krum- 
men Linien  wichtig.  Er  kommt  z.  B.  bei  einer  begründeten 
Ausmessung  der  Länge  krummer  Linien  zur  Anwendung.  Man 

sehe  desshalb  etc          Legendre's  scharfsinniger  Beweis  des 

Satzes  ist  sehr  merkwürdig. " 

Auch  der  Uebersetzer  hat  also  an  dem  Beweise  keinen  An- 
stoss  gefunden.  Mir  aber  scheint  dieser  Beweis  keineswegs 
stichhaltig  zu  sein,  und  da  der  Satz  selbst  als  Grundlage  der 
Lehre  von  der  Rectißcation  krummer  Linien  wichtig  genug  ist, 
der  hier  gegebene  Beweis  desselben  aber  auf  die  Autorität  von 
zwei  so  bedeutenden  Namen  hin  von  Vielen  leicht  ohne  Weiteres  als 
richtig  hingenommen  werden  wird;  so  bedarf  es,  glaube  ich,  kei- 
ner Rechtfertigung,  wenn  ich  nieine  Einwendungen  gegen  densel- 
ben hier  zu  weiterer  Prüfung  vorlege. 

„Gesetzt  also",  so  beginnt  der  Beweis,  „die  Linie  AMB 
wäre  nicht  kürzer  als  alle,  welche  sie  unigeben,  so  muss  es  un- 
ter den  letzteren  noth wendig  eine  geben,  die  kürzer  ist  als  die 
übrigen  und  zugleich  kürzer  als  AMB,  oder  höchstens  AMB 
gleich.'*  —  Ist  dem  wirklich  so?  —  Man  trenne  nur  einmal  die 
beiden  Behauptungen,  welche  hierin  liegen.  Zunächst  ist  gesagt: 
wenn  AMB  nicht  kürzer  wäre  als  alle,  welche  sie  umgeben,  so 
müsse  es  unter  den  letzteren  notbwendig  —  mindestens  —  eine 
geben,  welche  kürzer  wäre  als  sie,  oder  höchstens  ihr  gleich. 
Dagegen  ist  nichts  einzuwenden :  die  Folgerung  enthält  nicht  mehr 
als  die  Voraussetzung.  —  Sodann  ist  aber  auch  behauptet:  jene 
angenommene  Linie  müsse  zugleich  kürzer  sein,  als  die 
übrigen,  eine  kürzeste  unter  den  umschliessenden.  Ist  auch 
das  zuzugeben?  —  Wenn  die  Linie  AMB  nicht  kürzer  wäre  als 
alle,  welche  sie  umgeben,  so  konnten  diese  entweder  alle  kürzer 
sein  als  sie,  oder  unter  den  umschliessenden  konnten  erst  von 
einer  gewissen  Grenze  an  die  folgenden  kürzer  sein  als  die  um- 
schlossene. Im  einen  wie  im  andern  Falle  soll  unter  den  um- 
schliessenden notbwendig  eine  die  kürzeste  sein?  Wesshalb? 
Wesshalb  soll  nicht,  wie  in  so  vielen  anderen  Fällen,  die  Länge 
dieser  Linien  in's  Unendliche  abnehmen  können,  ohne  doch 
jemals  eine  bestimmte  Grenze  der  Kleinheit  erreichen 
zu  müssen?  Wenn  z.  B.  —  um  nur  an  einen  ähnlichen  Fall  zu 
erinnern  —  die  Coordinaten  einer  Hyperbel  in  die  Richtung  ihrer 
Asymptoten  gelegt  sind,  wer  wird  dann  behaupten  wollen,  unter 
den  Ordinaten  derselben  müsse  notbwendig  eine  die  kürzeste  sein? 
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Auf  d  iesem  Punkte  aber  beruht  der  ganze  Beweis :  weil  un- 
ter den  umschliessenden  Linien  nothwendig  eine  die  kürzeste 
sein  müsste,  unter  ihnen  aber  keine  die  kürzeste  sein  kann,  so 
muss  die  umschlossene  Linie  selbst  die  kürzeste  sein.  Kann  und 
darf  nun  aber  der  Vordersatz  nicht  zugegeben  werden,  so  fallt 
damit  auch  die  ganze  Schlussfolgerung  ober  den  Haufen. 

Täusche  ich  mich  nicht,  so  liegt  Legen dre  s  Beweise  etwa 
folgender  Gedankengang  zum  Grunde.  Zwischen  zwei  Punkten 
A  und  B  ist  die  gerade  Linie  AB  der  kürzeste  Weg  (Axiom). 
Ein  beliebiger  anderer  Zug  APQB,  der  dieselben  beiden  Punkte 
mit  einander  verbindet,  ist  länger.  Indem  man  irgend  zwei  Punkte 
desselben  durch  eine  gerade  Linie  (Sehne)  mit  einander  verbindet 
und  diese  statt  des  abgeschnittenen  Stücks  eintreten  lässt  wird 
der  Zug  verkürzt.  Man  kann  ihn  auf  diesem  Wege  der  letzten 
Grenze  aller  Verkürzung  (der  geraden  Linie  AB)  immer  näher  und 
näher  bringen.  Liegt  nun  zwischen  jenem  Zuge  APQB  und  der 
geraden  Linie  AB  ein  anderer  (ausgebogeuer,  convexer)  Zug  AMB, 
so  muss  der  umschliessende  Zug  bei  stetiger  Annäherung  an  die 
letzte  Greoze  aller  Verkürzung  diese  Zwischengrenze  AMB  not- 
wendig einmal  erreichen  und  überschreiten.  Der  umschliessende 
Zug  APQB  lässt  sich  aber  fort  und  fort  verkürzen,  ohne  darum 
aufzuhören,  die  Linie  AMB  zu  umschliessen :  es  gtebt  unter  den 
umschliessenden  keinen  kürzesten  Zug.  Folglich  muss  die  Linie 
AMB  selbst  diese  kürzeste  Grenze  sein,  welche  so  lange  nicht 
erreicht  und  überschritten  wird,  als  der  Zug  noch  ausserhalb  oder 
jenseits  derselben  bleibt.  —  Wäre  in  der  That  Legendre's 
Beweis  etwa  so  ausgedrückt,  so  träte  das  Unhaltbare  in  demsel- 
ben deutlicher  zu  Tage.  Denn  wer  sieht  nicht,  dass  die  ganze 
Schlussfolge  auf  der  Annahme  beruhen  würde,  die  Linie  AMB 
liege  auch  der  Länge  nach  zwischen  der  umschliessenden  APQB 
und  der  geraden  Linie  AB,  als  letzter  Grenze  aller  Verkürzung 
und  jene  nähere  sich  dieser  bei  stetiger  Verkürzung  immer  nur 
von  derselben  Seite  der  Zwischengrenze  AMB,  von  der  Seite  des 
Grösseren,  -  dass  mithin  stillschweigend  schon  vorausgesetzt 
wäre,  der  umschliessende  Zug  APQB  sei  länger  als  der  um- 
schlossene AMB,  gerade  das,  was  erst  bewiesen  werden  soll. 

Vielleicht  aber  zeigt  folgender  Einwurf  noch  schlagender  das 
Unhaltbare  des  Legendre'scben  Beweises. 

. .'  .A"C^gS  8etzt  LeSendr«  eine  ausgebogene  (convexe) 
Linie  AMB  voraus,  von  welcher  er  beweisen  will,  dass  sie  kür- 
zer sei  als  alle  sie  umschliessenden,  und  bestimmt  zuvor  ganz 
richtig  den  Begriff  der  Convexität.  Aber  man  setze  einmal  in 
seinem  Beweise  statt  des  convexen  Zuges  AMB  jeden  beliebigen 
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anderen,  nur  von  APQB  umschlossenen,  z.  ß.  AmB,  und  der 
ganze  tieweis  lässt  sich  Wort  für  Wort  auch  auf  diesen  anwen- 
den. Es  ist  noch  ebensowohl  zu  behaupten:  wenn  die  Linie  AmB 
nicht  kärger  wäre,  als  alle»  welche  sie  umgeben,  so  müsse  es 
unter  den  letzteren  nothwendig  eine  geben,  die  kürzer  wäre  als 
die  übrigen  und  zugleich  kürzer  als  AmB  oder  höchstens  ihr 
gleich;  ACDEB. sei  diese  kürzeste,  umschliessende  Linie  u.  s.  f.; 
weil  nun  APQB  noch  kürzer  sei,  so  sei  die  Voraussetzung  nicht 
möglich,  mithin  seien  alle  umschliessenden  Linien,  wie  ACDEB 
und  APQB,  länger  als  die  umschlossene  AmB.  Wer  wird  da« 
zugestehen?  —  Ich  wenigstens  finde  nicht,  dass  in  Legendre's 
Beweise  von  der  Voraussetzung,  die  umschlossene  Linie  AMB 
müsse  eine  ausgebogene  (convexe)  sein,  bei  den  weiteren 
Schlüssen  irgend  Notiz  genommen,  oder  dass  aus  derselben  irgend 
Etwas  gefolgert  sei,  was  die  weiteren  Schlüsse  gerade  nur  auf 
solche  convexe  Züge  beschränkte  und  die  Anwendung  derselben 
auf  jeden  beliebigen  anderen  umschlossenen  Zug  (wie^wß)  verböte. 

Meiner  Meinung  nach  ist  also  der  in  Rede  stehende  Satz 
durch  Legendre's  Beweis  nicht,  und  überhaupt  noch  nicht  be- 
wiesen, ja  ich  glaube,  er  lässt  sich  schwerlich  im  eigentlichen 
strengen  Sinne  beweisen,  und  begnüge  mich,  beim  Unterrichte,  — 
wenn  ich  auch  das  noch  hinzufügen  darf,  —  die  Ueberzeu  ung  ven 
seiner  Richtigkeit  etw  a  auf  folgende  Art  noch  mehr  zu  begründen. 

Mao  verbinde  (Taf.  I.  Fig.  2.)  zwei  Punkte  A  und  B  durch 
einen  coovexen  gebrochenen  Zug,  z.  B.  ACDEB y  und  ausser- 
dem durch  einen  beliebigen  anderen,  welcher  diesen  umschliesst, 
z.  B.  APQB,  Die  Convexität  eines  Zuges  ist  dadurch  bedingt, 
dass  man  sich  beim  Durchlaufen  desselben  von  einem  Ende  bis 
zum  anderen  immer  nur  nach  derselben  Seite,  niemals  rückwärts, 
zu  drehen  hat.  Wird  nun  jede  Seite  des  erstgenannten  Zuges 
über  die  Ecke  hinaus,  an  welcher  man  sich  beim  Durchlaufen 
desselben  in  die  Richtung  der  anstossenden  Seite  zu  drehen  bat, 
in  ihrer  eigenen  Richtung  bis  zum  Zusammentreffen  mit  dem  um- 
scbliessenden  Zuge  fortgesetzt,  also  AC  bis  x,  CD  bis  //,  u.  s.  f.; 
so  erhält  man  nach  dem  bekannten  Axiome,  dass  die  gerade  Linie 
der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten  ist, 

AC+  Cx<,APx, 
CD+By<Cx+xQy, 
DE  +  Ez  <Dy  +#t, 
EB        <Ez  f  zB, 

folglich   AC+  CD+D  +  EB+Cx+Dy+Ez<APx+rQy+yz+zB 

+  Cx  +  Dy  +  Ezt 
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und  räch  Aufhebung  der  gleichen  Grossen  auf  beiden  Seiten 

ACDEB  <  APQB. 

Dasselbe  lässt  sich  augenscheinlich  von  jedem  gebrochenen 
convexen  Zuge,  aus  wie  vielen  einzelnen  geraden  Linien  er  auch 
zusammengesetzt  sein  mag,  und  einem  beliebigen,  ihn  umschlies- 
senden  Zuge  beweisen.  Setzt  man  nun  statt  des  umschlossenen 
gebrochenen  einen  gekrümmten  convexen  Zug,  nie  AMB,  und 
denkt  sich  in  denselben  einen  gebrochenen  Zug  eingeschrieben, 
so  lässt  sich  die  Länge  des  letzteren  durch  beständige  Vermeh- 
rung seiner  Seiten  der  Länge  des  gekrümmten  Zuges  in's  Un- 
endliche näher  bringen,  ohne  dieselbe  jedoch  jemals  erreichen 
oder  überschreiten  zu  können.  Und  dann  wird  der  Schluss  er- 
laubt sein:  was  ohne  Einschränkung  von  allen  Werthen  gilt,  die 
sich  einer  gegebenen  Grenze  ins  Unendliche  nähern,  das  muss 
auch  für  diese  Grenze  selbst  gelten.  —  Freilich  macht  dieser 
Schluss  einen  Sprung,  im  Uebertragen  dessen,  was  von  unsteti- 
gen Grössen  gilt,  auf  stetige.  Ein  ähnlicher  Sprung  ist  indessen 
bekanntlich  bei  vielen  raathematischen  Bestimmungen  gar  nicht 
zu  vermeiden. 

Schliesslich  will  ich  noch  bemerken,  dass  meiner  Meinung 
nach  die  vorstehenden  Einwurfe  mit  den  entsprechenden  Abände- 
rungen auch  gegen  den  Beweis  zu  erheben  sind,  welchen  L e - 
gendre  im  VIII.  Buche  seiner  Geometrie  (Lehrsatz  II., 
Seite  214.  ff.  der  oben  citirten  Ue bers etzung)  von  dem 
entsprechenden  Satze  aus  der  Flächenbestimmung  aufstellt,  dass 
nämlich  „jede  convexe  Fläche  kleiner  ist  als  eine  beliebige  andere 
sie  umschliessende  Fläche  von  dem  nämlichen  Umfange."  Denn 
Legen dre's  Beweisführung  für  diesen  Satz  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe,  wie  für  den  hier  besprochenen  Satz. 
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ni. 

Allgemeiner,  leicht  elementar  zu  beweisender  Satz  von 
der  Rectification  und  Quadratur  der  Curven. 

Elementare  Rectification  der  Parabel. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  einer  an  Franz  Schooten,  der  bekanntlich  Professor  in 
Leyden  war,  gerichteten  Epistola  de  tran srautatione  cur- 
varum  linearum  in  rectas.  Dat.  Salmurii,  die  13  Janu- 
arii  A°.  1659,  welche  in  Renati  Descartes  Georoetria. 
Franc ofurti  ad  Moenum  1695.  p.  517.  abgedruckt  ist,  hat 
van  Heuraet*)  einen  allgemeinen  Satz  von  den  Curven  bewie- 
sen, den  ich  in  mehreren  Beziehungen  für  wichtig  und  merkwür- 
dig halte.  Im  mathematischen  Wörter  buche.  Thl.  IV. 
S.  233.  thut  Mo  II  weide  dieses  im  Allgemeinen  wohl  nur  wenig 
bekannten  Satzes  allerdings  Erwähnung,  scheint  mir  aber  dessen 
Bedeutung  nicht  eigentlich  erkannt  zu  haben,  wie  ich  schon  da- 
raus 6chliessen  zu  dürfen  glaube,  dass  Mollweide  den  Satz 
mittelst  der  Differentialrechnung  sehr  kurz  beweiset,  indem  mir 
vielmehr  die  Bedeutung  dieses  Satzes  für  manche  Untersuchun- 
gen darin  zu  liegen  scheint,  dass  er  sich  sehr  leicht  ganz  elemen- 
tar beweisen  lässt.  Ich  werde  nun  den  Satz  zuerst  aussprechen, 
und  dann  einen  ganz  elementaren  Beweis  für  ihn  geben,  worauf 
leb  vermittelst  dieses  Satzes  die  Parabel  auf  ganz  elementarem 

*)  So  ist  der  Name  am  so  eben  angegebenen  Orte  geschrieben. 
Hollweide  im  mathematischen  W ür terbnehe  (s.  nachher)  schreibt 
Herraet.  Die  erstete  Schreibart  haben  auch  Lacroix  und  Klügel 
(niathem.  Wörterb.  Thl  III.  S.  725.)  beibehalten.  Freilich  weis« 
man,  dass  in  alten  lateinischen  Schriften  u  und  r  oft  verwechselt  werden. 
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Wege  rectificiren  werde,  was  aber  jetzt  nur  dadurch  möglich  ge- 
macht ist,  weil  ich  in  einem  früheren  Aufsätze  (Tbl.  XXV.  Nr.  V.) 
eine  ganz  elementare  Quadratur  der  Hyperbel  gegeben  habe,  die 
früher  bekanntlich  nur  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  möglich 
war.  Diese  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyper- 
bel, mit  Einschluss  der  ganz  elementaren  Theorie  der  Logarith- 
men, und  die  nun  von  mir  gefundene,  gleichfalls  ganz  elementare 
Rectification  der  Parabel  werden,  so  hoffe  ich,  wesentlich  zur 
Förderung  des  Vortrags  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und 
des  Unterrichts  in  diesem  so  ungemein  wichtigen  und  interessan- 
ten Theile  der  Mathematik  beitragen.  Deshalb,  und  zugleich  noch 
aus  anderen  Gründen,  glaube  ich  auch,  dass  der  Satz  von  van 
Heuraet  in  die  Elemente  der  Mathematik  aufgenommen  werden 
muss,  indem  er  mir  überhaupt  mancher  nichtigen  und  interessan- 
ten Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  wie  ich  am  Schluss  die- 
ses, wenn  auch  durchaus  eigentlich  nur  der  elementaren  Rectifi- 
cation der  Parabel  mit  Hülfe  der  von  mir  früher  gefundenen 
elementaren  Quadratur  der  Hyperbel  gewidmeten  Aufsatzes,  noch 
an  einem,  schoo  von  van  Heuraet  selbst  gebrauchten  Beispiele 
zeigen  werde,  zugleich  aber  die  Leser  des  Archivs  auffordere, 
ihre  Aufmerksamkeit  der  weiteren  Anwendung  dieses  Satzes  zu 
widmen. 


Satz  von  van  Heuraet« 

In  Taf.  I.  Fig.  3  seien  A'F'  und  ^i^i  zwei  ganz  belie- 
bige Curven,  und  AF  sei  eine  beliebige  gerade  Linie, 
auf  welcher  AAX  und  FFX  senkrecht  stehen.  Wenn  dann 
X  eine  beliebige  gerade  Linie  von  bestimmter  Länge 
bezeichnet,  und  für  Jeden  Punkt  P*  der  Curve  A'F', 
in  welchem  die  bis  zur  Linie  AF  verlängerte  Normale 
der  Curve  die  Linie  P'N  ist,  die  Proportion 

PP':P'N—X:PPl 

oder  die  Gleichung 

PP.PPl  =  X.P/Nt 

wo  PPi  auf  AF  senkrecht  steht;  Statt  findet,  so  ist 
die  Fläche  AAXFFX  gleich  dem  Rechtecke  unter  der 
Linie  X  und  einer  der  Curve  A'F  gleichen  geraden 
Linie,  oder  es  ist: 

AAtFFl=X  A'F'. 

Th.il  XXVI.  4 
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Beweis. 

I.  In  Taf.  I.  Fig.  4.  stehe  auch  QQX  auf  AF  senkrecht.  Denkt 
man  sich  nnn  darch  den  Punkt  Pß  die  Berührende  Pp'  an  die 
Curve  A'F'  gezogen  und  his  zur  Linie  QQX  verlfingert,  so  sind, 
wenn  man  noch  durch  P  und  Px  mit  AF  die  Parallelen  P<j  und 
PiQi  zieht,  die  Dreiecke  PPN  und  Pp'q'  offenbar  einander 
ähnlich,  also 

PP.PNzz  Pq'  :Pp'  =  PQi  Pp\ 

folglich 

PP.Pp'  =  PQ.PN. 
Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

PP.PPl=X.P'N, 
also,  wenn  man  in  diese  Gleichung  mit  der  vorhergebenden  dividirt: 

PPX  X 

Vy  =  pq' 

folglich 

PPx.PQ  =  k.Pp', 

oder 

PPxQqx=k.Pp'. 

II.  In  Taf.  I.  Fig.  5.  theile  man  nun  die  Linie  AF  in  eine  be- 
liebige Anzahl  gleicher  Theile  AB,  BC,  CD,  DE,  EF,  und 
errichte  durch  alle  Theilpunkte  Perpendikel  auf  AF,  welche  die 
beiden  Curven  in  den  Punkten  A' ,  B',  C,  D',  E\  F  und  Alt  Blt 
Ci,  Dx,  EXf  Fx  schneiden.  Durch  die  Punkte  A',  B',  C,  /)', 
E',  F'  denke  man  sich  an  die  Curve,  in  der  diese  Punkte  liegen, 
Berührende  gelegt,  und  verlängere  diese  Berührenden,  bis  sie 
sich  in  den  Punkten  a',  h',  c',  d',  e'  schneiden,  durch  welche 
Durchschnittspunkte  man  dann  lauter  auf  AF  senkrecht  stehende 
Linien  legt,  wie  die  Figur  zeigt.  Endlich  lege  man  durch  Ax ,  Bl, 
Ci,  Dx,  Ex,  Fx  Parallelen  mit  AF,  welche  jene  Senkrechten  in 
den  Punkten  ax,  ßx,  bx,  yx,  cx,  Sx,  dXy  tl9  ex$  &  scbneideo.  Daon 
hat  man  nach  I.  die  folgenden  Gleichungen  t 

AAxaax  =  X.A'a' , 

BBxaßx^k.B'a', 

BBxbbx=k.B'b', 
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CC\bYl  =  A.C'6', 
CCxccx  =z\.C'c't 
DDxcöx  =  i.DV, 

EExdtx  =k.E'd\ 

EExeex  =sl.E'e', 

FFxetx    =  it.FV; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt: 

AAxaa%  +  aßxbbx  -f-  byxccx  +  cdxddx  +  dtxeex  \  FFte^ 

=  A .  (A'a'  +  a'V  +  b'c' \c'd*  +  d'e'  +  e'F'). 

Läset  man  nun  die  Anzahl  der  gleichen  Theile,  in  welche  man 
die  Linie  AF  getheilt  hat,  in«  Unendliche  wachsen,  so  nähert 
sich  die  Summe  • 

AAxaax  +  aßxbbx  +byxccx  +  ed^cte,  +  dsxeex  +  FFxeU 

dem  Curvenstü'ck  AAXFFX  als  Graoze,  und  die  Summe 

A'a'  +a'b'+b'c'  +  €>d'  +  d'e'  +  e'F' 

nähert  sich  dem  Curvenbogen  A'F'  als  Gränze;  also  ist,  wenn 
man  in  der  obigen  Gleichung  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheits- 
zeichens zu  den  Gränzen  fibergeht: 

AAxFFx=X.A'F't 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Elementare  Rectifleatlon  der  apollonlscben  Parabel. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  vorher  betrachtete  Linie 
A'F',  d.  h.  in  Taf.  I.  Fig  6.  die  Linie  AF' ,  eine  gewöhnliche  oder 
apolloniscbe  Parabel  mit  dem  Scheitel  A  und  der  Axe  AB  sei, 
und  dass  die  Linie  AF  in  A  auf  der  Axe  AB  senkrecht  stehe. 
Ist  dann  P1  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Parabel  und  Px  der 
diesem  Punkte  der  Parabel  entsprechende  Punkt  der  Linie  AiFx, 
so  findet  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

PP'.PPX=X.P'N 

Statt,  woraus 

4- 
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PN 

PPl=AQl=k.£ß 


folgt   Nun  ist  aber 


PN  PS  /PNy  PS* 
PP~~SQ"    \PPj  —  SQ'*; 


also 


/PNy 
\pp)  - 


SQ'*      —  SQ'* 


und  weil  /"AT  oder  /»£  die  Normale  der  Parabel  4F'  in  dem 
Punkte  P,  also  SQ'  die  diesem  Punkte  entsprechende  Subnor- 
male ist,  so  ist,  wenn  wir  den  Parameter  der  Parabel  AF'  durch 
p  bezeichnen,  nach  einem  bekannten  Elementar  -  Satze  von  der 
Parabel  50*  =  %/?,  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

/PNy  _  W+PtQf.  ,  fPiQiY 
\PPJ  -      ipa      "V  +  V  ip  ) 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 

PN 
PP 

also 


~~t  *  \pp)  -\rr)  ' 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Curve  eine  Hyperbel  mit 

dem  (Mittelpunkte  A  und  der  Axe  AB  ist;  die  beiden  Haibaxen 
dieser  Hyperbel  sind  X  und  ±p;  und  da  nun  nach  dem  Satze  von 
van  Heuraet 

AA  PP 

AAlPPl  =  k.AP \  also  AP=^~-1 

ist,  so  wird  man  den  parabolischen  Bogen  AP  bestimmen,  folg- 
lich die  Parabel  rectificiren  können,  wenn  man  den  Flächeninhalt 
des  hyperbolischen  Stücks  AAXPPX  zu  ermitteln  im  Stande  ist. 

Nun  habe  ich  in  dem  Aufsätze  Uli.  XXV.  Nr.  V.  S.  97.  auf 
ganz  elementarem  Wege  gezeigt,  dass 

AxPxQi  =  VAQx:PxQx-\lp\*w*i(^  +  fiÄ) 

ist;  also  ist 
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A  Ax  PPX  =  APPX  Qx  -AxPxQx=:AQy.  Px  Q,  -  Ax  Px  Qx 
=  IAQX.PXQX  +  IXP  lognat  (4&  +  ^?). 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

also,  wenn  man 

AQ'  =  x,    P'Q'  =  PxQx=y 

setzt: 

AAtPPl=m9\[ I  +(£)i  +  ip.ogn,t(^  +  V  !+.({)> 
oder 

folglich  nach  dem  Obigen: 

wodurch  also  die  Parabel  im  Allgemeinen,  und  auf  ganz  elemen- 
tarem Wege,  rectiticirt  ist. 

Setzt  man  />  =  4«,  y*=z4ax,  so  erhält  man  leicht: 

» 

AT  =  V^Tf* )+alognat 

und  bezeichnet  man  den  dem  Punkte  Pt  entsprechenden  Vector 
durch  t>,  so  ist  bekannt  v=z\p-{-  x=a+a:,  also 

AP>  =  VS  +  a  lognat 

welches  der  einfachste  Ausdruck  für  den  parabolischen  Bogen 
-41*  sein  dürfte. 


Bectlficatlon  der  15 eil' sehen  Parabel. 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  sich  mittelst  des  Satzes  von 
ran  Heuraet  die  Neü'scbe  Parabel  rectificiren  lasst,  werde 
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aber  dabei  der  Kürze  wegen  den  Ausdruck  der  Subnormale  für 
jetzt  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  Differentialrechnung 
suchen,  jedoch  am  Ende  dieses  Aufsatzes  noch  zeigen,  wie  man 
zu  diesem  Ausdrucke  auch  durch  ganz  elementare  Betrachtungen 
gelangen  kann. 

fn  Taf.I.Fig.7.  sei  die  Curve  AF'  eine  Neilsche  oder  cu- 
bische  Parabel,  so  dass,  wenn  man  APz=xt  PP'=zy  setzt, 

f*=  « 

ist.   Die  Subnormale  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P  ist 

™     dx  2a 

Ist  nun  ferner  Px  der  dem  Punkte  P1  in  der  Curve  AF'  ent- 
sprechende Punkt  der  Curve  AXFX,  so  ist  bekanntlich 

PP'.PPt^X.PN  oder  PPx  =  X.j^p. 

und  folglich 

PPX*  3=  A* .         =  Aa .  —  j^Jt^  = Aa  j 1  -f  (ppj)  j* 

Nach  dem  Obigen  ist  nun 

/PNy     9x*   1      9x*   a__9  x 

also 

und  folglich,  wenn  man  die  willkührliche  Linie  A—  \a  setzt: 
PP,»  =  ia(o:+  Ja)  =  Ja^a-MP). 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Curve  AXFX  eine  gewöhnliche  oder 

1 

apollonischc  Parabel  ist,  deren  Parameter  ga;  deren  Scheitel, 
4 

wenn  AS=Zqü  ist,  der  Punkt  S;  und  deren  Axe  die  Linie  SFist. 

Nach  dem  Satze  von  van  Heuräet  ist 

ADt    AAXPPX  3AAXPPX 
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und  oacb  der  Quadratur  der  apollonischen  Parabel,  die  eich  be- 
kanntlich sehr  leicht  auf  elementarem  Wege  ausfähren  lässt,  ist 

A Ax PPX  =  | (SP. PPX  -SA.AAX). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

4.  A  Qjf 


und 


SA  =         AAX  =^^a»=s  Ja; 


9x 


also 


SP.  PPx  =  ±arf(\ 8A.AAx~a*; 
folglich  nach  dem  Obigen: 

also: 

wodurch  die  Neil'sche  Parabel  rectificirt  ist. 

Will  man  den  Ausdruck  für  die  Subnormale  der  Neil' sehen 
Parabel  auf  elementarem  Wege  entwickeln,  so  kann  man  auf  folgende 
Art  verfahren.  Man  lasse  sich  x  um  Ax  verändern,  und  nehme  an, 
dass  dann  y  sich  um  Ay  verändere;  dann  ist,  wenn  jr,  n  die 
veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen. 


oder 


die  Gleichung  der  durch  die,  durch  die  Coordinaten  x,  y  und 
x+Jx,  y\Ay  bestimmten  Punkte  gehenden  Geraden.    Also  ist 
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V—y= Lim  jx(*  —  x)> 

unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nähert,  die  Glei- 
chung der  Berührenden  der  Neil'scben  Parabel  im  Punkte  (xy) 
Es  ist  aber 

(x  4-  Ax)* 
(1  +  ^*=        a  ? 

also 

y*+2yJy  +  Jy*=w  +  — —  +  +  — , 


x* 


und  folglich,  wenn  man  ya  =  —  auf  beiden  Seiten  aufhebt,  und 
dann  auf  beiden  Seiten  durch  2yJx  dividirt: 

Jx  +  Vy'  Jx  y-Zay  +  lay^  +  Zay  * 

also,  wenn  man  ^a:  sich  der  Null  nähern  lässt,  und  zu  den  Grän- 
zea  übergeht: 

Lim  ^2L  

Ax      lay ' 

Folglich  ist 

die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte  (xy).    Offenbar  ist 

<lay 


3*2 

Subtangx^— =  y 


also 


Subtang  =  . 


Ferner  ist  offenbar 

Subtang :  y  —  y :  Subnorm , 


also 


2ay* 

3;r2":y=y:  Subnorm, 


folglich 

'6x2 

Subnorm  —  > 

ganz  eben  so,  wie  oben  mittelst  der  Differentialrechnung  gefun- 
den worden  ist. 


- 
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Auf  diese  Weise* kann  also  aucb  die  Neil' sehe  Parabel  auf 
ganz  elementarem  Wege  rectificirt  betrachtet  werden,  was  jedoch 
jetzt  weniger  als  die  Rectification  der  gewöhnlichen  Parabel  auf 
elementarem  Wege  mit  Hülfe  der  von  mir  gefundenen  elementa- 
ren Quadratur  der  Hyperbel  mein  Zweck  war. 


IV. 

Integration  der  Differentialgleichung 

*•/<»>  —  y  =  0. 
Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Privatdoeenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  so  Wien. 


Die  Gleichung  xy' —  y  =  0  läset  sich  sehr  leicht  integriren; 
es  ist  nämlich  y=Cr,  wie  man  sich  augenblicklich  überzeugen 
kann.   Schwieriger  ist  schon  die  Gleichung 

(1)  xy"-y  =  0 

zu  integriren.  Schlägt  man  den  gewöhnlichen  Weg  ein,  um  das 
Integral  in  Reihenform  zu  erhalten,  so  findet  man  für  y  folgenden 
Werth: 

a?_      x*_  x*_ 
y- c'(*+l!  21  +  213!  +  3!  4!  +  -)f 

unter  C  eine  wiltküh  Hiebe  Constante  verstanden.  Diese  Reihe  ist 
für  jeden  Werth  von  x  convergent  und  genügt  auch  der  Diffe- 
rentialgleichung (1),  denn  man  hat: 
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n  X         X*  X9 

y  ~  M,  +  l!l!  +  ^  +  3!4!+  •••)» 

und  folglich  xy"  =y-  aber  sie  enthält  bloss  eine  vvillkührliche 
Constante,  ist  somit  nicht  das  vollständige  Integral  der  Gleichung(l). 
sondern  bloss  ein  particuläres  Integral. 

Euler  verfährt  nun  auf  folgende  Weise,  um  das  vollständige 
Integral  zu  finden,  er  setzt: 

y—p\q\^%xt 
dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  über  in: 

(  V  -p  +  29'  - 1)  +  {xq»- q)  log  x = 0  • 
Nun  nimmt  er 

g9  ^4 

*  =       +  1!2!  +  2!3!  +3!4!  +  "  } 
an,  dadurch  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in: 

und  liefert  für  p  folgenden  Ausdruck: 

At  ,      ,    vjB/1    ifl     Ux*    70x*  404x* 

p_^^+]!2!+2!3!-t3!4!+. .)  \BV    vm  -  mm  -3!4!4!-  4jg]5|  - 

Man  hat  daher  für  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Dif- 
ferentialgleichung : 


X*        X9  X* 

V=  T!2!  +  2!3!  +  3!4f  +  -  "> 

X9        X*  X* 

+  ß{(x  +      +  2!3i  +  314! +  ,oga? 

ii  14*8  ,70jr*  404*« 

+  1 U12I2I +  2I3f3I  +  3!4I4f +  ilöTöT  + 

wo  die  in  der  letzten  Reihe  vorkommenden  Zahlen  3,  14,  70,  404,. _ 
auf  folgende  Weise  zusammenhängen: 
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14  =  3.    3  +  5.1!  . 
70  =  4.  14+  7.2! 
404  =  5  .  70  +  9.3! 
2688  =  6.404+11.4! 


Ich  will  nun  das  von  Etil  er  90  gefundene  Integral  anders 
darstellen  und  schreibe  es  vorerst  so  auf: 

x2      x9  x* 
(2)   y  =  A  (x  +  ||2j  +  ggj  +       +  ....) 

X2         X*  X* 

+  B[l  +  (x+  m  +2S!  +  3j4!f—)log*] 

+ m   +  S>  +6 + 3) + 6 + D  +  (I + ä>  +  •  j  • 

Die  mit  A  multiplicirte  Reihe  genügt  der  Gleichung  (1),  wie  wir 
bereits  gesehen  haben;  versuchen  wir  nun,  ob  auch  der  mit  B 
multiplicirte  Ausdruck  genügt.   Setzen  wir  denselben  =ylt  so  ist: 

X2      x9  x^ 
=  1  +  (x  +      +  213]  +  3j4j  +....)  log  x 

-  \  fio  4 +m^4 +6+S)i+&<i+ä>+6+J)+6+9j 
+ÄK|+i+S+J)+6+ö+6+ö1+~i- 

ferner 

<|r2 

tt'=l  +(1  +x  +2jä  +  j^j  +  m  +....)  log  jt 

.  +OT.i<l+ä)+G+l)+G+l)+i]+  } 
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und 

5+  o + m + lb + m + ab  +  •  •),og;r 

+ÄK1+S>+(i+ö+(S+ä)i+-l8 

folglich  ist  wirklich  j:y1flr  =  y, ;  es  ist  daher  der  mit  zwei  will- 
kfihrlichen  Constanten  A  und  B  versehene  Ausdruck  (2)  das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  (1).  Benutzen  wir  nun  die  beiden 
Formeln : 

111  1  II/*1  o»  —  1 

O 

2+3+4+  •+z=2+z=i=J  ~z=rdu' 

o 

so  hat  man  durch  Addition  derselben: 

a+H^O+C^Ö+'-^+^+^+i) 

)  («,t-3 
u-1 


o 


Es  Ifisst  sich  demnach  der  mit  —  B  multiplicirte  Ausdruck  der 
Gleichung  (2)  auch  so  schreiben: 

ri  (u-n)(«-i) ,    *»  /»*  (ti-n) («»-i) 
miy     «~i   du+mJ  — jt=t — dM 


+ 


«•    /•«  (*+l)(*'-l) 
314!,/  u-1  ««+•-. 


und  bringt  man  nun  Alles  unter  ein  Integralzeichen,  so  bat  man: 

i  a*(u»-l)  j 

J     ü^I  I     il2!     +     2i5!     +     3!4!  ~\ 
o 

Es  ist  somit  das  Integral  unserer  Differentialgleichung: 
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(3)  y=^(^  +  Jf2!  +  2!3!  +  3!4!  +  ",*) 

+  Äjl  +  (^  +  ^  +  |^|  +  |Jj  +  ....)log* 

/i  «  + 1  r  1) ,  1) ,  **(«»-!) .    -1  .  J 

Z=T  L    112!    +     2!3f     "*     5Ü!~ +* "  J'IM( 


Nennt  man  der  Kürze  halber: 

x*     x*  x* 
^  +  1!2!    2l3!    3!4t        =  ^*) 


so  ist: 


^r*w     ^"w^    ^t*m8  1 
*+Jl2!+  2f3!+  3!4!  +'  •••  =  ;*■<«*>' 


und  folglich: 


.t2(m— 1)  L  g8(«»-l)  A  o^m8-!)  ^      _  pa(ttg)— tty»(;r) 


2!3!      +     3!4!     +  = 


wodurch  die  Gleichung  (3)  sich  so  schreiben  Ifisst: 

0 

was  das  gesuchte  Integral  in  sehr  einfacher  Form  ist. 
Wenden  wir  für  die  Gleichung 

dasselbe  Verfahren  an,  so  findet  man: 

*=i<<*+f  •  3!  +  O '  5?  +  HO  7!  +  070  9!  +  "") 

Ar2     1   a:4       l  ,r8        1  a:8 
+  B  V  2T  f  2  *  4T  +  O  ÜT  +  2TO  81  + ' ' ' •> 

(      /x*    1  x4      1  x6       \  xB 

^o«(G+WKa+i+J)+ß^ö)+-]|- 
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Nun  ist: 

/l  ,1, 1  ,      1  \  ,  /l    1    1         1  \ 

=  U+  4  +  6  +  •  +  W  +  U  +  5  +  7  +  +  2^+V 
+  (*  +  rJ  +  rJ  +  '+l£&)~f  "i^=T 


/»»  „tn+a_„»  />1  „».+  3— u» 

o  o 


(«H«a-ft«)  (^w~l)  . 

 dut 


folglich  ist  die  letzte  in  y  vorkommende  unendliche  Reihe  gleich 

l  x*  px  ("B  +  tt2  +  «)("*— 1),    ,    1             («»+«■+«)(«•- 1) - 
T~i\J   u*=l  dll  +  2A6>J   Ü^T  <*« 

+  2.4.6'8!t/  «•+-••. 

und  bringt  man  Alle»  unter  ein  Integralzeichen,  «o  erhält  man 

hiefür: 

/*  u*+uHu  >  1   g*(tt«-l).  1  g°(q4— 1)      1  ( 
|2*      4!  Sf     +2.4.6     81  +»| 

■ 

Es  ist  somit: 

l   x*      1  x*       \    x7         1  ar» 

y  =  A  (x  f  T  •  3f  +  0  gj  +  173^  7j  +  ^  ^  g|  +  .) 

(x*     1    x*      1   #6        1  *t8 
21  +  2  *  4!  +  0  6!  +  2XB  8!  +  "  \ 

!/x^     1    »e4      1    x*        1  jt* 


-/ 


^n—b* — 4» —  +  ir~ 


M 


,     1     x*(u*-~l)  .      -1  ,  1 
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Wendet  man  die  Formel 

1  1  Px 

1.3.5.7....(2m+l)==:2^!v/  <,-"a)wrf« 

an  und  setzt  der  Kürze  halber: 

x*  ar8  a:8 

^  +  ^lÜ!  +  ^«  +  ^«  +  ',,==9,8(:r)' 

ao  kann  man  y  auch  so  schreiben: 

L  3!  +    2.1!5!   +  2«.  2!  7!   +   28.ä!9!  +"  J  ^ 
+  B<Ps(x)  +  C 1 1  +  ?3(*)  iogar  — y       aa_  i~  •  ~  a« I. 

o 

und  dies«  ist  das  gesuchte  Integral. 

Für  die  Gleichung  a#(n>  — #  =  0  hat  man: 

y-^+4f  +f  7j  +4V71Ö!  +  4.7.1Ö  13f  +  ' m) 

*.r{^  +  1^+  1  ?-84-  1  *"  t  1  3:14  i  ^ 
+  ^2!  +  2'5!  +  2.5'  8!  +2:ö.81J!  +  2.5.8.1114!  +*  ') 

(xz      1    X6        1  1       #w  1  ar18  \ 

+  CV3!  +  3'6!  +  376*  91  +  3TO'l2f  +  3.6.9. 12  *  iöT  +  '"7 
J       /ar8  1   a:8    1    x9      1      a:12       1      a:18  \ 

+ />  j  i  +  •  g[  +0  •  •  i2r+ar5äT2f5T+-  V'0** 
-[rl'6+j44)+olTÖ+l"+5-4)^+r,4+9) 

+  (9  +  H)+n+ß))+ •••]! 

Macht  man  nun  von  folgenden  Formeln  Gebraaek: 
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6  +  \  + 1 +£)  +  ft+W+ff)  +    +  (^+^Fl+3^2+3^3) 

-(ff"1"*4"**  +s^)4(l+f+iö  +  -  -  +  3^fl) 
_iVL  . !  .  1 ,   .  !  ,  i        i  \ 

+  Vö  +8  +  ll+""+a»W+U+9  +12+  •+3W+3,/ 

o  o  o 

V       n>-l-du=J   ^ITl  r~du, 

0  0 

1  1  Pl 

4.7.10....(3^+1)  =  3=Tm!  J  t1-"3)"^«, 

1  1  z*1 

2.5.8....(3ro+2)  ~  frTml  J      m(1  ~  u*)mdu> 
und  setzt  der  Kürze  halber: 

31  +  Oö1  +3T2!¥!+38.3!12!  +  3474!15!  + -—^O*)  ? 

eo  lässt  sich  das  Integral  der  Gleichung  ay<") — y=0  auch  so 
schreiben : 

a>  ^  r 1  r*4 x *yq-"8) ,  ^io(i-«3)g  .  *is(i-«»)» .  -] , . 

y  =  A\x+J     LJi +-3.1171  +  3V2UÖ!  +  3».3!13!  +*  "Jaui 
+^{^+/    "L5I+  3.1!8!  1  3».2!llf+  3^!Ur+"Jrf"* 

+  D{1  +  94(^)I^-/  — ^nri  n 

Endlich  hat  man  fÖr  das  Integral  der  Gleichung  ary(*) — #  =  ü 
folgenden  Ausdruck: 
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(4)  y^C^x+J  +      |} w (tiw_1)f  +  (n _ ,}2. u 2j» 

° 

+  (jt  — 1>».3I<4«— J^* 
+  C»|  2!  +y  +  1)!    («  -  1)  1!  (2m)! 

+  (n  - 1)* .  2!  (3w— I)! +  (»  - 1)8.3!  (4»  -2)! +  * '  *  *  J  du  1 

r  >*8J-  C  1    af  Jg"ta     a?"*1  (1  —  Mtt~1)   g8«  (1  - 
+  t,  {  3!+y     u       +fc2)!  +(w_1}  1!(2W+1)!+(W_1)2.2! (3n"j! 

o 

^(h— l)8.3!(4n-l)I  +  J«"l 
+   

+  G-» I  (^T2)!  +  /     tt""8 L(2^=3)I +  («-l).l!(£^4j! 

"*■(»- l)*.2!(4»-5)!'t" (n-l)3.3! (5»-6)l  J0"* 
+  G.-i<p»(x) 

+C{H<p«(*)log:r-7  M„-a_-i  ~         u  W 

0 

unter  <p%{x)  folgende  unendliche  Reihe  verstanden: 


^.2n-2  ^8it-8 


—  („  _ 1)!  +  (n - 1)]!(2«-2)!  +  (n  -  !)».2!(3w -3)1 
+  («-l)».3!(4w^4)l  +  -- 


Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  alle  hier  auftretenden  un* 
endlichen  Reihen  sich  sehr  leicht  summtren  lassen,  falls  sich  nur 
eioe  von  ihnen,  etwa  die  folgende: 

Theil  XXVI.  6 
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(2n-3)l +  (»— l).lf(3n— 4)1 +  (n— l)*.2!(4it— 5)1 + 

suramiren  lässt;  diese  aber  kann  man  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrücken,  und  zwar  mittelst  einer  von  Parseval  gelehrten 
Methode,  nach  welcher  man  die  Summe  der  Reihe 

AqBo  +  A&  +  A%B%  +  ASB3  +  .... 

durch  bestimmte  Integrale  anzugeben  vermag,  falls  die  Summen  der 
folgenden  zwei  Reihen  bekannt  sind: 

AQ  + AXZ  +  A&*  +  /lsZ*  + 

*o  +  f  +  z*    % 

^ 

Bezeichnen  wir  die  erste  derselben  durch  ?>(:),  die  zweite  durch 
^(z),  so  hat  man: 

tfz) . y(z)  =  A0B0  +         +  A*B2  +  4,Ba       +  S[az*»]  +  Ä, 

wo  unter  S[azm]  alle  jene  Glieder  des  Produktes  cp(z).i//(z)  ver- 
standen sind,  welche  z  in  positiver  Potenz,  und  unter  Sx  j^T) 

jene  Glieder  desselben  Produktes,  welche  z  in  negativer  Potenz 
enthalten. 

Macht  man  nun  successive  die  beiden  Substitutionen: 

i  =  cos  £o  +  V^— lsin  co,    i  =  cos  co  — V  —  Isinto; 

so  erbalt  man: 

»  ■ 

<p (cos co  +  V"  — lsin o>).^ (cos o)  -+  V~—  Isinco) 

=  AqBq-\-  Ai  Bi  -f-^2Z?2"f*^3^3  +  •••• 

+  S[a(cogroco  +  V*^  sin  mco)]  +  S,  [/3(cosm©  —  V^Tsinwco)]. 

cjp(coscö  —  V  -*lsinQ>).^(coscü  —  lsinco) 
=  A0B0+AlBl+A2B2  +  AiBa+  .... 

-f  S[a  (cos  mco  -  V^l  «in  wco)]  +  Ä,  [ß  (cos  m  w  +  V"11!  sin  ma>)  j , 

und  durch  Addition  derselben: 

=2(  Ait  B0+Ax  Bx  +A9B9+A9BB  +....)  +2S[acos  m»]  +  2$  ptam»]. 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  de»  und  integrirt  innerhalb 
der  Grenzen  0  uud  jf,  so  verschwinden  die  beiden  Summen,  weil 
jedes  Glied  derselben  sinmo)  als  Factor  hat,  was  sowohl  für 
(o  =  0,  ats  auch  für  <»  =  «  gleich  Null  ist,  und  man  erhalt: 

=  2* (A0 B0  f  Ax  Bx  +  A*B% \ A* 3+  ) . 

woraus  folgt: 

=  <Jntf*  l9(^~l)V'(^-,)  +  9(«w^"0^(«■"w1rzi)l,''». 

o 

und  diess  ist  richtig,  insofern  den  Convergenz- Bedingungen  gehö- 
rig Rechnung  getragen  wird.    Setzen  wir  nun: 

«)  =  (-2^-_3jj  +  (n  — 1).1!(3m — 4)!  +  (n-l)*.2!(4«-5)!  1  ' * ' " 

so  sind,  wie  man  leicht  siebt,  alle  in  (4)  vorkommenden  Reiben 
ßiffereotiaJquotieoteo  bievon,  und  zwar  ist; 

^+(«  —  l).l!(S/t--i)!+(«-— J)a.2!(37T^ä)!+   dx»-*  9 

(n  +  l)r(«^l).l!(2«)!  +  (n^l)2/2!(3irri)!  +   a*"-4  » 

(¥+2)!+(n— l).l!(2n+  1)!  *  («  -  l)».2!(3ii)!  +   Bx— :*  9 


x*-1   x**~*   J3fl-a 

—  (n_i)i  +  (n~I).l!C2n- 2T!  +  (n— 1)*.2!(3jV->»)!  4 

a»-'2  F(:r,  w) 


und  somit  läsft  sich  der  Aufdruck  (4)  auch  so  darstellen: 

5* 
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x*        ;ra  x"_a 

"V    1  Cl   a^«-8  -+  ^M   d*—4   +       a^-»  +  •••• 

+  Ci  { 1  +  <p*(x) .  log*  -y    («-IX«—«-!)  *  ü  dw ' 


Nach  dem  Parseval'schen  Theoreme  kann  man  F(x,  u)  in  ge- 
schlossener Form  ausdrucken,  falls  man  folgende  zwei  einfache 
Reihen : 

(2^3)1 +  (3«  -  4)1  +  (5T^Ö) ! + 

,  .    1  -  .    (1 -*-»)»  . 

,  +  (*-]).l!z  +  (»  — l)».2!x«  +"" 

i-u"-1 

•umroiren  kann.  Die  letztere  ist  aber  «(»-*)»;  die  erste  setzen 
wir  gleich  Rt  betrachten  dasselbe  als  Funktion  von  x  und  diffe- 
rentiiren  dann  beiderseits  — l)mal  bezuglich  x,  wodurch  man 
erhält: 

j-'Zn— 8  X*n~*Z  x*n~*l* 

Ä=  +  (3^4)1  +  (1^=T5)!  +  -  ' 

Ä(    }  =  +  r>T-~3)!  +  (3n  -  4)!  4  

und  somit 

(5)  Ä(»-i>=  zÄ+^ij. 

Diess  ist  eiue  complete  lineare  Differentialgleichung  mit  constan- 
ten  Coefficienten ;  um  deren  Integrale  zu  finden,  differentiire  man 
dieselbe  noch  («  —  l)mal  nach  x,  man  erhält  dadurch; 

(6)  Ät*t-^  =  zÄ(«-i). 

Bezeichnet  man  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  a*~l  =  z  mit 
«i.  «j,  a8....«R_i,  so  ist  das  Integral  der  Gleichung  (6): 


^1 
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Diese  in  (5)  suhstituirt  gibt: 

+  A9e«**  +  . ...  +  Am-ie*n-i*) 
=x(Ale«>*+Ate**+...+A»-ie«n-i*+Bl  f  Bn-i*— ») 


T(n— 2)!' 

woraus  folgt: 


#1=0,    tfa=0,    tf.=0,  ....  #„-2  =  0,  =  

Man  bat  daher  fiir  das  Integral  der  Gleichung  (5)  folgenden 
Ausdruck : 


R  =  Axe***  f  + ....  +  Am-i  *g— **  — z(w_2)r 

Die  hier  auftretenden  n— 1  Constanten  müssen  so  gewählt  wer- 
den, das«  för  a;  =  0 

Ä  =  0,   «'  =  0,   ft"  =  0,....  l?(-*>=0 

wird,  denn  der  Ausdruck,  den  wir  R  genannt  haben,  hat  diese 
Eigenschaft.    Diess  fährt  zu  folgenden  Gleichungen: 

f^*       +4i       +....+ =0, 

A\al      '+  -f  A9a3       -f- ....  +  An-ian-i  =0, 


(7) 


üm  nun  4  zu  finden,  verfahren  wir  so.    Es  ist 

a"-1  —  t  =  («  —  *i)  («—  ««)  («  —  <*3)  •  •  •  •  («— «*-0 » 
and  differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  a,  so  erhält  man: 

(n  -  1) «■»-*=  («— «a)  («— «s) . . . .  (a  - 
+  («—  «,)(a-o8)....  (a—«»-i) +  («—«!)(«—«,).... 

....  +  («  —  Ca)...  .(«  —  «»_*), 

and  setzt  man  in  dieser  Gleichung  etl  statt  a,  so  hat  man: 


Digitized  by  Google 


70  Spitzer:   Integration  der  DifTerentittt<jMcüHHg 

(m—  l)«,M-2  =  (a1  —  «*)(«,—  a8)  ....(o,  -chi-0 

Das  Polynom 

«i*-2  f  ^«i""8  +  C^a,«-4  +  ....+  +  C-tCt!  +  6V-» 

hat,  wie  mau  aus  dem  ihm  identisch  gleichen  Ausdruck 

(or,  —  a2)  (<*!  —  <x8)  ....  («i  —  an_i) 

sieht,  die  Eigenschaft,  gleich  Null  zu  werden,  wenn  man  statt 
«j  ag  oder  «3  oder  «4  oder  ....a„-i  setzt;  also  hat  man: 

«2«-*  +  r,  «v»-3  +  cw*  +  ....  +  C-4«2*  +  c„_s«.2  f  C-*=U , 

«3«-2  f  <>3*-3  +  tW-4  f ....  -f  C-4«3a+  C»-*«3  r  C„-a=0, 

•Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (7)   der  Reihe  nach  mit 
Cn-s,  C«-4,....  Ca,  Ci.  I  und  addirt  sie  alle,  so  hat  man. 
unter  Berücksichtigung  der  eben  aufgeschriebenen  (ileicbaugeo: 

•        1  I     U      A  1  _  °>  . 

Ax  <»-I)  «,-B  =  -  .    d.  h.  A,  -  ^j— j— -  j^-  ,)tS , 
eben  so  lind  et  man: 

folglich  ist 

<t,    . *  \  c2eg»J  -f . . . .  -f  «n-i  ean-^  zn~2 
K=  (n  -l):2         '  2. (71-2)!* 

und  jetzt  lässt  sich  unmittelbar  die  Parseval'sche  Methode  zur 
Bestimm ii im  von  F(a;,u)  anwenden. 

So  hat  man  in  dem  einfachen  Beispiele 

j2  a:3 

Ü«+ff3!'l"5i4!  +  --? 
welches  hei  der  Entwickelung  von  xyH~y  =  0  vorkommt: 


(8) 


111  z 

1  +  in H  ^n5  +  äti3  +- -=<r; 
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Nun  ist 

K'x   P  "                ^                4arcosaa>  ,  SxVx.cos^a 
n  ~  I      008  *  *  +     *  C°8  40  +  2!  +  31  +■•••)«» 

;ra       a:8  A-4 
=*  +  TT2!+  2!3!+3U!+  ~  '* 

folglich  muss 

cos(a>  +  Vx8inm)e**c0,a>dGi  =  0 
«ein.   Man  kann  daher  setzen: 

»  » 

Oiler 

x  *  IT5!  +  ^^+  -  -=lf  *  ™*(»+«"«-*™«)<™ 

Die  Gleichungen 

^(n) —ay=Q,   xyW  +     =  0 

lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  integriren  und  liefern  unendliche 
Reihen,  oder,  wenn  man  will,  geschlossene  Ausdrucke  von  gauz 
ähnlicher  Form,  als  die  Gleichung  y  =  ü  liefert.  Setzt 

man  daher  die  Integrale  dieser  Gleichungen  als  bekannt  voraus, 
so  kann  man  auch  leicht  die  Integrale  folgender  gleichzeitigen 
Differentialgleichungen  angeben : 

xyW  =  <w,    «(«)  =  ay; 

denn  man  hat  durch  Addition  und  Subtraction  derselben: 

a-(#  +  *)(',)  =  <*(y  +  *)>  x(y— 2)(w)=—  «(.v— *)• 

Die  erste  «lieser  Gleichungen  liefert  y -f  z,  die  zweite  y — z, 
jede  als  Function  von  x  mit  ?i  willkührlichen  Constanten;  folglich 
kann  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  mit  2/t  willkü'hrlichen 
Constanten  versehen,  angeben. 

Sehr  leicht  lässt  sich  auch  die  Gleichung  (ax  +  b)yl»)  =  y  in- 
tegriren; denn  setzt  man  or+6  =  £  und  ^==a»  80  erhäI*  m*n 
|^=ay,  dessen  Integral  wir  ja  schon  als  bekannt  annahmen. 
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Anmerkung.  Die  Färse  val' sehe  Metbode  kann  auch  die- 
nen zur  Bestimmung  von  bestimmten  Integralen.  So  fanden  wir 
mittelst  derselben  das  merkwürdige  Integral: 


n 

eos(a>  -f  asina>)eÄe#4<"aa>  =  0, 


und  so  wollen  wir  noch  einige  andere  bestimmen.   Es  ist: 
1+(T)'  +  ('2)"  +  (3)',+  =«+'>-. 

aus  ihnen  folgt: 

»  '♦©©+©©*(?)©+■■- 

=  \fn  (2cos|)»Wos(^-t<)dtt, 

was  richtig  ist,  falls  m  und  n  positive  Zahlen  sind. 
Für  m  =  n  hat  man : 

"G)"  +  G)'  +  (S)'  +  -i/^cj^*,, 
ist  m  eine  ganze  Zahl,  so  wird  der  Werth  der  hier  angeführten 
Reihe  =(2;)- 

Für  n  =  0  hat  man: 

1  =i  f  *  (Icos^)'" cos™ du  oder  J     (2cos^)"»cos^rfi*  =  ». 

o  0 

Die  Reihe 

oo+o© +©©+••■■ 

ist  eine  endliche,  so  bald  eine  der  beiden  Zahlen  m  oder  n  ganz 
und  positiv  ist;  ist  keine  der  beiden  Zahlen  ganz  und  positiv,  so 
ist  die  Reibe  eine  unendliche;  für  m  +  n  + 1>0  ist  die  Reihe 
convergent,  für  m  +  n  +  l<0  ist  die  Reihe  divergent. 

Auf  dem  hier  betretenen  Wege  wäre  es  nicht  schwierig,  auch 
folgende  Reibe  zu  summiren: 
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,+(T)1 +(")'+(")'+  

aber  die  Formeln,  <lie  man  erlangt,  sind  äusserst  complicirt. 


V. 

Beobachtungen  von  Nordlichtern  in-  den  Jahren 

1840  bis  1852. 

Von 

Herrn  /.  F.  Julius  Schmidt, 
Astronomen  der  Sternwarte  tu  Olm  ätz. 


Als  ich  mich  entschlossen  hatte,  eine  ziemlich  umfassende 
Beobachtungsreihe  über  <Jas  Nordlicht  zu  veröffentlichen,  legte 
ich  keinen  besondern  Werth  darauf,  ganz  erschöpfende  Beschrei- 
bungen einzelner  Phänomene  zu  geben,  weil  nach  meiner  Meinung 
dieselben  ohne  begleitende  Abbildungen  nicht  zum  Ziele  fuhren, 
weil  die  Schilderung  feiner  Beobachtungen  über  die  oft  höchst 
wunderbaren  Variationen  des  Polarlichtes  mietet  doch  nur  dem 
vOllig  verstandlich  ist,  der  selbst  schon  viele  derartige  Phänomene 
mit  Sorgfalt  und  Ausdauer  beobachtet  hat.  Die  Nordlichter  zeige o 
im  Ganzen  genommen,  so  zu  sagen,  einen  mittleren  Typus,  der  in 
den  meisten  Fällen  sich  in  irgend  einer  Phase  darstellt;  aber  die 
Ausnahmserscheinungen  sind  überaus  mannigfaltig,  so  wohl  was 
die  Gestalt  und  die  Farbe,  die  Bewegung  und  eine  merkwürdige 
Umwandlung  in  Welken  gewöhnlicher  Art  betrifft.  Alle  meine 
Beobachtungen  wurden  in  Deutschland  angestellt,  etwa  zwischen 
den  Breiten  von  544°  und  48j°.  Innerhalb  dieser  Zone  nenne  ich 
die  Erscheinung  des  Nordlichtsbogens  und  der  gewöhnlichen  Strahlen 
häufig,  die  der  Krone  und  der  Corruscationen  aber  äusserst 
selten.  Die  meisten  Nordlichter  sah  ich  zu  E  u  t  i  n  in  H  o  1  s  t  e  i  n ,  zu 
Hainburgund  zu  Bonn.  In  3  Jahren  kam  mir  weder  in  Olmfitz 
noch  in  Wien  ein  Nordlicht  zu  Gesicht.   (1862.  53.  54.)   Ich  sehe 
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den  etwaigen  Warth  dieser  MUtheilungen  nur  darin,  weil  uftsere 
Kenntnisse  von  der  Häufigkeit  und  der  Verkeilung  der  Polarlichter 
dadurch  etwas  vervollständigt  werden,  sie  liefen»  einen  Beitrag 
mehr  für  spätere  Forscher,  die  sich  damit  beschäftige«  werde«, 
einen   Catalog   für   die  Nordlichtbeobachtungen   zn  entwerfen, 
am  das  Auftreten  dieser  räthselhafteo  Erscheinung  mit  den  Per* 
turbationen  des  Erdmagnetismus  vergleichen  zu  können.  Erwögt 
man  den  Umstand,  dass  erst  neuerdings  u.  A  durch  die  Untersu- 
chungen von  K.  Wolf  in  Bern  der  Zusammenhang  zwischen  der 
11jährigen  Periode  des  Erdmagnetismus   und  der  glekbJangen 
der  Sonnenflecken  nachgewiesen  ist,  und  erinnert  man  sich,  dass 
das  Nordlicht,  auch  unsichtbar,  sich  durch  die  Pertubationen  des 
Magnetismus  verräth,  so  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein,  dass  wie 
es  mit  einem  eben  so  dunklen  als  grossartigen  Probleme  zu  thuo 
haben.    Niemand  aber  kann  »ich  verhehlen,  dass  die  Erscheinungen 
des  Nordlichtes  noch  der  ernstesten  und  umfassendsten  Untersu* 
drangen  bedürfen.    Wer  das  von  Arago  zusammengestellte  Ver- 
zeichnis durchsieht,  und  selbst  viele  Polarlichter  beobachtet  hat, 
wird  diese  Meinung  nicht  unbegründet  finden,  und  zugeben,  dass 
selbst  jede  Beobachtung  einen  Werth  hat,  die  nur  Datum  und 
Stunde  der  Erscheinung  angiebt  —  In  meinen  Tagebuchern  finde 
ich  nur  76  Nordlichter  oder  diesen  ähnliche  Erscheinungen  ver- 
zeichnet; darunter  sind  einige  sehr  grosse;  andererseits  viele  höchst 
schwache  und  selbst  zweifelhafte.    Aber  ich  werde  Alles  aufneh- 
men, weil  es  heutzutage  nicht  mehr  erlaubt  ist,  selbst  nur  eine 
ungewöhnliche  Helle  an  dem  wölken-  und  mondlosen  Himmel  mit 
Stillschweigen  zu  übergehen,  und  weil  es  noch  vorzukommen 
scheint,  dass  gelegentlich  der  Schweif  eines  grossen  Cometen  mit 
dem  Zodiakallichte,  und  dieses  mit  der  Milchstrasse  oder  selbst 
mit  dem  Nordlichte  verwechselt  wird.    Heis'  Beobachtungen,  wie 
auch  meine  eigenen,  zeigen,  dass  das  Zodiakallicht  den  grbsslen 
Theil  des  Jahres  hindurch  gesehen  werden  kann;  aber  die  Er- 
scheinung dieses  Lichtes  ist  auf  einen  gewissen  Kaum  zu  beiden 
Seiten  der  Ekliptik  beschränkt.    Wenn  Nachts  mitten  im  Winter 
die  Bilder  des  Thierkreises  südlich  vom  Zenithe  hoch  über  dem 
Horizonte  culminiren ,   so  liegt  gleichzeitig  der  entgegengesetzte 
Theil  des  Thierkreises  tief  unter  dein  nördlichen  Horizonte;  im 
Sommer  kehrt  sich  das  Verhältniss  zwar  um,  aber  in  den  nördli- 
chen Zonen  der  Erde,  wo  zumeist  die  Polarlichter  gesehen  werden, 
lässt  die  nächtliche  Dämmerang  nicht  zu,  ein  Nord-  oder  Zodia- 
fcallicht  zu  beobachten.    Zeigt  sich  aber  wirklieb  zu  diesen  Zeiten 
ein  Nordlicht,  (wie  ich  solches  1830  Juni  13  zu  Bonn  beobachtet 
habe),  so  wird  das  Strahlenwerfe«  wohl  keinen  Zweifel  au  der  Re- 
alität der  Erscheinung  aufkommen  lassen. 
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Der  Meteorologe,  der  meUt  nur  zu  gewiesen  Stunden  seine 
Instrumente  abliest,  wird  nicht  viele  Nordlichter  sehen,  desto  mehr 
aber  der  Astronom,  dessen  Aufmerksamkeit  nicht  ausschliesslich 
auf  Messungen  im  Thurme  seiner  Sternwarte,  oder  auf  die  Cul- 
minationen  am  Meridiankreise  gerichtet  ist.  In  der  Zeit  von  1838 
bis  1853  habe  ich  gegen  100  Nordlichter  gesehen,  aber  keineswegs 
alle  genau  beobachtet  und  noch  weniger  alle  notirt.  Ehemals, 
noch  in  meiner  Heimath,  glaubte  ich,  weil  in  verschiedenen  Schriften 
mit  grosser  Bestimmtheit  Ober  das  Wesen  des  Nordlichtes  verhandelt 
würde,  dass  alles  hinreichend  ergründet  sei ;  aber  es  dauerte  nicht 
lange,  als  ich  merkte,  dass  unsere  Kenntnisse  über  das  Nordlicht 
ebenso  lückenhaft  seien,  wie  über  die  Meteore,  über  das  Gewitter 
und  über  noch  viele  andere  Erscheinungen,  welche  Himmel  und 
Erde  betreffen.  Es  ist  bekannt,  dass  manche  Beobachter  während 
des  Nordlichtes  ein  Geräusch  gehört  haben  wollen.  Ich  habe  es 
nie  gehurt,  obgleich  ich,  namentlich  zur  Zeit  sehr  grosser  Nord- 
lichter sorgfältig  darauf  achtete;  aber  dies  negative  Resultat  hat 
mich  noch  nicht  bestimmt,  die  Aussagen  der  Beobachter  in  Zweifel 
zu  ziehen,  welche  das  Geräusch  gehört  haben.  Ich  weiss,  dass 
Vermuthungen  und  Hypothesen  ausgesprochen  worden  sind,  theils 
um  das  Geräusch  zu  erklären,  theils  um  die' Wahrnehmung  des- 
selben auf  Täuschung  zurückzuführen.  Was  das  Letztere  betrifft, 
so  bin  ich  jedesmal  einigermaassen  überrascht  gewesen  über  die 
Zuversicht,  mit  welcher  dem  Beobachter  Täuschungen  verschiedener 
rArt  zugeschrieben  werden.  Wer  die  Möglichkeit  einer  Täuschung 
darlegt,  ist  noch  sehr  weit  davon  entfernt,  die  Wahrscheinlichkeit 
derselben  erwiesen  zuhaben.  Wer  den  Beobachter  daran  erinnert, 
dass  das  Geräusch  während  des  Nordlichtes  durch  das  Krachen 
des  Eises,  durch  das  Zusammenziehen  der  Schneekruste  könnte 
bedingt  sein,  muss  zunächst  ermitteln,  ob  zur  Zeit  solcher  Wahr- 
nehmung Eis  und  Schnee  vorhanden  war,  und  doch  einseben,  dass 
Beobachter,  die  ihre  Studien  nicht  zwischen  Büchern,  sondern 
vorzugsweis  in  der  freien  Natur  machten,  zum  grössten  Theile 
doch  wohl  Phänomene  kennen  werden,  die  Jedem  bekannt  sind. 
Nur  3  grosse  Nordlichter  habe  ich  im  strengen  Winter  gesehen, 
während  der  Boden  mit  Schnee,  das  Wasser  mit  Eis  bedeckt  war. 
Ich  habe  auf  der  Eisdecke  eines  Sees  beobachtet,  und  fortwährend 
das  sehr  bekannte  Krachen  des  Eises  gehört,  ohne  im  Geringsten 
daran  zu  denken,  dass  es  Beziehung  zum  Nordlichte  habe.  Ich 
erinnere  an  noch  andere  mögliche  Täuschungen,  die  man  bis  jetzt, 
so  viel  ich  weiss,  nicht  angeführt  hat.  Zuweilen  sind  im  Winter 
die  Bäume  mit  Reif  oder  mit  Glatteis  bedeckt ;  ein  geringer  Luftzug 
setzt  die  Zweige  in  Bewegung,  und  mit  leisem  Rieseln  und 
Knistern  fallen  die  Eisstücke  auf  die  Schneefläche  herab.  Mehr- 
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fach  babe  ich  dies  bei  Nordlichtern  wahrgenommen,  aber  hierauf, . 
als  auf  eine  der  alltäglichsten  Erscheinungen,  begreiflicher  Weise 
keine  Rucksicht  genommen.  Oft  ziehen  hoch  durch  die  Luft, 
und  mitten  in  der  Nacht,  Züge  von  Enten  uud  andern  Was- 
servögeln, die  bald  ein  pfeifendes,  bald  ein  rauschendes  Getöse 
von  wechselnder  Intensität  verursachen;  auch  dieses  habe  ich 
während  der  Nordlichtbeobachtungen  wahrgenommen ;  ich  habe 
jedoch  nie  für  möglich  gehalten,  dass  so  bekannte  Hergänge  zu 
Täuschungen  veranlassen  sollten.  Aber  mau  ist  noch  weiter  ge- 
gangen, um  das  Nordlichtgeräusch  zu  beseitigen;  man  hat  für 
möglich  und  selbst  wahrscheinlich  erachtet,  der  Beobachter  habe 
sich  im  Anblicke  der  gewaltsamen  Bewegungen  des  Nordlichts  so 
hinreissen  lassen,  ein  gleichzeitiges  Geräusch  hinzuzudenken, 
und  später  zu  glauben,  er  habe  es  wirklich  gehört.  Dies  ist  sehr 
stark;  dergleichen  soll  man  wohl  irgend  einem  Poeien  zumuthen, 
nicht  aber  dem  ernsten  nüchternen  Beobachter.  Wohin  werden 
wir  kommen,  wenn  wir  in  allen  Fällen,  wo  schwierige  Phänomene 
besprochen  werden,  die  entweder  zweifelhaft  sind,  oder  mit  ge- 
wissen Theorien  nicht  auf  dem  besten  Fusse  stehen,  dem  Beob- 
achter nicht  nur  eine  Menge  von  möglichen  Täuschungen  aufbürden, 
sondern  ihn  obenein  noch  geradezu  kindische  Eigenschaften  zu 
schreiben,  dadurch  seine  Fähigkeit  und  Glaubwürdigkeit  indirect 
in  Zweifel  ziehen,  und  dahin  gelangen,  dass  nur  eine  bequeme 
Kritik  auf  dem  Papiere  das  Rechte  getroffen  oder  vermuthet  habe! 
Einwurfe  solcher  Art  sind  aber  nicht  consequent;  warum  muthet 
man  dem  Beobachter  nicht  zu,  auch  zu  glauben,  während  der  Er- 
scheinung eines  Feuermeteores,  einer  Sternschnuppe,  das  Rauschen 
der  Bewegung  zu  hören,  während  des  Anblicks  eines  sehr  fernen 
Wetterleuchtens  den  Donner,  während  einer  Vesuveruption,  ge- 
sehen aus  8  Meilen  Entfernung,  das  Getöse  der  sichtbaren  Ex- 
plosionen zu  vernehmen?  Das  Nordlicht  ist  doch  eine  sehr  ge- 
wöhnliche Erscheinung,  die  für  den  erfahrenen  Beobachter  nichts 
Ueberraschendes  darbietet,  und  es  sind  doch  nicht  immer  Anfanger, 
denen  wir  genaue  Beobachtungen  dieses  Phänomens  verdanken.— 
Ich  kann  nicht  umhin,  zu  bemerken,  dass  der  redliche  und  be- 
sonnene Beobachter  recht  viele  Täuschungen  zugeben  wird,  aber 
er  wird  zunächst  darauf  bestehen  müssen,  dass  wenn  von  Tau- 
schuugen  die  Rede  ist,  dieselben  ihm  selbst  am  meisten  bekannt 
sein  müssen.  Während  meiner  astronomischen  Thätigkeit  sind  mir 
Täuschungen  (wirklicher  Augenbetrug)  nicht  vorgekommen,  wohl 
mitunter  falsche  Deutungen  des  Gesehenen,  die  früher  oder 
später  entweder  beseitigt  wurden,  oder  bis  heute  unerledigt  blieben. 
Wer  aber  zu  sehen  glauben  kann,  was  nach  seiner  Meinung  sicht- 
bar sein  müsste,  wer  zu  hören  glaubt,  was  gehört  werden  könnte, 
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•  sollte  sieb  jeder  Beobachtung  enthalten,  oder  wenigstens  Niehl« 
darüber  drucken  lassen. 

Die  folgenden  Beobachtungen  gebe  ich  abgekürzt  nach  dem 
Wortlaute  meiner  Tagebücher;  ich  füge  diejenigen  Nordlichter 
bei,  welche  mir  gelegentlich  durch  nieine  Correspondenz  bekannt 
geworden  sind. 

1839. 

In  dem  meteorologischen  Tagebuche  des  Dr.  Med.  Roth  zu 
Eutin  fiode  ich  folgende  Nordlichtbeobachtungen: 

Februar  21. 

()  et  ober  22,  sehr  grosses  Nordlicht. 
October  23,  schwächeres  Nordlicht. 
November  1,  zweifelhaftes  Nordlicht. 

Ich  bemerke  für  die  Nordlichter  im  October,  die  sich  einige 
Jahre  um  den  23sten  einstellten,  dass  um  diese  Zeit  auch  ein  von 
Heis  und  mir  nachgewiesener  periodischer  Sternschnnppenfall 
stattfindet. 

1840. 

Am  21.  December  beobachtete  ich  zu  Eutin  in  Holstein,  bei 
sehr  heiterem  Himmel  und  starkem  Froste,  ein  überaus  grosses 
und  prachtvolles  Nordlicht.  Gleich  nach  dem  Ende  der  Dämme- 
rung zeigte  sieh  unter  den  7  Sternen  des  Bären  eine  auffallende 
Helligkeit,  welche  sieb  bald  zu  einem  regelmässigen  Bogenseg- 
raente  entwickelt  hatte;  dieses  stand  in  gelbweisser  Farbe  15 
Minuten  lang.  Nun  wurde  der  helle  Licbtsaum  breiter  und  zeigte 
iu  efer  Mitte  seiner  Erstreckuug  eine  dunkle  Zone.  Um  einen 
freien  Horizont  zu  haben,  begab  ich  mich  sodann  auf  die  Eisfläche 
des  Sees.  Um  5«  30"»  zeigte  der  Lichtsaura  östlich,  und  unter  y 
Ursae  einen  senkrechten  Abschnitt,  der  an  Helligkeit  dasUebrige 
ansehnlich  übertraf;  diese  Anomalie  war  bald  ausgeglichen,  und 
um  5U  45m  erhob  sich  am  westlichen  Ende  des  Lichtbogens  die 
erste  säulenförmige  Lichltnasse  von  rotber  Farbe,  während  der 
übrige  weisse  Theil  des  Bogens  in  der  Gegend  von  y  und  ß  Ursae 
an  Breite  zunahm.  Mit  geringen  Veränderungen  dauert^  dies 
Schauspiel  bis  6M  30m.  Nun  hatte  der  Bogen  nach  oben  eine 
schiefere  Begränzung  erlangt;  unten  gegen  den  Horizont  hin 
er  wie  von  grauen  Nebeln  verhüllt.  Um  6U  31"*  zeigte:  sich  indem 
Rogen  eine  zitternde  Bewegung,  und  plötzlich  hatte  es  den  An- 
schein, als  wurde  die  ganze  Masse  durch  den  heftigsten  Wuibelr 
stürm  aufgeregt.   Schichtenweis  rollte  eine  Lichtmasse  von  Osten 
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nach  Westen  Ober  und  durch  die  andere  hin,  und  entwickelte 
hierbei  die  lebhaftesten  prismatischen  Farben,  unter  denen  nur 
das  Blau  fehlte.    Es  war,  als  senkten  sich  die  wirbelnden  Licht- 
wolken von  den  Hügeln  auf  die  Fläche  des  See's  herab.  Diese 
Bewegung  dauerte  höchstens  20  Secunden;  dann  borte  sie  plÖtz» 
lieh  auf,  und  es  zeigte  sich  der  gewöhnliche  Bogen  wieder  in  matt 
weisslich  gelber  Farbe.    Um  7"  bildete  sich  in  demselben  wieder 
ein  dunkler  Raum,  eine  Spalte,  die  lOMinuten  sichtbar  blieb,  und  nach 
einer  nenen  Bewegung  vergrösserte  sich  der  Lichtschein  schnell  20° 
weiter  gegen  Westen.   Um  7"  \§m  schössen  geradlinigte  weisse 
Strahlen  in  grosser  Menge  aus  dem  Bogen  auf,  in  1  —  3  Secunden 
das  Zenith  erreichend ;  westlich  war  der  Bogen  jetzt  weiss,  östlich 
gelb.   Um  8«  hörte  das  Strahlenwerfen  auf;  der  Bogen  war  westlich 
gelb,  in  der  Mitte  weiss,  und  östlich  roth ;  nur  3  weisse  Strahlen 
blieben  allein  noch  lange  sichtbar.    In  dem  Maasse,  wie  diese 
Strahlen  abnahmen,  verlor  der  Bogen  seine  Krümmung,  und  ver- 
wandelte sich  in  einen  geraden  hellrothen  Streifen  von  20°  Nei- 
gung gegen  den  Horizont.   (Ich  finde  nicht  angegeben,  wo  er  den 
Horizont  berührte).    Aus  diesem  Streifen,  der  soviel  ich  vermuthe, 
sich  östlich  senkte,  erhob  sich  oberhalb  ein  dunklerer  Bogen,  mit  seiner 
Krümmung  gegen  tj  £  6  und  y  Ursae  gerichtet ;  er  verschwand,  alssicb 
um  8"  45m  der  erwähnte  gerade  Streifen  wieder  zum  gewöhnlichen 
Liichtsaume  umgewandelt  hatte;  westlich  warer  breit,  östlich  verlief  er 
mit  einer  schmalen  Spitze.    Ein  intensiv  gelber  Strahl  schoss  aus 
diesem  mit  30°  Neigung  hervor.    Um   9U  war  Alles  beinahe 
verschwunden,  so  dass  ich  die  Beobachtung  aufgab,  aber  um  J0" 
hatte  sich  das  Nordlicht  in  seiner  ganzen  Grösse  und  Helligkeit 
wieder  ausgebildet.    Mit  unglaublicher  Geschwindigkeit  schössen 
grüne  Strahlen  aus  dem  gelben  Bogen  gegen  das  Zenith;  Roth 
zeigte  sich  nirgends.    Um  10"  30m  hatte  der  Bogen  zahlreiche 
dunkle  Lücken ;  er  ward  roth,  und  sandte  einen  7°  breiten  höchst 
glänzend  grünen  Strahl  empor;  der  Anblick  war  ausserordentlich, 
wie  ich  ihn  nie  wieder  gesehen  habe.    Diese  S8ule  leuchtete  nur 
5  Minuten,   bis  sie  plötztich  erlosch.    Um  11"  war  der  ganze 
Bogen  grün,  ein  Hauptstrahl  bläulich.    Um  11"  36m  war  Alles  zu 
einer  formlosen  Masse  verschmolzen,  aus  welcher  mattgelbe  Streifen 
aufstiegen.    Bald  nach  Mitternacht  hatte  die  Erscheinung  ein  Ende. 

1841. 

Januar  (Datum  unbekannt).  Ebenfalls  zu  Eutin  sah  ich 
Abends  von  6  bis  12  Uhr  ein  grosses  blutrotbes  Nordlicht,  welches 
um  Mitternacht  hoch  am  Himmel  die  vollkommene  rothe  Krone 
ausbildete;  sie  senkte  sich  östlich  wölken  ähnlich  gegen  den  Hoti* 
zont.   Einige  Tage  später  (Datum  unbekannt)  kam  ein  Nord  lieht 
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mit  ausserordentlichen  Erscheinungen.  Von  8  bis  11  Uhr  wallten 
ununterbrochen  gelbe  concentrische  Lichtwellen  mit  grosser  Ge- 
schwindigkeit von  NW.  gegen  das  Zenith  empor.  Diese  und  die 
vorherige  Erscheinung  habe  ich  später  nie  wieder  gesehen.  Das 
Datum  wird  sich  wohl  aus  der  Wahrnehmung  von  magnetischen 
Störungen  zu  jener  Zeit  ermitteln  lassen. 

1843. 

Januar  2.  (Hamburg.)  Uro  6Ubr  zeigte  sich  südlich  vom 
Drachen  die  schwache  Spur  eines  Nordlichtes.  Anfangs  weiss, 
nahm  es  um  7  Uhr  eine  rüthliche  Färbung  an. 

März  2.  Ein  grosses  zu  Hamburg  gesehenes  Nordlicht, 
(briefl.  Mitth.) 

März  8.  sah  ich  im  NO.  die  schwache  Spur  eines  Nordlichtes. 

April  5.  schien  eine  besondere  Helligkeit  zwischen  den 
Wolken  ein  Nordlicht  zu  verrathen. 

August  3.  Abends  zwischen  Hund  12  Uhr  zeigte  sich  nörd- 
lich bei  den  Fussen  des  grossen  Bären  ein  grünlicher  Schimmer, 
der  um  12  Uhr  die  scheinbare  Hohe  von  a  und  ß  Ursae  erreichte. 

1844. 

Januar  12.  (Hamburg.)  Bei  vollkommen  heiterem  Himmel 
sab  ich  schon  Mittags  das  kreisförmige  Segment  eines  Nebelbogens, 
der  bis  zur  Dunkelheit  anhielt,  und  Abends  eine  so  grosse  Hel- 
ligkeit über  den  Himmel  ergoss,  als  wollte  der  Mond  aufgehen. 
Ungeachtet  völliger  Klarheit  der  Lullt  waren  die  Sterne  der  5ten  bis 
6ten  Grosse  schwer  zu  erkennen.  Um  10»  schwand  das  Licht. 
Temperatur  =—7°  R. 

Januar  13.  Um  10»  wieder  der  gelbe  Schimmer  am  nörd- 
lichen Himmel,  aber  schwächer  als  am  vorigen  Tage. 

Januar  19.  Um  10»  von  Lyra  bis  Leo  major  ein  gelber 
Schimmer. 

Februar  20.    Um  9"  30m  schwacher  Schein  im  Nordosten. 

April  17.  Gegen  10»  45"1  zeigte  sich  im  Nordwesten  unter 
Perseus  und  bis  zur  Cassiopea  ein  sehr  deutliches  Nordlicht  von 
weissgelber  Farbe.  Um  10»  59"*  erlosch  der  Hauptstreifen;  eine 
Minute  später  der  schwächere  Strahl. 

August  9.  Zwischen  11  und  12  Uhr  bemerkte  ich  um  %  Ursae 
den  deutlichen  gelben  Schein  des  Polarlichtes,  der  sieb  bald  aus- 
dehnte, bald  verringerte;  es  kam  nicht  zur  Ausbildung. 
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November  14.  Von  7  Uhr  bis  Mitternacht  zeigte  «ich  im 
Nord  en  und  Osten  von  «  Canum  bis  zu  den  Zwillingen  eiu  weiss- 
gelber  Schimmer,  bald  heller  bald  donkier.  Um  8  Uhr  war  der 
Mond  untergegangen.    Um  12  Uhr  trat  plötzlich  dichter  Nebel  ein. 

1845. 

Januar  10.  (Hamburg.)  Ein  sehr  schwacher  und  unbestimmter 
Bogen  stand  nördlich  Ihm  10  Uhr;  er  verschwand  zuweilen  und 
kam  wieder.  Der  ganze  Himmel  war  hell  wie  in  einer  Juninacht; 
die  kleinsten  Sterne  schwer  sichtbar;  bald  darauf  dichter  Nebel. 

August  29.  (Sternwarte  zu  Bilk  bei  Düsseldorf.)  Um9"15«" 
gewahrte  ich  unterhalb  des  grossen  Bären  das  helle  weissgelbe 
Segment  eines  Nordlichts;  es  erstreckte  sich  horizontal  von  ß 
Aurigae  bis  tj  Bootis,  vertical  vom  Horizonte  bis  %  Ursae;  auch  ein 
grosser*  weisser  Strahl  ward  5  Minuten  lang  sichtbar.  Der  obere 
Rand  des  Segmentes  berührte  um  9"  35m  ß  und  y  Ursae;  war 
aber  um  9*  40"*  wieder  bis  %  Ursae  zurückgetreten.  Zu  dieser 
Zeit  lag  unter  dem  Segmente  eine  graue  Nebelschicht.  Um  10" 
12m  bildete  sich  links  von  %  Ursae  ein  grosser  weissrothlicber 
Lichtfleck,  er  senkte  sich  westlich  zum  Bootes.  Temperatur 
— +  15°  R. 

August  30.  Ganz  ähnliche  Erscheinungen  wie  am  29sten 
beobachtete  ich  während  einer  nächtlichen  Rheinfahrt  von  Düs- 
seldorf bis  Köln. 

September  1.  Auf  dem  Drachenfels  im  Siebengebirge  sab 
ich,  bei  äusserst  heiterem  Himmel,  wieder  die  eigentümliche  Hel- 
ligkeit eines  unentwickelten  Nordlichtes. 

September  24.  (Bilk.)  Bei  völlig  heiterem  Himmel  zeigte 
sich  zwischen  8,  und  10  Uhr  der  schwache  Schimmer  im  Norden. 

September  25.  (Bilk.);  wieder  dieselbe  Erscheinung,  aber 
viel  deutlicher  und  heller  als  am  24.  September.  Um  llu  kamen 
Wolken  aus  NW. 

September  26.  (Bilk.)  Abends  11«.  Die  ungewöhnliche  Hel- 
ligkeit im  Norden  und  Nordwesten,  die  in  Zwischenräumen  der 
Wolken  sich  zeigte,  Hess  ein  schwaches  Nordlicht  vermuthen. 
Am  25.  und  29.  September  warder  Himmel  vollkommen  heiter,  aber 
von  dem  gelblichen  Schimmer  zeigte  sich  nicht  die  geringste  Spur. 

December3.  (Eutin.)  Die  ausserordentlichen  Erscheinungen 
dieses  höchst  merkwürdigen  Nordlichtes  habe  ich  mit  aller  Sorg- 
falt viele  Stunden  lang  beobachtet  und  gezeichnet.    Hier  muss  ich 
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mich  darauf  beschränken,  das  Wesentlichste  aas  dem  Manuscripte 
hervorzuheben,  welches  ich  gleich  am  Tage  darauf  über  das 
Nordlicht  ausgearbeitet  habe.  Bereits  um  6  Uhr  Abends,  als  ein 
heftiger  Westwind  angefangen  hatte,  die  Wolkenmassen  zu  zer- 
theilen,  bemerkte  ich  gegen  Norden  eine  besondere  gelbröthliche 
Helligkeit,  die  nicht  wohl  von  dem  sichelförmigen  Monde  herrühren 
konnte.  Um  7  Uhr  war  der  Himmel  ganz  heiter.  Von  Westen 
bis  gegen  Nordosten  lag  eine  tiefdunkle,  nach  oben  scharf  abge- 
schnittene Wolkenbank  von  3°  -4°  Hohe.  Darüber  lagerte  der 
graue  Nebelbogen  in  Form  eines  Kreissegmentes,  und  von  ihm 
aus  verbreitete  sich  durch  das  Sternbild  des  Bären  bis  15°  Hohe 
eine  starke  Helligkeit,  wechselnd  zwischen  weiss,  grünlich  und 
orange.  Um  7»  begann  der  Lichtsaum  grosse  senkrechte  und 
schräge  Strahlen  zu  werfen;  sie  waren  weiss,  gelblich  oder  grün, 
>o  bis  2°  breit,  und  nicht  Über  3*0°  hoch.  Oft  erschien  es,  als 
erglühten  sie  langsam  von  unten  auf;  bald  war  das  Maximum  der 
Helligkeit  am  Fusse,  bald  an  den  Rändern  der  Strahlen,  Alles  bei 
stetem  Wechsel  der  Farbe  und  der  Dimensionen.  Als  ich  am 
Seeufer  besser  bis  an  den  Horizont  sehen  konnte,  bemerkte  ich, 
dass  die  Wolkenmassen  sich  westlich  und  nördlich  vermehrt 
hatten;  mitunter  flammte  im  Westen  der  rothe  Schein  eines  ge- 
wöhnlichen Wetterleuchtens  auf;  meist  dunkelroth,  aber  unzwei- 
felhaft nur  einem  fernen  Gewitter  angehörend.  Bis  8  Uhr  dauerte 
das  Nordlicht  mit  geringen  Veränderungen,  von  10  zu  10  Minuten 
bald  dunkel,  bald  wieder  heller  aufstrahlend. 

Um  7*  45m  umfasste  der  strahlen  werfende  Bogen  70°  bis  80°; 
ich  sah  zuweilen  10  und  20  Lichtsäulen  gleichzeitig;  aber  sehr 
auffallend  war  das  Verharren  des  Hauptstrahles  an  demselben 
Orte,  während  die  schwächeren  mit  .gleichförmiger  Bewegung  von 
NO.  durch  N.  nach  W.  vorüberzogen  und  dann  erloschen.  Ich 
sah  einen  hoben  grünen  Strahl  von  2°  Breite  bis  über  i\  Ureae 
hinaufreichen;  an  seiner  rechten  Seite  wurde  er  rasch  sehr  hell, 
grün  nnd  scharf  abgeschnitten,  aber  das  grüne  Fluidum  schien 
sich  in  2  Seconden  bis  an  den  linken  Rand  zu  bewegen,  worauf 
die  Säule  verschwand.    Zwischen  8«  und  8U  30m  horte  das  Strah- 
lenwerfen auf.    Um  8»  45m  kamen  die  Strahlen  wieder  und  zugleich 
zeigte  sich  eine  neue  merkwürdige  Erscheinung.   Während  näm- 
lich im  Norden  kleine  schwache  und  bewegliche  Lichtsäulen  auf- 
schössen und  wieder  zurücksanken,  bildete  sich  plötzlich  genau 
über  dem  Westpunkte  des  Horizontes  eine  eigentümlich  helle, 
45°  hohe  weisse  Lichtgarbe ;  unten  verlief  sie  spitz,  oben  war  sie 
fächerförmig  ausgebreitet.    Sie  reichte  durch  das  Sternbild  des 
Schwans,  deckte  dort  die  Milchstrasse,  und  sandte  oben  nach 
Rechts  durch  den  Cepheus  und  kleinen  Bären,  durch  den  Fuhr- 
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mann  bis  zum  ostlichen  Horizonte  einen  weissen,  2°  breiten  Bogen, 
der  ganz  einer  zweiten  Milcbstrasse  glich,  aber  nach  5  Minuten  wieder 
erlosch.  Die  mittlere  gerade  Aufsteigung  der  erstgenannten  west- 
lichen Lichtgarbe  hatte  oben  im  Fächer  etwa  20"  40*.  die  Decii- 
nation  des  oberen  Endes  +  50°.  Gegen  den  Horizont  stand  sie 
völlig  senkrecht.  Auch  sie  erlosch  nach  10  Minuten,  allein  um 
Qu  5m  erblickte  ich  sie  wieder  im  vollen  Glauze  und  grosserer 
Ausdehnung.  Sie  ruckte  langsam  von  VV.  —  8«;  sie  hatte  50°  Hübe 
und  unten  2°  Breite,  und  verlief  oben  mit  3  über  einander  weg- 
liegenden flamraenartig  geschwungenen  Queerstreifen,  so  dass  dort 
ihre  Breite  gegen  15°  betragen  mochte.  Um  9tt  10m  hatte  sich 
die  grosse  Garbe  in  2  kleinere  getheilt,  die  untere,  nach  links, 
also  sudlicher  gelegene,  war  unten  spitz,  oben  breiter,  hell  fächer- 
förmig, intensiv  weiss;  sie  bedeckte  oben  £  Pegasi.  Die  obere, 
rechts  gelegene  begann  erst  in  20°  über  dem  Horizonte  und  glich 
vollkommen  dem  Schweife  eines  grossen  Cometen,  welche  Tau- 
schung sich  noch  vermehrte,  als  um  9"  15m  £  Pegasi  gewisser» 
massen  den  Kopf  des  Cometen  bezeichnete.  Dieser  Stern  lag  jetzt 
am  untern  Ende  des  Strahls ;  im  obero  Fächer  standen  ßund  Pegasi. 

Beide  nahe  gleich  belle  Streifen  waren  zwischen  45°  und  50° 
gegeo  den  Horizont  geneigt,  der  südliche  und  tiefer  stehende  bis 
zum  Horizonte  hinabreichend.  Um  8"  I9m  waren  3 Streifen  sichtbar; 
der  untere  Nr.  1  »veiter  gegen  Süden  geruckt,  reicht  bis  &  Pegasi, 
der  nächsthöhere  Nr.  2  bat  seine  Bewegung  vergrüssert,  weil  er 
jetzt  anfangt,  Nr.  1  zu  bedecken  (oder  hinter  ihm  fortzuziehen); 
ein  neuer  schwächerer  Strahl  Nr.  3,  nahe  parallel  zu  den  erstem, 
steht  höher  und  westlicher  als  Nr.  2.  Um  9»  24«»  hat  der  Strahl 
Nr.  2  den  Strahl  Nr.  1  überschritten.  Jetzt  erloschen  alle  3  fast 
spurlos;  aber  um  9» 30"»  gewahrte  ich  zwischen  Cygnus,  Cassiopea 
und  Pegasus  5  helle,  gegen  den  Horizont  um  30°  schräg  geneigte 
lange  Lichtwolken  von  weisser  nebelartiger  Farbe,  welche  sich 
langsam  von  N.— S.  bewegten.  In  derselben  Minute  erglänzte  an 
der  Stelle  von  Nr,  1,  Nr.  2  und  Nr,  3  ein  langer  weisser  Strahl, 
an  dessen  oberm  verwaschenen  Ende  die  5  kleinern  Wolken,  zu 
denen  noch  mehrere  Flecken  hinzugekommen  waren,  sich  an- 
schliessen  zu  wollen  schienen. 

Um  9tt  45"*  bemerkte  ich  eine  neue  auffallende  Erscheinung. 
Bisher  war  die  Nordllchtraaterie  von  N.  —  S.  fortgeschritten';  jetzt 
entstand  ein  wenig  rechts  unter  a  Persei  (der  hoch  im  SW.  dem 
Zenith  nahe  war)  ein  weisses  Wölkchen,  welche«  sieh  von 
SO.  —  NW.  bewegte  und  bei  v  Andromedae  erlosch.  Diesen  Weg 
beschrieb  es  in  0  Minuten.  Ein  anderer  weisser  Fleck  bei  ß  und  # 
Amigae  rückte  von  O.  -  W.   Nachdem  der  vorhin  genannte  südliche 
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Strahl  um  9U  45m  abermals  erloschen  war,  entwickelte  sieb  im 
SW.  schnell  eine  neue  \°  breite,  60°  lange  vollkommen  geradlinigte 
Säule,  -10°  — 45°  gegen  den  Horizont  geneigt,  intensiv  weiss,  leb- 
haft an  den  Schweif  des  grossen  Cometen  von  1843  erinnernd. 
Die  durch  sein  Licht  hindurch  schimmernden  Sterne  wurden  merk- 
lich geschwächt,  d.  h.  sie  machten  weniger  Effect,  weil  sie  auf 
weissem  Hintergrunde  standen.  Für  9U  45"»  ist  der  Ort  des  Strahls 
gegeben  durch  die  Oerter  der  Sterne  it  y  Aquarii,  d  Pegasi  und 
ß  Andromedae;  in  der  scheinbaren  Höhe  von  y  Andromedae  lag 
sein  Ende. 

Während  dieser  Phänomene  im  SW.  hatte  die  Helligkeit  im 
N.  nicht  aufgehört;  zuweilen  schössen  dort  noch  einzelne  Strahlen 
empor.  Um  10"  erlosch  Alles,  nur  ein  gelbes  Dämmerlicht  blieb 
im  Norden  übrig.  Der  Wind  kam  aus  W.  und  SW.  Es  blitzte 
15mal.  Sternschnuppen  zu  der  Zeit  etwa  12  in  2  Stunden.  Tem- 
peratur =0°. 

December  4.  Zwischen  7"  und  llu  zeigten  sich  wieder 
deutliche  Spuren  des  Polarlichtes.  Um  10«  bildete  sich  das  Ne- 
belsegraent,  doch  blieb  es  dabei.  Mit  dem  5.  December  ward  die 
Atmosphäre  stürmisch  und  trübe;  Abends  10»— 11"  fiel  eine  un- 
gewöhnliche Menge  Schnee.  Bei  0°  Temp.  wuchs  der  Wind  zum 
Sturme  an. 

December  14.  An  diesem  Abende  sah  man  ungeachtet  des 
hellen  Mondscheines  die  deutlichen  Strahlen  des  Nordlichtes. 
Gewölk  verhinderte  genaue  Beobachtungen;  Temp.  =—5°  R. 

1846. 

Februar  18.  (Bonn.)  Zwischen  10"  und  13" stand  im  Norden 
der  schwache  gelblich  weisse  Bogen  eines  strahlenlosen  Nordlichtes; 
magnetische  Störung  zu  Genf. 

Februar  25.  Grosses  Nordlicht  zu  Genf  beobachtet;  magne- 
tische Störung. 

März  14.  Nordlicht  zu  Genf;  magnetische  Störung  am  13. 
und  14.  März. 

August  28.  (Bonn.)  Das  Nordlicht  dieser  Nacht,  dessen 
magnetische  Störungen  för  Genf  an  dem  folgenden  Tage  sich  stärker 
äusserten,  als  am  28sten,  hat  merkwürdige  Phänomene  gezeigt. 
Der  Himmel  war  vollkommen  heiter.  Bald  nach  dem  Ende  der 
Dämmerung  lagerte  im  Norden  eine  schmale  dunkle  Wolkenbank, 
die  bald  die  regelmässige  Form  eines  Kreissegments  annahm.  Der 
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höchste  Punkt  dieses  Bogens  lag  fast  im  astronomischen  Norden, 
Fielleicht  ein  Weniges  westlich.  Er  spaltete  sich  später  in  2  nahe 
concentrische  Bogen,  doch  so,  dass  sie  ostlich  zusammenhingen. 
Um  10»  erschien  bei  if>  Ursae  ein  5°— 7°  hoher  sehr  matter  grüner 
Strahl,  der  bald  verschwand,  worauf  nur  eine  allgemeine  gelbliche 
Helligkeit  übrig  blieb.  Ich  fand  im  magnetischen  Observatorium 
die  Nadel  sehr  unruhig;  dies  war  zwischen  14  und  16  Uhr,  also 
zwischen  2  und  4  Uhr  früh  am  29.  August.  Die  Anfangs  erwähnte 
Wolkenbank  im  Norden  stieg  langsam  in  Form  eines  dunklen 
schmalen  und  kreissegmentartigen  Gurteis  hoher,  und  unterhalb 
von  ihm  gegen  den  Horizont  ward  die  Luft  wieder  klar,  so  dass 
daselbst  «Sterne  gesehen  werden  konnten.  Gegen  16£  Uhr  be- 
leuchtete die  Morgendämmerung  diesen  ursprünglichen  Nordlicht- 
bogen rothlich,  und  deutlich  erkannte  ich  jetzt  seine  cirrusartige 
Natur.  Um  21  Uhr  (also  um  9  Uhr  früh)  hatte  der  Bogen  50° 
Höhe  über  dem  Horizonte;  es  war  ein  wirklicher  bogenförmiger 
Cirrusstreiren,  in  dem  sich  um  21»  30m  die  einzelnen  Theile  zu 
horizontal  über  einander  gelagerten  Wölkchen  bildeten,  so  dass 
jede  Gruppe  des  Bogens,  für  sieb  betrachtet,  gewissermassen  die 
äusseren  Enden  der  Speichen  an  der  Peripherie  eines  Rades  be- 
zeichnete. 

Um  22«*  oder  10»  früh  war  der  Bogen  völlig  zu  einem  ge- 
wöhnlichen Cirrusstreifen  umgewandelt;  er  sank  gegen  Norden 
zurück  bis  30°  Jlöhe.    Der  Himmel  blieb  wolkenlos. 

September  22.  (Bonn.)  Nach  Sonnenuntergang  senkte  sich 
das  Gewolk  gegen  Norden  und  bildete  daselbst  von  NO.— NW.  eine 
lange  dunkle,  oben  scharf  begränzte  Bank.  Um  8  Uhr  bemerkte  ich 
den  gelben  Nordlichtschein  unter  Ursa  major.  Durch  Unwohlsein 
verbindert,  achtete  ich  nicht  weiter  darauf  ,  aber  um  9£  Uhr  mel- 
dete mir  A  r  g  e  I  a  n  d  e  r  die  völlige  Ausbildung  des  strahlen  werfenden 
Nordlichtes.  Am  nächsten  Morgen  standen  viele  cumulusartige 
Wolken  gedrängt  am  Himmel, * doch  wurde  es  bald  heiter.  Der 
Magnet  war  am 23.  früh  sehrunruhig;  magnetische  Störung  in  Genf. 

November  11.  (Bonn.)  Um  8  Uhr  zogen  Nebel  wölken  langsam 
gegen  Norden  und  lagerten  sich  dort  Anfangs  in  Form  einer  dunklen 
Bank,  dann  in  Form  eines  grossen  regelmässigen  Kreissegmentes, 
aus  welchem  sich  bald  eine  merkliche  und  dauernde  Helligkeit 
entwickelte,  die  bis  15°  Höhe  aufstieg  und  entschieden  einem 
Nordlichte  angehörte.  Zwischen  10tt  und  llu  war  diese  Helligkeit 
am  stärksten,  doch  übertraf  sie  nicht  die  hellsten  Stellen  der  Milch- 
strasse. Die  Nacht  blieb  bei  starkem  Froste  klar.  In  den  Genfer 
Beobachtungen  zeigt  sich  keine  merkliche  Störung. 


i 


86  Schmidt:    Beobachtungen  ron  Svrdlichtern 

November  13.  Während  der  Sternschnuppenheobachtunfeeu 
in  dieser  Nacht  zeigte  sich  gegen  8»,  etw  as  westlich  vom  wahren 
Nord,  die  deutliche  Helligkeit  eines  Nordlichtes,  die  zufällig  genau 
die  Form  eines  60°  gegen  den  Horizont  geneigten  Zodiakallichtes 
annahm,  und  bis  14  Uhr  mannigfaltigen  Veränderungen  unterworfen 
war.  Am  nächsten  Morgen  war  der  Himmel  bedeckt;  starker  Keif; 
Magnet  sehr  unruhig.  In  Genf  bemerkte  man  keine  magnetische 
Störung. 

November  17.  Das  glänzende  und  höchst  merkwürdige 
Nordlicht  dieser  Nacht  habe  ich  zu  Bonn  sehr  vollständig  beob- 
achtet, doch  kann  ich  ohne  Zeichnungen  nicht  Alles  erklären. 
Ich  werde  mich  daher  auf  einen  Auszug  beschränken.  Den  ersten 
Anfang  des  Phänomenes  habe  ich  nicht  gesehen,  doch  kann  es 
nur  wenige  Minuten  vor  6U  5m  eingetreten  sein,  da  ich  noch  um 
5»  60«»  gegen  Norden  beobachtete.  Ich  richtete  meine  Aufmerk- 
samkeit namentlich  auf  die  Eisenthumlichkeiten  des  meist  doppelten 
Lichtsauraes  und  auf  die  beiläufige  Bestimmung  von  dem  Azimuthe 
des  höchsten  Punktes  dieses  Saumes,  weil  es  von  Interesse  ist, 
etwaige  vollständige  magnetische  Beobachtungen  mit  den  azimu- 
thalen  Verschiebungen  des  Nordlichtes  zu  vergleichen,  um  zu 
sehen,  ob  der  Gang  der  magnetischen  Variation  mit  der  des  Lichtes 
am  Himmel  im  Zusammenhange  stehe. 

Von  den  sehr  ruschen  Veränderungen  nenne  ich  nur  die  folgenden : 

6"  5m  Ein  gebogener  weisser  Strahl  verschwindet  gleich  nach 
seinem  Aufleuchten  fast  plötzlich ;  4  daneben  sind  weiss  und  gelblich. 

6  10,5  Neue  Strahlen  gleichzeitig  aufgestiegen,  und  mit  einer  sehr 
schnellen  Bewegung  von  O.— W.  verschwinden  sehr  rasch. 

6  12,8  Strahlen  von  verschiedener  Intensität  gleichzeitig  aufsteigend 
und  schnell  erlöschend. 

0  14  Die  ganze  NordlichtmaterieVird  auf  kurze  Zeit  roth,  dann 
wieder  gelb  und  bleibt  so.  Der  äusserst  regelmässige  und 
intensiv  gelbe  Lichtsaum,  von  90° Spannweite  im  Horizonte, 
begränzt  nach  oben  das  dunkle  Nebelkreissegment. 

6  21,5  Scheitel  des  Lichtsaumes  senkrecht  unter  y  Ursae;  inzwi- 
schen steigen  verschiedene  weisse  Strahlen  auf. 

6  28/2  Beide  Enden  des  Lichtsaums  zeigen  Anschwellungen  von 
stärkerem  Lichte. 

Hierauf  bildet  sich  über  dem  Lichtsaum  eine  bogenförmige 
Reihe  von  gelben ,  langgezogenen  Lichtwolken ,  die  in  ihrer  Ge- 
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sammtheit,  und  unter  «ich  verbunden  gedacht,  nach  oben  in  1°— 2° 
Abstand  den  gewöhnlichen  Saum  des  Nebelsegmentes  concentrisch 
überwölben.  Um  6»  38"  besteht  dieser  obere  Bogen,  den  ich  B 
nennen  werde,  aus  4  hellen  Fragmenten.  Der  gewöhnliche,  untere 
Lichtsaum  heisse  A. 

6"  38n,5  Der  Scheitel  vnn  A  senkrecht  unter  t  d  Ursae.  Die 
Spannweite  vSn  B  im  Horizonte  mag  115°  betragen. 

6  42,5  Die  Licht  wölken  in  B  haben  sich  vereinigt  und  bilden 
jetzt  einen  mit  A  völlig  coocentrischen  regelmässigen  Bogen. 

6  43    B  berührt  %  Ursae.   Bei  *  x  Ursae  eine  Lichtwolke. 
6  46,5  B  zerfällt  wieder  in  3  lange  Licbtwolken. 
6  48,7  Unter  ß  Ursae  eine  neue  Licbtwolke. 
6  49,7  Scheitel  von  A  unter  £  Ursae. 

i 

6  52,5  ß  wieder  zusammenhängend,  aber  unregelmässig. 
6  53,5  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  ij  Ursae. 

6  55    B  besteht  wieder  aus  3  getrennten  Wolken. 

7  0,8  Von  B  ist  nur  noch  eine  Lichtwolke  unter  ö*  e  Ursae  übrig. 
7   3    A  verstärkt  östlich  und  westlich  sein  Licht. 

7   4    Neue  Lichtwolke  unter  y  ß  Ursae ;  B  wiederhergestellt  7"  6* 
7   8,5  B  berührt  fj  y  ß  Ursae. 

7    9,5  A  zeigt  senkrecht  unter  ty  Ursae  einen  Einschnitt. 

7  10,2  B  bildet  jetzt  einen  110°  umspannenden  glänzenden,  wel- 
leuförmig  gewundenen  Gürtel. 

7  11,7  A  zeigt  an  seinen  Enden  wieder  Anschwellungen  stärkeren 
Lichtes. 

7  12,7  B  und  A  unter  d  y  Bootis  sehr  glänzend. 

7  14,5  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  e  Ursae. 

7  16,0  Scheitel  von  A  senkrecht  unter  q>  Ursae. 

7  16,5  Augenblickliches  helles  Erglühen  des  Ostendes  von  B. 

7  17    B  erstreckt  sich  in  unregelmässiger  Krümmung  von  ij  Ursae 
bis  a  ß  Geminorura. 

7  19,1  B  zerfällt  wieder  in  3  getrennte  lange  Wolken. 

7  28,3  Scheitel  von  A  unter  o  Bootis.  (?) 

7  29,1  B  fast  plötzlich  verschwunden. 

7  32,5  A  reicht  von  v\  Herculis  bis  unter  v  Ursae. 

7  33,5  Von  B  keine  Spur  mehr. 

7  37,7  Eine  Lichtwolke  um  ß  Geminorura  augenblicklich  entstanden, 
7  38,0  verschwindet  plötzlich. 
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7  38",8»»  Neue  Lichtwolken  bei  ß  Herculis  und  *  ürsae  plötzlich 
entstanden. 

7  39,8  Die  letztere  erglüht  rasch  im  grönen  Lichte,  und  überstrahlt 
alles  Uebrige;  nach  15  Secunden  verschwindet  sie  momen- 
tan.  Inzwischen  haben  sich  Theile  von  B  wieder  ausgebildet 

* 

7  42,3  Neue  Lichtwolken  bei  p  und  ß  Bootis. 
7  43,6  Desgleichen  bei  i  %  Ursae;  augenblickliches  Auflodern  der 
ganzen  Lichtmaterie. 

7  44,3  Ebenvorher  verschwunden  hat  sich  B  fast  plötzlich  in  seiner 
frühem  Ausdehnung,  aber  mit  dunklen  Lucken ,  wiederher- 
gestellt. 

7  45,2  —46,5  Heller  Strahl  aus  B  aufsteigend. 

7  46,5  Glänzende  Lichtwolke  bei  «  Ophiuchi. 

7  48,5  Heller  Strahl  aus  B,  glänzender  als  ß  selbst. 

7  50,5  B  verschwindet,  A  höchst  regelmässig,  Scheitel  2°  westlich 
vom  Fusspunkte  eines  aus  17  ürsae  auf  A  gefällten  Per- 
pendikels. 

7  51,5  Grüne  Wolke  vor  a  Ophiuchi; 
7  52,4  verschwindet  schnell. 

7  54,0  A  sehr  bell  und  regelmässig,  Scheitel  senkrecht  unter  t\ 
Ursae. 

7  57,8  Lichtwoike  zwischen  a  Herculis  und  a  Ophiuchi. 

8  1,3  Scheitel  von  A  am  Orte  von  y  Bootis,  B  verschwunden. 
8  21    Ostende  von  A  unter  y  Ursae,  Westende  unter  e  Herculis. 

Von  nun  an  zeigte  sich  von  B  keine  Spur  mehr;  die  azimu- 
thale  Ausdehnung  von  A  blieb  lange  constaut.  Der  Lichtsaum  A 
verflacht  sich  dann  mehr  und  mehr  gegen  Osten,  wölbt  sich  stärker 
im  Westen;  er  sinkt  langsam  gegen  den  Horizont,  und  um  9u-35,n 
ist  Alles  verschwunden. 

Das  Nebelsegment  war  bestimmt  dunkler  als  der  Himmels- 
grund; durch  den  Contrast  kann  man  nicht  Alles  erklären.  Im 
Lichtsaum  A  bleiben  (im  Cometensucher)  die  Sterne  gut  sichtbar, 
selbst  noch  in  dem  oberen  Theile  des  Nebelsegmentes.  Die  Be- 
wegung der  gewöhnlichen  Strahlen  war  entschieden  von  Ost  nach 
West  gerichtet,  dabei  meist  ungewöhnlich  schnell,  mitunter  wie 
momentan  verzögert  und  behindert.  Das  Maximum  der  ganzen 
Erscheinung  fiel  zwischen  7  und  8  Uhr.  Bis  10«  Uhr  blieb  der 
Himmel  heiter;  dann  kamen  streifenförmige  Wolken  aus  West, 
Nord  und  Ost.  Es  fror  und  der  Wind  ging  stark  aus  Osten. 
Tags  darauf  war  der  Himmel  mit  schweren  Wolken  bedeckt.  Kein 
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Reif  war  sichtbar;  es  schien  Nachts  ein  wenig  geregnet  zuhaben. 
Die  Genfer  magnetischen  Beobachtungen  zeigen  nur  am  Morgen 
de«  18.  November  eine  Störung. 

November  21.  17  Uhr  =  November  22.  früh  5 Uhr  ist  nach 
der  Aussage  des  Herrn  Prof.  v.  Kiese  ein  beträchtliches  strah- 
len* erfendes  (und  rotbes  Nordlicht  zu  Bonn  sichtbar  gewesen.  Zu 
Genf  keine  magnetische  Störung. 

December  11.  Zu  Rolandseck  und  zu  Boun  sah  ich 
ungeachtet  des  Mondscheins  zwischen  10  und  18  Uhr  ein  bleiches 
strahlenwerfendes  Nordlicht. 

December  13.    Von  6— 11  Uhr  schwacher  Nordlichtschimmer. 

December  16.    11  Uhr,  dieselbe  Wahrnehmung. 

December  17.  Um  10° zeigte  sich  deutlich  der  matte  Schein 
des  Nordlichtes.  Nach  Mitternacht  war  der  nordliche  Himmel 
sehr  auffallend  hell.  Temperatur—  12°  R. 

1847. 

Januar  13.   (Bonn.)  Zweifelhafte  Spuren  des  Nordlichtes. 

Jauuar  14.  Viele  Stunden  lang  in  dieser  heitern  Nacht  er- 
schienen sehr  wechselnde  Gestalten  der  weissen  NordHcbtmaterie, 
ohne  je  in  die  normale  Phase  einzutreten.  Temp.  —  5°  R.  Wind 
aus  SO.  Am  nächsten  Morgen  fand  ich  im  magnetischen  Obser- 
vatorium die  Nadel  sehr  unruhig.  Ich  bemerke  noch,  dass  es  um 
8«  Uhr  den  Anschein  hatte,  als  wolle  sich  der  Lichtsaum  über 
einer  langst  vorhandenen  grünen  Nebelbank  bilden.  Durch  diesen 
eigentümlichen  Nebel  sah  ich  die  Sterne  bis  zu  wenigen  Graden 
Höbe  über  dem  Horizonte.  Die  hellen  und  mannigfaltigen  Gebilde 
übertrafen  an  Licht  den  Zodiakalschein,  und  machten  ihn  zuletzt 
ganz  unkenntlich,  wo  sie  ihn  westlich  berührten. 

März  17.   (Eutin.)  Weisses  Nordlicht.  (Briefl.  Mitth.) 

Oktober  14.  (Bonn.)  Es  lagerte  gegen  9»  fast  unbeweglich 
eine  graue  sehr  durchsichtige  Nebelbank  im  Norden,  die  aber  doch 
mit  dem  Nebelsegmente  des  Nordlichtes  nicht  wohl  verglichen 
werden  konnte;  sie  trübte  die  dortigen  Sterne,  und  die  grössern 
erschienen  umgeben  von  kleinen  Höfen.  Gegen  Mitternacht  wurden 
die  dem  Pole  des  Himmels  nahen  Regionen  stark  phosphorisch 
glänzend,  weiss  und  heller  als  die  Milcbstrasse  im  Schwan.  Die 
Dauer  dieser  auffallenden  Beleuchtung  war  von  11»  bis  13».  Die 
Nacht  blieb  klar;  Wind  O.  und  SO.  Am  Morgen  des  15.  October 
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überzogen  jene  merkwürdigen  ^irrusgebilde  den  Himmel,  die, 
ausgebend  von  2  Punkten  an  entgegengesetzten  Orten  des  Hori- 
zontes, die  sichtbare  Haemisphäre  als  grösste  Kreise  umspannen. 
Der  eine  Ausgangspunkt  lag  WNW.,  noch  viele  Grade  «restlich 
vom  magnetischen  Meridiane. 

November  2.  Um  7»  zeigt  sich  das  Segment  eines  Nord- 
lichts mit  schwach  entwickeltem  Lichtsaume.  Es  wechselte  oft  in 
seiner  nur  geringen  Intensität,  ohne  sich  auszubilden.  Aber  schon 
in  Aachen,  9  Meilen  NW.  von  Bonn,  worde  von  Heis  ei» 
grosses  und  schönes  Nordlicht  beobachtet   (Briefl  Mitth.) 

November  19.  Ungeachtet  des  hejlen  Mondscheines  sab 
ich  die  tiefe  Rothe  des  Nordlichts,  die  in  wolkenartigen  von  O.— W. 
bewegten  Massen  häufig  ihre  Intensität  veränderte.  Es  hatte  oft 
den  Anschein,  als  stiegen  rothe  Dampfmassen  büschelförmig  aus 
den  Nebeln  des  Horizonts,  doch  kamen  die  gewöhnlichen  Strahlen 
nicht  zum  Vorschein.  Temp. — 2°R.  Am  nächsten  Morgen  war 
der  Himmel  noch  heiter;  im  Norden  lag  eine  Wolkenbank,  und 
hoch  darüber  ein  Bogen  der  feinsten  Cirri. 

December  8.  Zwischen  6"  und  7»  zeigten  sich  die  unver- 
kennbaren Anzeichen  des  Nordlichtes;  durch  andere  Beobachtun- 
gen war  ich  verhindert,  seine  Entwicklung  zu  verfolgen.  Arge- 
lander  hat  zwischen  10*  und  11»  die  Entstehung  des  Lichtsaumes 
gesehen,  und  2  Azimuthe  seines  Scheitels  bestimmt. 

December  10.   Schwache  aber  bestimmte  Spuren  des  Nord 
lichtes. 

December  17.  Unter  allen  Nordlichtern,  die  ich  gesehen 
habe,  war  dies  eins  der  grössten  und  prachtvollsten;  wie  weit  sich 
seine  Sichtbarkeit  erstreckte,  ist  mir  nicht  bekannt  geworden,  und 
ich  kann  nur  angeben,  dass  es  auch  zu  Eutin  in  Holstein  im 
grössten  Glänze  sich  zeigte.  Der  Himmel  war  in  dieser  Nacht 
bei  starkem  Mondschein  Anfangs  sehr  heiter.  Um  5}9U  gewahrte 
ich  (Sternwarte  zu  Bonn)  gegen  Norden  die  graue,  charakteristi- 
sche, noch  ziemlich  formlose  Nebelmasse,  und  gleich  darauf  ent- 
wickelte sich  der  grosse  hellgelbe  Lichtsaum,  der  im  Nordpunkte 
des  Himmels  beginnend,  bis  fast  gegen  Westen  nahe  90°  im  Ho- 
rizont umspannte;  sein  Scheitel  lag  noch  5°  unter  tf  Ursae.  Um 
die  Lage  des  Scheitels  vom  Lichtsaume  gegen  die  Lage  des 
magnetischen  Meridians  zu  ermitteln  (die  sieb  leicht  berechnen 
lässt),  machte  ich  zunächst  folgende  Beobachtungen. 
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Uro  5«  40*  Scheitel  des  Licbtsaume  senkrecht  unter  n  Ursae. 

5    4&  >»  »»  ,»  »  n       £  »» 

5    ^  »»  »»  »♦  »»  m       1/  II 

5  50  „  „  „  (3°  westlich)  „  tj  „ 
5  51  »  m  „  (7°  westlich)  i?  „ 
5  63       „       „        „  „         „     <y  Herculis. 

Um  5«  59«  zeigte  sich  der  erste  rothe  Strahl  westlich,  und 
zugleich  bekam  der  Lichtsaum  an  seiner  obern  Krümmung  3  Ein- 
biegungen, so  das«  zugleich  der  Östliche  Theil  am  meisten  auf- 
ragte.   Der  Scheitel  dieses  Tbeiles  lag  um 

5"  6lm  senkrecht  unter  g  Ursae, 
5   55        „  .,   n  „ 

Um  6»  !•»  bildete  sich  im  Lichtsaume  senkrecht  unter  y  Ursae 
horizontale  dunkle  Spalte;  es  hatte  bald  den  Anschein,  als 
schöbe  sich  der  belle  Ostliche  Theil  des  Saumes  über  den  licht- 
scbwächern  westlichen  bin. 

Um  6»  131"  erschien  der  zweite  Strahl,  er  war  weiss  und  zog 
über  l  und  17  Draconis;  um  6"  15"  der  dritte  von  ^  Ursae  bis  y 
Ursae  minoris.  In  14  Minuten  hatte  sich  der  Bogen  in  2  über- 
einanderliegende conceutrische  Licbtsaume  gespalten;  dies  ist  das 
dritteraal  dass  ich  die  merkwürdige  Erscheinung  sab,  von  jler  ich 
nie  eine  Beschreibung  gelesen  habe. 

Ich  merkte  nun,  wie  beide  Säume  von  Osten  her  gewisser- 
niaassen  erzeugt  würden,  oder  vielleicht  richtiger,  stets  neuen 
Zuwachs  an  leuchtender  Materie  erhielten,  und  allemal,  wenn  sich 
eine  neue  wellenförmige  Einbucht  gebildet  hatte,  merkwürdige 
Bewegungen  hatten,  so  dass  es  schien,  als  rücke  der  Ostliche 
Theil  des  höhern  Saums  gegen  den  tiefern,  über  diesen  theilweis 
sich  hinschiebend.    Der  Östliche  Fuss  des  grosseren  Saumes 
lehnte  sich  gegen  eine  Wolkenbank.   Nachdem  ich  die  Umwand- 
lungen der  Lichtbogen,  das  Aufsteigen  matter,  in  der  Mitte  weiss, 
westlich  roth  gefärbter  Strahlen  noch  eine  Weile  beobachtet  hatte, 
ging  ich  in  das  magnetische  Observatorium;  es  war  6«  40«.  Bei 
dem  ersten  Blicke  durch  das  Fernrohr  des  Gaussi  sehen  Appa- 
rates sah  ich  den  Magneten  sehr  grosse  (10  Centira.)  Oscitlationen 
beschreiben,  und  gleich  darauf  v  er  Hess  er  in  heftiger  Bewegung 
das  Gesichtsfeld  gänzlich,  um  hernach  auf  der  andern  Seite  wieder 
zu  verschwinden.    Mit  Mühe  konnte  die  Beweguog  beruhigt  wer- 
den; ich  vermutbete  sogleich,  dass  das  Nordlicht  zugenommen 
haben  müsse.    Hinaustretend  ins  Freie,  sah  ich  den  ganzen  Nord- 
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himmel  im  glänzendsten  Roth  erglühen;  ganz  westlich,  imCygnusund 
Aquila  standen  5,  20°  hohe  blutbrothe schräge  Säulen,  im  Nordosten 
5  andere,  senkrechte.  Der  ganze  Raum  zwischen  den  erwähnten 
westlichen  und  östlichen  Säulen  war  dampfahnlich,  gescheckt,  und 
stflckweis  wie.  durch  glühende  Nebel  schimmerten  die  weissen 
Fragmente  des  Lichtsaumes  hindurch,  dessen  Scheitel  die  Höhe 
von  £  Ursae  (aber  nicht  dessen  Azimuth)  erreichte.  Die  Rothe 
selbst  reichte  bis  zum  Zenitb.  Jetzt  kehrte  ich  zum  magnetischen 
Apparate  zurück;  der  Magnet  war  nicht  zu  beruhigen;  erst  um 
6»  47"*  konnte  die  erste  rohe  Beobachtung  versucht  werden.  Bis 
6»  59"*  als  der  Magnet  wieder  das  Gesichtsfeld  verliess  (er  be- 
schrieb 16  Centim.)  hatte  sich  das  Nordlicht  nicht  besonders  ver- 
ändert. *)  Um  7U  &my5  bilden  sich  zahlreiche  weisse  Strahlen ;  einer 
von  ihnen  war  krumm. 

7»  15«  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

7   25   Es  bildet  sich  ein  ganz  neuer  Lichtsaum. 

7  29   Eine  schwache  Rothe  tritt  wieder  hervor. 

7  33   Westlich  schwache  weisse  Streifen. 

7  35   Alles  verschwunden,  kleines  Gewölk  im  NW. 

7  42,5  Die  Rothe  zeigt  sich  wieder  im  Drachen. 

7   52   Viel  kleine   zerstreute    graue  Wölkeben   mit  seitlichem 
rotheu  Schimmer. 

7  57  'Wieder  eine  schwache  Röthe  sichtbar. 

8  0   Die  Röthe  verschwindet;  im  Norden  bleibt  nebst  den  klei- 

nen Wölkchen  eine  allgemeine  Helligkeit. 

Jetzt  war  das  eigentliche  Nordlicht  zu  Ende;  jedoch  in  der 
Erinnerung  an  frühere  Beobachtungen  in  Holstein,  bei  denen  ich 
mit  Verwunderung  das  Entstehen  buntgelarbter  Cirruswolken  aus 
dem  Nordlichte  beobachtet  hatte,  beschloss  ich,  einen  Theil  der 
Nacht  den  weitern  Verlauf  der  Erscheinung  zu  verfolgen. 

Um  10"  stand  von  N.  bis  NO.  eine  3° — 4°  hohe  graue,  oben 
scharf  begränzte  Bank,  in  der  keine  Sterne  sichtbar  waren,  und 
deren  wolkenartige  Natur  ausser  Zweifel  stand.  Bald  darauf 
strahlte  unter  Ursa  streifenartig  wieder  ein  rothes  Licht  aus,  und 
nun  begannen  die  wunderbaren  Cirrusbildungen ,  die  plötzlich  am 
sternenhellen  Himmel  entstanden,  ohne  dass  man  sagen  konnte, 
von  woher  sie  gezogen  kamen.  Ein  sturmähnlicher  Wind  ging  au» 
SO.   Die  Cirri  zogen  von  SW.— NO.  und  nahmen  mehr  und  meh* 


*)  Vergl.  die  magnetischen  Beobachtungen  am  Schltuse  diese 
Aufiwtze». 
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überhand.  Sie  schienen  sieh  im  Zenith  zu  bilden.  Kurz  vor  11" 
entstand  im  NO.  ein  dampfförmige»  Gebilde,  welches  phosphorisch 
leuchtend  abwechselnd  verschwand  und  wieder  erschien,  und 
seinen  Ort  nicht  veränderte.  Bald  war  ein  grosser  Theil  des 
Himmels  mit  federartigem  Stratu»  überzogen,  der  im  Nordhorizonte 
radial  auslief,  und  im  Zenith  mit  flammenartigen  Aesten  endete. 
Dieser  Stratus  verschwand  sehr  rasch,  und  unmittelbar  darauf 
nahm  zusehends  der  Cirrostratus  so  überhand,  dass  bald  der 
ganze  Himmel  bedeckt  wurde.  Um  11J"  hatte  sich  das  Gewulk 
zu  curaulusformigen  Massen  ausgebildet,  die  aus  SW.  zogen.  Um 
Mitternacht  gewahrte  ich  einen  nordöstlich  aufsteigenden ,  30°  ge- 
neigten balkenförmigen  Streifen,  höchst  intensiv  durch  die  Wolken 
und  deren  Lücken  durchscheinend,  phospborisch  grüngelb,  der, 
Höhe  und  Azimuth  merklich  ändernd,  um  13»  wegen  zunehmender 
Trübung  des  Himmels  verschwand.  Er  bewegte  sich  mit  den 
Sternen  gegen  die  Richtung  der  Cumuli.  Jener  Streif  war  weder 
eine  Wolke,  noch  ein  gewöhnlicher  Nordlichtstrahl;  er  gehört  in 
die  Klasse  der  noch  unerklärten  sehr  seltenen  Erscheinungen, 
eben  so  wie  die  vom  3.  Dec.  1845.  Temp.  um  8«,5  Ab.=+0°,2  R. 
Der  folgende  Tag  (Dec.  18.)  sehr  heiter.  Temp.  um  9"  früh  —2° 
R.   Mittags  befand  sich  der  Magnet  noch  in  grosser  Unruhe. 

Zu  Eutin  ward  das  Nordlicht  am  17.,  18.,  19.  und  20.  De- 
cember  gesehen. 

December  20.  Als  sich  zwischen  5"  und  6"  Abends  gegen 
Norden  die  Cirruswolken  zertheilten,  gewahrte  ich  alsbald  unge- 
achtet des  Vollmondscheines  verschiedene  bleiche  Strahlen,  welche 
sich  rasch  von  O.  —  W.  bewegten.  Um  6"  entstand  eine  recht 
intensive  Küthe,  und  über  den  tiefstebenden,  vom  Monde  beleuch- 
teten Wolken  im  Norden  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes.  Nach 
meiner  Beobachtung  Mittags,  und  der  des  Herrn  Prof.  v.  Riese 
Abends,  machte  der  Magnet  ausserordentliche  Schwingungen. 
Selbst  an  diesem  Morgen  vor  Sonnenaufgang  sah  Herr  v.  Riese 
noch  die  Rothe  des  Nordlichts. 

1848. 

Januar  28.  (Bonn.)  Bei  sehr  heiterrn  Himmel  sah  ich  nach 
Mitternacht,  als  der  abnehmende  Mond  bereits  aufgegangen  war, 
ein  ausgezeichnet  schönes  Nordlicht,  welches  indessen  dem  vom 
17.  Dec.  nicht  gleich  kam.  Schon  zwischen  6«  und  7«  Abends 
merkte  ich  die  Spuren  des  Polarlichts  zwischen  den  Dunstmassen 
im  Norden;  eine  allgemeine,  mitunter  schwach  gestreifte  Helligkeit 
erhielt  sich  fast  unverändert  bis  13«.    Um  13«  36"  entwickelte  sich 


94  Schmidt:  Beubachlun§en  ton  Sordlichtern 

uleichzeitig  im  Taurus  und  in  der  Cassiopea  die  bekannte  Rothe. 
Das  graue  Nebelsegment  im  Norden  umspannte  60°  im  Horizont, 
und  war  im  Scheitel  gegen  2\°  hoch,  sehr  dunkel,  und  verlor  sich 
nach  oben  mit  einem  grünlich  gelben,  sehr  verwaschenen  Licht- 
saume in  den  Himmelsgrund,  ähnlich  der  Morgendämmerung.  Jetzt 
begann  das  Strahlen  werfen.  Die  Lichtsäulen  entstanden  auf  dem 
Rande  der  stark  gezackten  dunklen  Nebelbank;  aber  Dec.  17. 
setzten  sie  abwärts  durch  bis  auf  den  Horizont,  und 
erschienen  im  Bezirke  des  Segmentes  wie  durch  einen 
Schleier  gesehen.  (Diese  Anmerkung  findet  sich  nicht  in  meinem 
Manuscripte  über  das  Nordlicht  des  17.  Dec. ;  wohl  aber  in  dem 
tiber  die  Erscheinung  des  28.  Januar  1848,  bei  welcher  ich  mich 
dieser  seltenen  Beobachtung  vom  17.  Dec.  erinnert  haben  miiss.) 
Unten  waren  die  Lichtsäulen  grünlich  weiss,  sie  wurden  aber 
schon  roth,  wie  sie  bis  zur  Höhe  der  Sterne  im  Perseus  und  in 
der  Cassiopea  emporstiegen.  Die  weitverbreitete  Gluthfarbe  lag 
im  Maximo  25°  hoch,  im  Westen  und  NNW.  senkte  sie  sich  bis 
zum  Horizonte  herab.  Die  sehr  häufigen  Strahlen  erreichten  kaum 
25°  Hohe,  nur  ein  östlicher  Strahl  stieg  bis  40".  In  der  gesamm- 
ten  Lichtmasse  wst  nur  die  eine  Tendenz  der  Bewegung  von 
Westen  nach  Osten,  nicht  wie  ich  wenigstens  es  immer  ge- 
sehen habe,  von  Osten  nach  Westen ;  selbst  der  Lichtsaum  hatte 
diese  Bewegung  mit  den  Strahlen  und  mit  dem  rothen  Gewötke. 
Um  14u  überschritt  das  Ostende  des  Nordlichts  den  astronomischen 
Nordpunkt  des  Horizontes  mit  einem  höchst  prachtvollen  roth  und 
weissen  Lichtstreifen.  Um  14"  15m  sah  ich  die  letzte  Rothe  ver- 
schwinden.  Der  Wind  stand  heftig  aus  Osten;  Temp. — 5°,2R. 

Februar  21.  Schon  am  Tage  verrieth  sich  das  Nordlicht 
dureh  starke  Schwingungen  des  Magneten.  Der  Himmel  war  sehr 
bedeckt,  und  wo  auch  die  dichten  Wolken  fehlten,  zeigte  sich  ein 
trüber  grauer  Dunst  Um  7«  sah  man  nur  einzelne  der  hellen 
Sterne,  zugleich  aber  den  ausserordentlichen  Glutbschein  des  Po- 
larlichtes. Im  Norden  waren  die  Wolken  cumulusartig,  ganz 
dunkel,  und  auf  dem  feuerfarbigen  Hintergrunde  scharf  hervorge- 
hoben. Das  rothe  Licht  schien  zuweilen  das  Gewölk  nicht  bloss 
seitlich  zu  erleuchten  oder  durch  die  Dünste  in  den  Zwischen- 
räumen durchzuschimmern,  sondern  das  Innere  aller  Gewölkaasseti 
vollständig  zu  durchdringen,  als  seien  diese  selbstleuchtend.  Als 
tiefer  gegen  den  Horizont  ein  Riss  in  den  Wolken  entstand,  ge- 
wahrte ich  das  höchst  intensive  Grüngelb  des  Lichtsaumes.  Um 
7"  20m  war  die  asimuthale  Dimension  des  Nordlichts  gegen  100° 
(«  Andromedae  —  ij  Ursae);  15m  früher  stieg  die  Rothe  bis  10° 
Anstand  vom  Zenit h  gegen  Norden.   Erst  um  7U  27«*  durchbrach 
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ein  herrlicher,  roth  und  weisser  Strahl  das  dichte  Dünstige  wölk ; 
er  blieb  lange  sichtbar,  erhob  sich  bis  50°  und  bewegte  sich  be- 
stimmt von  ü.— W.  Kur«  vor  8»  lag  das  Centrum  des  Polarlich- 
te« 10°  Nord  zu  Ost.  Temperatur  =  +  2°,4  R.  Die  Intensität 
dieses  Nordlichtes  war  so  gross,  dass  ungeachtet  des  fast  völlig 
bedeckten  Himmels  die  benachbarten  Gebäude  wie  von  der  Mor- 
gendämmerung beleuchtet  erschienen  und  dass  ich  grossen  Titel- 
druck lesen  konnte.  Am  Mittage  des  22.  Februar  hatte  sich  der 
Magnet  bereits  beruhigt.  Auch  zu  Genf  hat  man  das  Nordlicht 
beobachtet. 

März  7.  Die  ungewöhnliche  Helligkeit  in  einer  Wolkeuspalte 
liess  mich  eiu  Nordlicht  vermuthen. 

März  19.  Ein  sehr  ausgebreitetes  Nordlicht  gewahrte  ich, 
während  ich  in  dieser  Nacht  mit  der  Beobachtung  einer  totalen 
Monjlßnsterniss  beschäftigt  war.  Im  Norden  lag  (bei  sonst  nebli- 
gem, zum  Theil  halb  heiterein  Himmel)  eine  6°  hohe  schwarze  Wol- 
kenbank. Um  S\  Uhr  entwickelte  sich  gelbrothes Licht  und  schwaches 
Strablenwerfen.  Ein  Strahl  wenigstens  hatte  eine  Bewegung  von 
W.  —  O.   Ich  habe  die  Erscheinung  nur  wenig  beobachtet. 

October  19.  Ein  grosser  Nordlichtstrahl  war  ungeachtet  der 
dicken  Nebel  sichtbar.  Er  war  35°  hoch  und  leuchtete  einige 
Minuten.    Bewegung  O.— W. 

October  22.  Ein  zwar  kleines,  aber  sehr  schönes  Nordlicht, 
wf  welches  ich  erst  durch  Argelander  aufmerksam  gemacht  wurde. 
Um  llu  sammelten  sich  im  NW.  lange  graue  Nebelstreifen,  die 
eine  sehr  dunkle  Wolkenbank  von  5°  Hnhe  bildeten.  Um  Iii" 
leuchtete  plötzlich  das  Roth  auf.  Dann  stiegen  aus  carminrothen 
Lichtmassen  sechs  weisse  Säulen  empor,  die,  sehr  schnell  er- 
löschend, sich  von  O.  — W.  bewegten.  Ihre  Hübe  ging  nicht  Über 
15°.  Das  Strablenwerfen  war  bald  vorüber.  Ende  der  Erschei- 
nung gegen  13». 

October  23.  Abermals  bei  zum  grössten  Theile sehr  heiterem 
Himmel  erschien  zu  Bonn  (und  zu  Aachen)  ein  schönes  Nord- 
licht, welches  in  seiner  langen  Dauer  4  bis  5  Mal  seine  Intensität 
sehr  reränderte.  Gleich  am  Ende  der  Dämmerung  ward  es  sicht- 
bar. Zwischen  Nebelstreifen  (ganz  wie  Od  22.)  im  Norden ,  die 
sich  mehr  und  mehr  zu  einer  schwarzen  Wolkenbank  zusammen- 
zogen, erschien  die  gelbliche  Helligkeit,  allmalig  sich  verstärkend, 
bis  um  8"  3*2m  die  ersten  weissen  Strahlen  mit  rothen  Spitzen 
aufstiegen.  Die  Bewegung  dieser  war  langsam  von  O.  —  W.f  wenn« 
gleich  es  schien,  dass  ein  oder  zwei  Mal  das  Gegentheil  vorkam. 
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Um  9»  verwandelte  eich  die  gelbliche  Helle  in  Carroinrotb,  trat 
aber  bald  in  das  Trübere  Stadium  zurück.  Um  Iii»  strahlte  das 
Nordlicht  in  bedeutenden  Dimensionen  wieder  auf,  anfangs  mit 
vielem  Roth,  dann  grünlichweiss  und  gelb.  Um  15«  (3  Uhr  früh) 
war  Alles  erloschen.  Der  Himmel  bedeckte  sich  mit  Nebeldfin- 
sten.  Am  andern  Morgen  zeigte  der  zum  Theil  klare  Himmel  viele 
Cirri.   Mittags  ganz  trübe. 

October  24.  Um  11»  deutete  die  Helligkeit  zwischen  Wol- 
ken im  Norden  wieder  auf  das  Polarlicht. 

October  25.  Fast  die  ganze  Nacht  hindurch  war  der  Nord- 
himmel merklich  erleuchtet. 

October  26.  Von  Abends  r>  bis  Nachts  14"  sah  ich  die 
Spuren  des  Nordlichts ;  um  10»  5m  schwaches  Strahlenwerfen  im 
Hercules. 

-• 

October  28.  An  diesem  Tage  Mittags  zeigten  sieb  ganz 
ausserordentliche  Erscheinungen  an  den  Wolken  in  der  Nähe  der 
Sonne,  die  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  umständlich  zu  be- 
schreiben für  nützlich  halte.  Abends  zwischen  8**  und  13"  lag 
wieder  eine  bedeutende  Helligkeit  im  Norden,  welche  sehr  oft 
ihr  Azimuth  veränderte.  Es  kam  nicht  zum  Strahlenwerfen,  wobl 
aber  ein  paar  Male  zum  schwachen  Erglühen,  zur  Entwickeluog 
der  Rothe.  Nach  Mitternacht  lag  das  Centrum  des  Lichtes  Nord 
zu  Ost  um  v  und  £  Ursae. 

O  ctober  30.  Sehr  brillante  Fragmente  des  Nordlichtes  glänz- 
ten in  Zwischenräumen  von  Wolken,  die  vor  13»  geregnet  hatten; 
das  orangefarbige  Licht  war  so  hell,  dass  ich  grosse  Schrift  da- 
rin lesen  konnte  und  dass  ich  im  Zimmer  die  Schatten  der  Fen- 
stersprossen sah.  Die  Erscheinung  musste  sehr  ausgedehnt  sein. 
Dem  Anblicke  nach  lag  der  Sitz  des  Lichtes  bestimmt  über  den 
Wolken.  Um  13tt  war  das  Centrum  des  Lichtes  etwa  7°  Nord  zu 
Ost.   Temp.  +  9»,6  R. 

November  19.  Der  bewölkte  Himmel  verhinderte  es,  die 
Einzelheiten  des  rotben,  gewiss  ansehnlichen  Nordlichtes  zu  beob- 
achten.  Auch  in  Genf  war  es  sichtbar. 

November  21.  Zwischen  7U  und  lltt  war  die  Helligkeit  des 
Nordlichts  ungeachtet  des  sehr  bedeckten  Himmels  deutlich  be- 
merkbar. Gegen  II"  klärte  sieb  die  Luft  von  Süden,  her,  und  alles 
Gewölk  lagerte  sich  nördlich  in  Gestalt  einer  langen  dunkeln  Bank, 
die  zu  dem  gelbrothen,  nicht  strahlen  werfenden  Scheine  des  Nord- 
lichts einen  sehr  auffallenden  Contrast  bildete.    Gegen  14"  nahm 
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die  Intensität  so  zu,  das»  ich  in  meinem  Zimmer  deutlich  die 
Schatten  der  Fenstersprossen  erkennen  konnte. 

■ 

November  22.  Abermals  unverkennbare  Spuren  des  Nordlichts. 

1849. 

Februar  22*  (Bonn.)  Während  eines  grossen  Unwetters  und 
Sturmes  sah  man  an  vielen  Orten  der  Rheinprovinz  ein  helles  rothes 
Nordlicht,  auch  hei  Cöln  das  St.  Elmsfeuer.  Erst  um  11»  Abends 
bemerkte  ich  die  Gluthröthe  im  Norden.  Februar  23.  und  24. 
waren  Nachts  die  Zwischenräume  der  Wolken  im  Norden  sehr  erhellt. 

Februar  25.  Nach  12"  war  der  Himmel  bei  grosser  Klar- 
heit so  hell  wie  eine  Juninacht  unter  dem  54sten  Grade  der  Breite. 

Februar  27.  Ein  schönes  Nordlicht,  dessen  Anfang  ich  nicht 
bemerkte,  sah  ich  erst  gegen  74«,  als  bereits  rothe  Strahlen  sich 
durch  das  Sternbild  des  Drachen  ausgebreitet  hatten*  Eine  ge- 
wöhnliche, 7°— 8°  höbe,  mehrfach  unterbrochene  Wolkenbank  lag 
im  Norden;  sie  verdeckte  das  Nebelsegment,  und  nur  in  einzelnen 
Stücken  blickte  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes  hindurch.  Jene 
Wolkenbank  bildete  also  einen  zerrissenen  Vorbang,  hinter  wel- 
chem das  Licht  emporstieg.  Die  Strahlen  waren  unten  weiss, 
oben  roth;  oft  erschienen  acht  zugleich,  oben  sich  in  die  allge- 
meine Rothe  verlierend.  Gegen  8"  verschwand  Alles.  Die  Ge- 
sammtbewcgung,  namentlich  die  der  Strahlen,  ging  von  O.  —  W. 
Die  grösste  Hohe  erreichte  um  7"  40m  ein  rother  Strahl,  der  bis 
ß  Cassiopeae  aufschoss. 

September  27.  Es  zeigen  sich  mitunter  Lufterscheinungen, 
die  den  Beobachter  in  Zweifel  darüber  lassen,  zu  welcher  Klasse 
er  dieselben  zu  rechnen  habe.  Diese  Nacht  gab  dafür  folgendes 
Beispiel.  Zwischen  8"  und  II41  lag  von  SO.  bis  NW.  ein  matter 
Bogen  am  Himmel,  der  in  seinem  Scheitel  kaum  die  Elevation 
von  t  PerseT  erreichte  (8^u).  Anfangs  hatte  er  zwischen  g  und  o 
Ur**ae  die  grösste  Intensität,  war  weissgelb  und  glich  ganz  einem 
von  dem  Monde  beleuchteten  Nebelstreifen.  In  seinen  höchsten 
Theiien  war  er  sehr  matt,  nahm  aber  gegen  SO.  im  Cetus  wieder 
an  Helligkeit  zu.  Nebelstreifen  pflegen  nicht  3  Stunden  lang  nahe 
am  selben  Orte  zu  verharren,  wenn  sie  (ftir  den  Standort  des 
Beobachters)  eine  hohe  Lage  am  Himmel  haben.  Aus  folgenden 
Zahlen  wird  man  immer  noch  die  Neigung  jenes  Streifens  gegen 
den  magnetischen  Meridian  berechnen  können,  indem  ich  für  be- 
liebige Punkte  die  geraden  Aufsteigungen  =  AR.  und  die  Declina- 
tionen  ==  D.  bestimmte. 
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Um  8»  50™  ra.  Z. 


AR.  D. 

AR.  D. 

174°  +  49° 

90°  +  58° 

160+56 

80+54 

150+59 

70+60 

140+60 

60+43 

130  +  61 

50+36 

120  +  61,5 

40+25 

110  +  61 

30  -  1 

100+60 

Der  Bogen  senkte  sich  später  gegen  den  Nordhorizont  und  löste 
sich  in  Nebelstreifen  anf. 

Oc  tob  er  22.  Schon  um  6i«  sah  man  bei  Mondschein  den 
Anfang  des  Polarlichtes  gerade  im  Norden ;  eine  allgemeine  gelbe 
Helligkeit  wechselte  mitunter  die  Intensität,  bis  sich  um  7\u  deut- 
lich die  mit  dem  Lichtsaume  versehene  Nebelbank  ausbildete; 
einzelne  streifenförmige  Wolken  zogen  sich  von  Westen  her  gegen 
diesen  Punkt  zusammen.  Alles  Licht  bewegte  sich  von  O. — W. 
Nachdem  die  Luft  sich  einige  Male  getrübt  hatte,  kam  das  Nord- 
licht um  9"  plötzlich  zu  voller  Entwickelung.  Sehr  schnell  schös- 
sen acht  bis  zehn  hohe  und  breite  Strahlen  aus  dem  stark  vom 
grünen  Lichte  erhellten  Tbeile  des  Horizonts  auf,  dessen  Region 
jetzt,  an  der  Stelle  des  Segmentes,  mit  einer  Menge  fasriger 
Nebelwolken  überzogen  war.  Die  Bewegung  der  Strahlen  war 
rasch  von  O. — W. ;  auch  erloschen  sie  sehr  schnell;  im  Drachen 
zogen  sie  durch  carminroth  gefärbten  Dunst.  Auch  das  gewöhn- 
liche Gewölk  ward  (östlich)  einige  Minuten  lang  roth,  als  wenn 
das  hinter  und  höher  stehende  Nordlicht  die  ganze  Masse  der 
Wolken  durchdrungen  und  durchscheinend  gemacht  hätte.  Um 
Qu  20™  nahm  die  Erscheinung  ab,  doch  bemerkte  ich  schwache 
Spuren  noch  nach  Mitternacht.  Am  23.  Vormittags  war  der  Him- 
mel bedeckt. 

October  23.  Um  10»  verkündete  der  gelbrotbe  Schein  in 
einer  Wolkenspalte  wieder  ein  Nordlicht. 

October  24.  Sehr  heiterer  Himmel,  nur  schwache  Spuren 
des  Nordlichts. 

November  5.   Sehr  schwache  Anzeichen  des  Nordlichts. 

November  19.  Allgemeine  Helligkeit  am  nordlichen  Him- 
mel zwischen  7«  und  13« ;  einmal  schwache  Streifen.  Bewegung 
der  einzelnen  Theile  des  Nordlichtes  stets  voo  O.— W. 
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1860. 

Juni  13.  (Bonn.)  In  dieser  Nacht  sah  ich  zum  ersten  Male 
ein  Nordlicht  im  Sommer.  Schon  vor  Mitternacht  fiel  es  mir 
auf,  dass  der  nächtliche  Dämmerungsbogen  so  weit  gegen  Westen 
sieb  ausdebute.  Cm  12u  15"*,  als  das  Centrum  des  Däiumerungs- 
bogens  schon  etwas  Nord  zu  Ost  liegen  musste,  stand  die  griisste 
Helligkeit  nicht  nur  im  NW.  (unter  Ursa  major),  sondern  es  stie- 
gen ganz  deutliche  weissschimraernde  Strahlen  40°  hoch,  bis  zur 
Höhe  von  ß  Crsae  major  empor;  andere  erschienen  mehr  nörd- 
lich von  der  Gegend  des  Auriga  her.  Unten  verloren  sich  die 
Streifen  in  der  Dämmerung,  aber  nach  oben  waren  sie  so  deut- 
lich, dass  ich  leicht  ihre  von  O.  —  W.  gerichtete  Bewegung  erkannte. 

September  13.  (Hamburg.)  Um  84»  bemerkte  ich  über 
einer  gewöhnlichen  Wolkenbatik  im  Norden  ein  schwaches  rothes 
Polarlicht;  Strahlen  erschienen  nicht. 

Octoberl.  (Hamburg.)  Grosses  Nordlicht,  von  mir  nicht 
beobachtet. 

October  2.  (Hamburg.)  Gegen  72»  sah  ich  im  NW.  ein 
sehr  schönes  und  bedeutendes  Nordlicht.  Ueber  dem  grossen, 
sehr  ausgedehnten  Lichtsaume  standen  gelbe  und  grünliche  Licht- 
säulen, die  sieb  bis  zur  scheinbaren  Höhe  von  %  und  X  Draconis 
erhöhen.  Westlich  hatte  sich  carminrotbes  Licht  gewissermassen 
schichtenweise  abgelagert.  Die  Bewegung  der  Nordlichtmaterie 
war  von  O.  —  W.  gerichtet.  Ich  war  verhindert,  eine  genaue  und 
anhaltende  Beobachtung  anzustellen.  Zwischen  11  und  12»  ent- 
wickelte sich  das  Phänomen  zum  zweiten  Male  sehr  prachtvoll. 
Der  Morgen  darauf  war  trübe  und  neblicht. 

October  3.  (Hamburg.)  Durch  Wolkenspalten  schien  wie- 
der die  Helligkeit  des  Nordlichtes. 

1851. 

Februar  2.  (Bonn.)  Abends  sind  stundenlang  die  Spuren 
•les  Nordlichts  erkennbar  in  weissgelblichen  scblechtbegränzten 
Nebetmassen,  die  zuweilen  bogenförmige  Gestalten  annahmen. 
Ueberhaupt  war  der  Himmel  bei  aller  Klarheit  merkwürdig  erhellt. 

October  2.  (Bonn.)  Nach  10»  beobachtete  ich  ein  rothes 
Nordlicht  mit  schönen  rothen  Strahlen,  bei  dem  das  Nebelseg- 
nent  und  der  Saum  fehlte. 

October  18.  (Bonn.)  Zwischen  8»  und  9»  ein  strahlen  wer- 
fendes Nordlicht. 

7» 
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1852. 


Januar  19.  (Bonn.)  Vor  Mitternacht  ein  schwache«  strah- 
lenloses  Nordlicht. 

Februar  19.  (Bonn.)  Von  6U  bis  15tt  leuchtete  ein  ausser- 
ordentliches Nordlicht,  welches  in  Hinsicht  seiner  Pracht  und  des 
Reichwimms  seiner  beweglichen  Gestalten  von  keinem  der  früher 
beobachteten  übertroffen  wurde.  Leider  war  ich  verhindert,  der 
grossen  Erscheinung  meine  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Auch 
zu  Eutin  in  Holstein  hat  man  das  Nordlicht  gesehen. 


März  26.  (Bonn.)  Zwischen  7«  und  8"  ein  rotbe»  Nordlicht 
ohne  Strahlen. 


Magnetische  Beobachtungen  während  des  Nordlichtes. 

Durch  die  Gefälligkeit  des  Herrn  Professor  von  Riese,  der 
mit  unermüdlicher  Ausdauer  viele  Jahre  lang  die  magnetischen 
Beobachtungen  zu  Bonn  geleitet  hat,  bin  ich  in  den  Stand  gesetzt 
worden,  jetzt  noch  nachträglich  die  während  des  grossen  Nord- 
lichtes am  17.  December  1847  gemachten  Beobachtungen  berech- 
nen zu  können.  Um  die  Bewegungen  des  Magneten,  also  die 
Grösse  seiner  Schwingungen  deutlich  zu  machen,  theile  ich  hier 
6  Sätze  mit,  welche  jedesmal  von  12  zu  12  Zeitsecunden  die 
westliche  magnetische  Declination  zu  Bonn  angeben.  Die  beige* 
setzten  Zeiten  sind  noch  um  55"  zu  verkleinern,  um  mittlere  Zeit 
zu  haben.  Wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
konnte  von  einer  scharfen  Ablesung  nicht  die  Rede  sein.  Ich  be- 
ruhigte den  Magneten  nur  dann,  wenn  er  das  Gesichtsfeld  ver- 
lassen wollte. 


Um  6«  47-0«  Deel.  =18°  49'  26"   Um  7«  9™  0-  Deel.  =  I8°41'  40" 


Zusatz. 


47  12 
47  24 
47  36 

47  48 

48  0 
48  12 


=  18  54  44 

=  19  3  32 

=  19  1  45 

=  18  47  55 

=  18  51  42 

=  19  5  20 


9  12 
9  24 
9  36 
9  48 
10  0 
10  12 


=  18  54  33 
=  18  52  39 
=  18  42  2 
=  18  45  4 
=  18  56  38 
=  18  54  34 
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Um  f>  56*  0*  Oed. 

=  18°  42' 

2* 

Um  7«  16^0*  Deel. 

=  19°  2'  55 

55  12 

=  18  36 

51 

16  12 

= 18  51  31 

55  24 

=  18  36 

10 

16  24 

=  18  48  29 

55  36 

=18  41 

17 

16  36 

=18  57  46 

55  48 

=  18  41 

17 

16  48 

=  19  0  18 

56  0 

=  18  34 

28 

17  0 

=  18  50  57 

56  12 

=  18  33 

43 

17  12 

=  18  48  29 

7    4  0 

=  19 

7 

48 

7  21  0 

=  18  50  11 

4  12 

=  18 

59 

51 

21  12 

=  18  47  9 

4  24 

=  19 

5 

32 

21  24 

= 18  54  44 

4  36 

=  19 

12 

44 

21  36 

=  18  56  57 

4  48 

=  19 

5 

9 

21  48 

=  18  50  35 

5  0 

=  18 

&5 

29 

22  0 

=  18  47  43 

5  12 

=  19 

7 

*> 

22  12 

=  18  55  37 

Die  15  Beobachtungssätze ,  in  denen  ich  nach  der  gewöhn- 
lichen Methode  von  12  zu  12  Secunden  den  Stand  des  Magneten 
notirte,  hat  Herr  Professor  von  Riese  berechnet  und  daraus 
folgende  mittlere  Declinationen  während  des  Nordlichtes 
gefunden.    Sie  gelten  fiir  die  schon  corrigirte  mittlere  Zeit  zu  Bonn. 

Um  6«  46"'  41«  Deel.  =  18°57' 10" 

6  54   41        ,,      18  38  27  Der  Magnet  geht  unter  18° 28';  um 

diese  Zeit  vermuthlich  eine  Cor- 
ruscation. 

7  3   41        „      19   5  6 

7    8   41        „      18  41  57  Es  bilden  sich  an  vielen  Stellen 

neue  weisse  Strahlen. 

7  15  41  „  18  53  48  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

7  20  41  „  18  52  42 

7  25  41  „  18  51  48  Es  bildet  sich  ein  neuer  Lichtsaum. 

7  29  41  „  18  47  10  Eine  neue  schwache  Röthe. 

7  33  41  if  18  49  45  Westl.  schwache  weisse  Streifen. 

7  35   41       „      18  49  20  Alles  verschwunden»  schwaches 

Gewölk  im  NW. 

I %  II  i       Neue Rsthe im Dracbc°- 

7  53  41        „      18  56  32  Viel  zerstreutes  Gewölk  im  rftth. 

liehen  Lichte. 
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Um  7«58»»41«  Deel.  =  18°50'26"  Noch  eine  schwache  Rothe  ist 

übrig. 

8    I    41        „      18  51  59   Man  bemerkt  nur  noch  eine  all- 
gemeine Helligkeit  im  N. 

Während  dieser  Zeit  (sofern  der  Magnet  das  Gesichtsfeld  nicht 
verliess)  waren  die  grlissten  Elongationen :   um  6»  58"  =  19°  37', 

„  7    7  =18  28. 

Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  stärksten  Schwingungen 
Dahe  2°  erreicht  haben. 

Auch  in  deu  folgenden  Tagen  zeigen  die  Beobachtungen  des 
Herrn  Professor  von  Riese  noch  bedeutende  Bewegungen  des 
Magneten,  z.  B. : 

December  17.  19«  48*5   Deel.  =18°  53',4 


Deceinber  18. 


19 

59,9 

"  18 

54,8 

20 

9,9 

18 

55,2 

0 

48,0 

von  19°  22'  bis 

0 

54,5 

19 

2,6 

0 

59,9 

19 

1,5 

1 

17,5 

19 

4,6 

2 

35,1 

18 

52,2 

2 

39.1 

18 

48,6 

19 

59,5 

18 

53,2 

0 

51,3 

19 

12,3 

1 

10,5 

19 

12,3 

2 

41.0 

19 

15.2 

19 

59,7 

19 

13,0 

20 

9,7 

19 

15,2 

Am  Morgen  des  20.  December,  als  sich  zur  Zeit  der  Dämme- 
rung noch  der  rothe  Schein  des  Nordlichts  gezeigt  hatte,  schwankte 
der  Magnet  zwischen  19°  18'  und  18°  21'.  Gegen  3  Uhr  Nach- 
mittags (2»  52",8)  wuchs  die  Declination  bis  19°  37',7.  Nach  der 
Bemerkung  des  Herrn  von  Riese  fällt  das  Maximum  an  diesem 
Nachmittage  sehr  nahe  mit  dem  von  Colla  in  Parma  beobach- 
teten zusammen.    (I'lnstitut,  1848.  Nr.  733.  p.  28.) 


Digitized  by  Google 


in  den  Jahren  1840  bis  1852. 


103 


1846.  November. 

Die  magnetischen  Beobachtungen  des  Herrn  Professor  von 
Riese  ergeben  folgende  Zahlen  für  mittlere  Bonner  Zeit: 

Nov.  13,  8»Morg.  =19°13'24"  l«Nacbm.  19*20'  3* 
1     „   17.       „       19  13  34        „      19  21   2  Ab.6-9«Nordl. 
„   21.       „       19  19  0  19  17  28 

„   22.       „       19  11  39        M      19  18  58  Morg.  3«  Nordl. 
Dec.ll.       „       19  13  27        „      19  16  10 

Die  mittleren  täglichen  Variationen  der  Decliuation  in  den  ein- 
zelnen Dekaden  zwischen  Nov.  2.  und  Dec.  11.  sind  nach  einer 
handschriftlichen  Mittheilung  des  Herrn  von  Riese  folgende: 

Nov.  2.-Nov.  II.  =6'44",6. 

„   12.-  „   21.  =4  3A 

„   21.—  Dec.  I.  =6  0,0. 
Dec.  2.-   „   11.  =2  20,2. 


1850.   Juni  13. 

Herr  Professor  von  Riese  findet  nach  einer  beiläufigen  Be- 
rechnung seiner  Beobachtungen  folgende  tägliche  Variation  zwischen 
der  Declination  Morgens  8  Uhr  und  Mittags  1  Uhr: 

Juni  13.  =16'  19", 
„    14.  =14  47  . 
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VI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  dorn  Herausgebet. 

Wwn  Q4,  OB,  QC  (Taf.  I.  Fig.  8.)  die  geometrische*  Dar- 
Stellungen  dreier  sieh  im  Gleichgewichte  befindender  Kräfte  ei  od, 
and  man  zieht  die  Linien  AB,  BC>  CA»  so  ist  der  Punkt  O, 
an  welchem  die  drei  in  Rede  stehenden  Kräfte  wirken,  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC 


Wenn  OA,  OB,  OC,  OD  (Taf.  I.  Fig.  9.)  die  geometrischen 
Darstellungen  von  vier  an  dem  Punkte  O  wirkenden,  sich  im 
Gleichgewichte  befindenden  Kräften  sind ,  und  man  zieht  die  Linien 
AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  so  ist  O  der  Schwerpunkt  der 
Pyramide  ABCD. 


Wenn  D  (Taf.  1.  Fig.  10.)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Seite 
BC  des  Dreiecks  ABC  ist  und  von,  demselben  nach  der,  der 
Seite  BC  gegenüberstehenden  Spitze  A  des  Dreiecks  die  Linie 
AD  gezogen  wird,  so  ist  immer: 

AH* .CD + AC* .BD  =  AD*.BC+  BD.  CD.BC. 


igiiizea 
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VII. 

iscellen. 


Von  dem  Hera«ageb«r. 

Wenn  n  die  Anzahl  der  Grössen  a,  6,  c,  d,  e,....  ist,  so 
ist  offenbar: 

(0—6)»  +  (e-c)a  f(<i— d)»  +  (o -«)*  +  ...- 

+  (6-c)«  +  (6-^  +  (6-6)«  +  .... 

+  (c— <f)*  +  (c-e)»  +  .... 

*     +(d-e)*  +  .... 

u.  s.  w. 

=  (n  - 1)  (a»+6»+c*  +  rf«+  «■+....) 
—  2\ab  +  ac  +  ad  +  ae  + .... 
-f-  6c  -f-  6<£  -f-  6e  +  •  •  •  • 
-f  cd  -f  ce  +  . . . . 
--f-«Je  + .. .. 
a.  s.  w. 

also  immer 

(n  —  l)(a*  +  h*+c*+tP  +  e9+....y'^'2\ab+ac+ad+ae+.... 

-r-6c-t-6<£+6e+.... 

~t~  de    . . . « 

Q.  S.  W. 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  sa  nehmen  hat,  jenach- 


■ 
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gleich  oder  nicht  sämmtlicb  unter  einander  gleich  sind.  Es  ist 
also  z.  B.  immer 

2  (a*  +  6»  +  c*)  ^  2  (ab  +  « c  +  6c) , 

also  immer 

o*+6Ä+c*T'a6  +  <?c-f  6c, 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  drei 
Grössen  a,  6,  c  einander  gleich  oder  nicht  sämmtlich  einander 
gleich  sind. 


Der  von  Euclides  für  den  Hauptsatz  der  Stereometrie: 
„dass  eine  gerade  Linie,  welche  auf  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  in  einer  Ebene  in  dem  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linien  senkrecht  steht,  auf 
der  ganzen  Ebene  senkrecht  steht"  gegebene  und  in  die 
meisten  Lehrbücher  der  Stereometrie  übergegangene  Beweis,  bat, 
obgleich  er  auf  ganz  einfachen  Gründen  beruhet,  für  Anfänger 
doch  immer  einige  Schwierigkeit,  und  auch  ein  anderer,  auf  den 
pythagoräiscben  Lehrsatz  gegründeter  Beweis  ist  von  diesem  Vor- 
wurfe nicht  frei.  Am  Besten  scheint  es  daher,  bei  dem  stereo- 
metrischen Elementarunterrichte  den  Beweis  auf  folgende  Art 
darzustellen,  wodurch  die  Sache  sehr  einfach  erledigt  wird. 

Zuerst  schicke  man  den  folgenden,  sich  eigentlich  ganz  von 
selbst  verstehenden  und  aus  einer  blossen  Anschauung  sieb  un- 
mittelbar ergebenden  Satz  voraus: 

Wenn  ABC  und  A'B'C  in  Taf.  I. Fig.  11.  zwei  con- 
gruente  Dreiecke  und  in  denselben  die  durch  gleiche 
Buchstaben  bezeichneten  Winkel  einander  gleich  sind, 
so  sind,  wenn  man  von  den  Spitzen  zweier  gleichen 
Winkel  aus,  etwa  von  A  und  A'  aus,  auf  zwei  gleichen 
Seiten,  etwa  auf  AB  und  A'B',  zwei  gleiche  Stücke  AD 
und  AD"  abschneidet,  und  die  Linien  CD  und 
zieht,  jederzeit  auch  die  beiden  Dreiecke  ACD  und 
A'C'D'  einander  congruent,  also  CD—C'Df. 

Es  fällt  nämlich  auf  der  Stelle  in  die  Augen ,  dass  in  den  Dreiecken 
ACD  und  A'C'D1  zwei  Seiten  und  die  eingeschlossenen  Winkel 
gleich,  diese  Dreiecke  folglich  congruent  sind ,  also  CD^C'I?  ist 

Wenn  nun  in  Taf.  1.  Fig.  12.  die  Linie  AB  auf  den  beiden  in 
A  sich  schneidenden  Linien  CC  und  DD1  in  der  Ebene  M$ 
senkrecht  steht,  so  lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  **** 
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AB  auch  auf  jeder  anderen,  durch  A  in  der  Ebene  MN  gezoge- 
nen Lioie  'EE',  also  auf  der  Ebene  MN  senkrecht  steht 

Man  nehme  in  den  Linien  CC  und  DD'  zwei  Punkte  C  und 
D  beliebig,  aber  so  an,  dass  die  dieselben  verbindende  Linie 
CD  die  Linie  EE'  in  einem  gewissen  Punkte  E  schneidet,  ver- 
längere AB  Aber  A  hinaus,  mache  AB'  =  AB,  und  verbinde  B 
mit  den  Punkten  C,  D,  E,  so  wie  Bf  mit  denselben  Punkten 
durch  gerade  Linien.  Nach  der  Voraussetzung  und  Construction 
sind  in  den  Dreiecken  ABC  und  Aß'C  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  gleich,  also  diese  Dreiecke  congruent;  ganz 
eben  so  sind  die  Dreiecke  ABD  und  AB'D  congruent;  also  ist 
BC=B'C  und  BD—B'Dt  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  den  zwei 
Dreiecken  BCD  und  B'CD  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Drei- 
ecke also  congruent  sind ;  daher  ist  nach  dem  obigen  Lehrsatze 
BE—BE,  und  in  den  Dreiecken  ÄßE  und  ABE  sind  folglich 
auch  alle  drei  Seiten  gleich,  diese  Dreiecke  also  congruent,  folg- 
lieb  die  Winkel  BAE  und  BAE  einander  gleich,  woraus  sich 
ergiebt,  dass  AB  auf  EE' ,  und  eben  so  auf  jeder  anderen  durch 
A  in  der  Ebene  ilfiV  gezogenen  geraden  Linie,  folglich  auf  der 
Ebene  MN  senkrecht  steht,  w.z.  b.w. 


Wenn  man  die  Reihe 

a     Ixl  jr(ar-l)     1  x(x  , 
!-2T  +3 — T2       4  TO       +  " 

wo  x  eine  positive  ganze  Zahl,  die  Reihe  also  eine  endliche, 
jederzeit  irgend  einmal  abbrechende  Reihe  ist,  mit  x  +  \  multi- 
plicirt,  sto  ist  das  Product: 

•r+1      (*  +  *)*  .  (g-H)Jg(g-l)     (x  \\)x{x—\){x— 2) 
~\  ~ T72~  +        1.2.3  1.2.3.4  + 

Nun  ist  aber  nach  dein  binomischen  Lehrsatze  für  positive  ganze 
Exponenten 

„     1w41_ft-,     x\\  Ax±\)x  {x\\)x{x-Y) 

(l-D'^-O-l  j  -  +  — o  T2T3~~  +  

also 

x  +  \     {x\\)x  Ax\Y)x{x-\) 
1  1.2     +       llX     "~  ,f 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
fr  +  Wl-S  'l+rTl      4*       T7273       +•  •  l~i- 
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l-ri+r  ~re — i — 1.2.5    +  =^+1 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

c  1  x(x-l)  ,  l  *(*--l)(*--2) 

a,-*-^     |.2    +ä'  1.2.3 


T.T"+3'      1.2.3  — 

so  ist,  weil 

a?+  1  =  a?  +  1 , 

(ar  +  I).ar     ar(.r  — I) 

"T72~=    1.4    +  *• 

(j-H)j(j;— 1)  _  l)(ar— 2)    *(*  —  !) 

K2.3       —        1.2.3       +     1.2  ' 

{ae+\)x(x-\){x— 2)_  frr- 2) (ar— 3)  .  l)(g-2) 

1.2.3.4     ~~—  1.2.3.4  +        OT3  ' 

u.    s.  w. 

ist: 

1  £(£-1)     I  £G£zJKf-2) 

— T72~  +  3  TT3;         -1  | 

]  i     1  x(x— 1) 

+   —  «2T+3~T72      '  '* 

i 

folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 

i 

Nach  dieser  Relation  ist  also: 

=  *i  +  \  • 

a.  «.  w. 
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folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt  und  auf- 
bebt, was  sich  aufheben  lässt, 

Sx=Sl  +2+  3  +  4+  •••• 
also,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar  Si  =  1  ist: 


oder 


1  i(i-l)  ,  1  *(g-l)(g-2)  1  ar(jr-l)(*-2)(or-3) , 
=x~2-     1.2    +  ~3  OH  4  T2.374-  + 


Das»  dies  keine  Sumroation  der  endlichen  harmonischen  Reihe 

1111  1 

r  2f  3'  4'  •••••  i 

ist,  sondern  nur  als  eine  Transformation  derselben  betrachtet 
werden  darf,  versteht  sich  von  selbst,  weil  beide  vorstehende 
Reihen  immer  eine  gleiche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten. 

Obige  Transformation  der  harmonischen  Reihe  führt  Johann 
Bern ou Iii  ohne  Beweis,  den  ich  hier  hinzugefügt  habe,  in  einem 
Briefe  an  Leibniz*)  an,  und  sagt  freilich:    „Item,  si  progressio 
1111 

harmonica  j +2  +  3  +  i  +  etc*  c°ntinuetur,  ut  numerus  terminorum 

X  x  — ■  1      X  X     1  X    -  2 
«t  xt  erit  summa  progressionis  =x  P2~2*  +      1.2  3  T 

^^5r^?J^--j^ — ?  etc.",  fdgt  aber  auch,  woraus  erhellet,  dass 

er  dies  nicht  als  eine  Summation  der  harmonischen  Reihe  im 
eigentlichen  Sinne  betrachtet  wissen  will,  sogleich  hinzu:  „Hinc 
tarnen  nondum  perspicio,  quomodo  summa  progressionis  harmo- 
nicae  finitae  expedite  per  compendium  exbiberi  possit,  uti  exhi- 


*)  M.  •.  Leibnisen«  mathematische  Schriften,  hrrnu« 
gigeben  von  C.  J.  Gerhardt.   Band  III.    Halle  1865.   S.  160. 
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bentnr  suromae  progressionum  figuratarum,  vel  etiam  arithmeticae 
et  geometricae:  si  quem  noveris  raodum  pro  hoc,  mecum  haud 
gravatim  coromunicabis. "  G. 


Mein  verehrter  Freund,  Herr  Director  Nizze  an  dem  treff- 
lichen Gymnasium  in  Stralsund,  hat  mir,  mit  Rücksicht  auf 
meine  Abhandlung  über  die  elementare  Quadratur  der 
Hyperbel  (in  Thl.  XXV.  Nr.  V.  S.  82.)  und  das  dort  S.  92.  ge- 
rechnete Beispiel,  eine  numerische  Berechnung  der  Gräoze  von 

— i  für  ein  der  Einheit  sich  näherndes  a>  mit  zweiteiligen 

0)  log  CO 

Logarithmen  zugesandt.  Indem  ich  Herrn  Director  Nizze  lur 
diese  Mittheilung  verbindlichst  danke  und  dieselbe  den  geehrten 
Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mittheile,  schicke  ich  dersel- 
ben in  Bezug  auf  das  von  mir  auf  S.  92.  gerechnete  Beispiel  die 
folgenden  Bemerkungen  voraus.  Das  Beispiel  auf  S.  92.  rechnete 
ich  eine  ziemliche  Zeit  nach  Vollendung  meiner  Abhandlung,  und 
fugte  es,  keinen  besonderen  Werth  darauf  legend,  bloss  in  einer 
Note  bei.  Aus  allen  Ausdrücken,  die  in  meiner  Abhandlung  vor- 
kommen, z.  B.  aus  dem  Ausdrucke 

4  CD 

auf  S.  87.,  den  ich  nach  Willkühr  herausgreife,  der  natürlich  nicht 
negativ  sein  kann,  geht  hervor,  dass  co,  geometrisch  genom- 
men, nicht  kleiner  als  die  Einheit  sein  kann.  Wenn  es  aber, 
arithmetisch  genommen,  bloss  auf  die  Gränze  ankommt,  der 

— :         sich  nähert,  wenn  a>  sich  der  Einheit  nähert,  kann,  da 

09  lOg  09 

diese  Gränze  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  bat  und 
von  einer  Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  w  =  1  nicht  die  Rede 
sein  kann,  kein  Zweifel  sein,  dass  bei  der  näherungsweisen  Be- 
rechnung dieser  Gränze  auch  o»  <  1  angenommen  werden  kann. 
Als  ich  diese  Gränze  zu  berechnen  versuchte,  nahm  ich  allerdings 
o)>l  an,  fand  aber,  dass  die  Rechnung  bei  der  Anwendung 
bloss  siebenstelliger  Logarithmen  nicht  recht  von  Statten  geben 
wollte,  und  nahm  deshalb  o><1  an,  wodurch  ich  freilich  bei  nar 
oberflächlicher  Berechnung,  die  ich  hier  nur  bezweckte,  auch 
nur  eine  sehr  schwache  Annäherung  an  die  Gränze  erhielt,  wie 
auch  a.  a.  O.  bemerkt  ist.  Um  so  lehrreicher  ist  es  mir  gewesen, 
dass  Herr  Director  Nizze  bei  Anwendung  zweiteiliger  Logarith- 
men, indem  er  co>l  annahm,  eine  ziemlich  schnelle  Annäherung 


uigmze 
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an  die  Gr&nze  erlangt  hat.  Ich  lasse  nnn  die 
rector  Nizze  mitgetheilte  Rechnung  folgen. 


Herrn  Di- 

G. 


CD*— 1 

Berechnung  von  ^*im00|Og0>    fflr   ein   der  Einheit  sich 

n&herndes  co,  mit  Bezug  auf  die  Abhandlung  in  Tbl.  XXV. 
Nr.  V.  über  die  elementare  Quadratur  der  Hyperbel. 

Von  Herrn  Director  Ki**.e  nro  Gjmna«ium  m  Stralsund. 


1)    CO  =  1,1       co»=I,21       co«- 1=0,21 

log  0=0,041392685 158 
co  log  co = 0,0455319536738 

o)«-l     2100000000000  lfl|t>u 
Äg^  ~  455319536738  ~  4'ÖIi14  " 
1821278146952 
2787218530480 
2731917220428 
553013100520 
455319536738 
976935637820 
910639073476 


41392685158 
41392685158 
4553195;i6738 


662965643440 
455319536738 
2076461067020 


2)   o>  =  I,01      co2 =1,0201      w*-l  =  0,0201 

log  co  =  0,004321 373783 
co  log  co  =  0,00436458752083 


»*— 1  2010000000000 


4321373783 
4321373783 
436458752083 


-  4.60525 . 


coTög~co  ~  436458752083 
1745833008332 
2641669916680 
2618752512498 
2291740418200 
2182293760415 
1094466577850 
872917504166 
2214490736840 
2182293760415 
321Ö6W6426 
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3)   «=1,00»      «.1=1,002001  «»-1*0,002001 

log  co  =  0,000434077479  434077479 
o)  log  co  =0,00043451 1556479  434077479 

434511556479 

.t«l  _  2001000000000 
»Togal  ~  434511556479  ~4,0W1/W"** 
1738046225916 

'  2629537740840 
2607069338874 
2246840196600 
2172557782395 
742824142050 
434511556479 


3083125855710 
3041580895353 
415449603570 

4)   «  =  1,0001      a>2=l,00020001      co»- 1  =0,00020001 

0 

log  o  =  Iog73+Iogl37-4=0,000043427276  43427276 
co  log  co  =0,0000434316187276  43427276 

434316187276 

co*-l      2000100000QOQ  _  s^im* 
,       434316187276  ~  '»W01'«- 
1737264749104 
26283525Ö896Ö 
2605897123656 
2245538530400 
2171580936380 
739575940200 
434316187276 
3052587529240 
3040213310932 
123742083080 


In  seineo  sehr  verdienstlichen  Untersuchungen  über  die  Ge- 
stalt der  Erde  theilt  Professor  von  Pancker  in  Mi  tau  die 
beiden  folgenden  eleganten  allgemeine»  Conetructionen  des  Krflro- 
mnngskreises  der  Kegelschnitte  mit,  för  welche  einen  analytischen 
lleweis  aufzusuchen  vielleicht  manchem  Leser  des  Archivs  Ver- 
gnügen machen  wird.  Die  von  Paueker  a.  a.  O,  gegebenen  Be- 
weise sind  synthetisch: 


r 
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I.  Ein  Punkt  des  Kegelschnitte  sei  p  (die  Figur  wird  sich 
cio  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können).  Dessen  Berührende, 
Ordinate  und  Normallinie  treffen  die  Axe  in  h,  c,  k;  die  Ordi- 
nate pc  trifft  die  in  h  zur  Berührenden' gezogene  senkrechte  Linie 
in  r;  die  vom  Mittelpunkte  m  gezogene  Linie  rnr  trifft  die  Nor- 
roallinie  pk  in  n,  so  ist  n  die  Mitte  des  Krümiuuugskreises. 

II.  Aus  dem  Normalpunkte  k  wird  eine  der  Berührenden  ph 
parallele  Linie  gezogen,  welche  den  Radius  vector  in  t  trifft.  Aus 
/  wird  eine  zum  Radius  vector  senkrechte  Linie  gezogen,  welche 
die  Normallinie  pk  in  n  trifft,  so  ist  n  die  Mitte  des  Krümmungs- 


Eine   Bemerkung  über  sphärische  Dreiecke. 

Man  weiss,  dass  die  analytische  Geometrie,  wenn  sie  von 
dem  Winkel  zweier  Linien  im  Räume  spricht,  im  Allgemeinen 
keioen  Unterschied  macht,  ob  die  Linien  sich  wirklich  schneiden 
oder  nicht.  Ich  bin  schon  längst  der  Meinung  gewesen,  dass 
man  von  dieser  verallgemeinerten  Auflassung  des  Winkels  zweier 
geraden  ^Linien  im  Räume  weiteren  Gebrauch  in  der  Geometrie 
überhaupt  machen  sollte,  was  zu  manchen  interessanten  geome- 
trischen Beziehungen  führen  und  jungen  Mathematikern  Stoff  zu 
verschiedenen  zweckmässigen  Uebungen  geben  kann.  Hierzu  einen 
vorläufigen  nur  kleinen  Beitrag  zu  liefern,  ist  der  Zweck  der  fol- 
genden Bemerkungen. 

Auf  der  Oberfläche  einer  aus  dem  Mittelpunkte  O  beschrie- 
benen Kugel  liege  ein  sphärisches  Dreieck  ABC,  dessen  Winket 
und  respective  Gegenseiten  wie  gewöhnlich  durch  A,  ß,  C  und 
o,  6,  c  bezeichnet  werden.  Zieht  man  nun  die  Kugelhalbmesser 
OA,  OB,  OC,  und  die  Sehnen  BC,  CA,  AB  der  Kugel,  s» 
kann  man  nach  den  Winkeln  fragen,  welche  die  Linien  OA  und 
BC,  OB  und  CA,  OC  und  AB  mit  einander  einschließen,  in- 
dem man  versucht,  diese  Wiukel  durch  die  das  sphärische  Drei- 
eck bestimmenden  Elemente  auszudrucken.  Die  betreffenden  Re- 
lationen will  ich  jetzt  mit  Hülfe  der  Formeln  der  analytischen 
Geometrie  aufsuchen,  indem  ich  es  dem  Leser  überlasse,  zu  den- 
selben durch  die  gewöhnlichen  Htilfsmittel  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zu  gelangen,  was  eine  zweckmässige  Hebung  für  Schü- 
ler darbieten  wird  und  dazu  benutzt  werden  kann.  ' 

Die  Halbmesser  OA,  OB,  OC  will  ich  mir  sämmtlicb  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Kugel  ausgehend  denken;  die  Sehnen 
BC,  CA,  AB  aber  sollen  respective  von  den  Punkten  ß,  C,  A 
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ausgehend  gedacht  »erden.  Die«  vorausgesetzt,  will  ich  die  von 
OA  und  BC,  OB  und  CA,  OC  und  AB  eingeschlossenen ,  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  respective  durch  A,  35,  €  bezeich- 
nen. Vm  nun  von  diesen  drei  Winkeln  etwa  den  Winkel  Ü  zu 
bestimmen ,  lege  ich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ein  recht* 
winkliges  Coordinatensyetem  der  xyz,  und  bezeichne  in  Bezug 
auf  dieses  System  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  respec- 
tive  durch  x0,  y0,  r0;  xl ,  yl ,  zl  \  x2,  ifa,  t^l  die  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  aber,  welche  die  Halbmesser  OA,  OB,  OC 
mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliessen, 
respective  durch  f0,  g0*  k>i  fi>  9i*  h\\  fi*  9%*  'st  dann  r 
der  Halbmesser  der  Kugel ,  so  ist  bekanntlich : 

ar0=rcos/o,  yo=rc08£o*  Zo=r  cos  h<,; 
xt=rcosA,  jfi=rcos0,,  ^ssrcos^; 
ara=rco8/pa,   y2=rco8tg2,  sgsrcosA». 

Ferner  wollen  wir  die  von  der  Sehne  BC,  welche,  wie  oben  er- 
wähnt, als  von  B  ausgehend  gedacht  wird,  mit  den  positiven 
Thellett  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180°  nicht 
ubersteigenden  Winkel  durch  o>0,  t/v  Xo  bezeichnen;  dann  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie:  # 

cos  &  =  cos^  cos  <p0  -f  cos  g0  cos  if>0  +  cos  AQ  cos  fo. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  B  ein  dem  primitiven  Coordina- 
tensysteme  paralleles  Coordinatensystem  der  rnj,  und  bezeichnen 
in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Punktes  C  durch  r',  t)'t  f'; 
so  ist 

r'  =BC.cos(p0,   »' =  1?C.  cos        j'  =  2?C  cos 

also 

f  n'  ?' 

cos<p0  =  2j£>    cos^;0=^^,    COSXo  =  ]^»» 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

coo  &  _  "   cos  fo + *>'  co*9o  + ?'  cos  *0 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber 
*»=*i+r'>  x»=*i+?'; 

also 

r'  =  xz  — xl=r  (cos/j — cos  fx ) , 
»'  =  y%  -  V\  =  r  (cos^a  -  cos  Oj) , 
?'=i»—  «i  =  r(cosAa  — cosAi); 
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folglich,  wenn  man  zugleich 


BC-  V (** -.TO*  -f  (y,-*)»*  (H~ hf* 


BC=  r  V  (cos/i- cos/i)*+ (cos^— co6^)*+  (coaAt  - cosAi)* 
setzt: 

C08Ä 

cos/p  (cosfc—  co»fk)  ■+  cogffo  (cos      cos^  )-f  cosApfoosA»— cosAJ 

(COs/j  — COS^,)*+  (COS,^— C08^,)*+  (C08Ä,  — CObAO* 

Weit  nun  nach  der  schon  oben  angewandten  Formel  der  analy- 
tischen Geometrie 

cos  b = cos  f0  cos    -f  cos  g0  cos  g%  +  cos  Aq  cos  Aa , 

cos  c = cos/o  cos  ^  -f  C08£0  COS^j  ■+  cos  Aq  cos  Aj 

ist,  so  ist  cos 6  —  cos c  der  Zähler  vorstehenden  Brache;  und  weil 

COs/i*  +  C08^!*  +  COS  Ä!*  =  1  , 

cos/ä*  +  cos^a*  +  cos  A,*  =  1 
ist,  so  ist  das  Quadrat  seines  Nenners 

2  ( 1  — (cos/i  cos  A  +  cos gy  cosg2  +  cos  At  cos  A,)  | , 
also,  weil 

♦ 

cos  a  =  cos  /i  cos    +  cos  Oi  cos^a  +  cos  Ai  cos  A9 
ist.  das  Quadrat  des  Nenners: 

2(1  —  cos  a)  =  4  sin  Ja* ; 

folglich 

2siol<i  =  V  (cos/i-cos^^  +  Ccos^-cos^^  +  ^osAa-  oosA4)*. 

Daher  hat  man  jetzt  für  cos  Ä,  cos  13 ,  costf  die  folgenden  sehr 
einfachen  Ausdrücke: 

cos  6— «cosc_     sinj(A— c)  sin  1(6  4-  c) 
cosü—  2flmia  8IIlia 

cos  c  — cos  q       sinUc-—  «)»inj(e+a) 
***  *~     2sini6     ~~~  sin  16 

cosa — cosA       sin  j(a — A)sin  j(a + A) 
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Auf  der  Stelle  erhält  man  hieraus  die  Relation: 

sin  \a  cos  Ü  +  sin  \b  cos  B  +  sin  \c  cos  <£ = 0. 

Statt  der  Seiten  a,  6,  c  des  sphärischen  Dreiecks  kaun  man 
iu  die  vorstehenden  Formeln  leicht  dessen  Winkel  A,  B,  C  ein- 
führen.   Es  ist  nämlich: 

cos  B  +  cos  C  cos  A 

COS  0  —  . — 7TT — A  ' 

sin  Csin  A 
cos  C  +  cos  A  cos  £ 

COSC  ==   ;  r— — «  * 

sin  A  sin  Z» 

also: 

sin  B cos  g  —  sin  f^cos  C  h  cos  ^  sin  (g  —  C) 

cos 6  —  cosc=  : — 4 — ; — p  .  r>  

sin  A  sin  B  sin  C 

sin  2g —  sin  2C  +  2  cos  A  sin  (g  —  C) 
2  si  n  A  s  i  n  B  sin  C 

_  sin  (B—  C)  cos  (g-f  C)  +  cos  ^  sin  (g  —  C) 
sin i4 sin/? sin  C 

sin(g  —  e);cos^  +  cos(g  +  C)l 
sin  «4  sin  B  sin  C 

2  sin  (g-  C)  vos\(A+B+C)  co»!>(B+  C—A) 
sin  /4  sing  sin  C 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie  ist 
aber 


.:«=V- 


cos  \{A  +  B  +  C)  cos  i(g  +  C- ^4) 


sing  sin  C 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

sin(g—  CT)  V-  cos  4(4  +  g  +  C)  cos  i(g  +  C—  A) 
=  ~  sin^sWshTC  "  ' 

oder: 

A_     sin(g~C)4/      cos \{A  -t-  g  -f  C)  cos  U~g+~C^4) 
co8il-  slO~   V  sing  sin  C 

sin(C—  A)  4 cos  1(^4  -I-  g-i-  C)  cos  ;~(C  +  A—ß) 
35 ~        sing     ▼         "  sin  Csin  A 


cos 


.  sin(^~g>4/"  cos  +  g  +  O  cos  4Q4  +  g  -  C) . 
eos*=  ^TfT   V  ~"  sin ^ sing  ' 


Digitized  by  Google 


MisceUt*.  117 

oder: 

sin  (B—O  , 
cos  H  =  N — 5 — -  sin  Ja . 

sin  (6'—^) 


sin  C 


Weil 


sin  4  sin  (B  -  C)  +  sin  B sin  ( C  —  A)  +  sin  6Vm     -  B) = 0 , 
A  sin  (Ä—  C)  +  cos  B  sin  (C—  ^)  +  cos  Csin  (A—B)  =0. 


ist,  so  lassen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  noch  verschiedene 
bemerk  enswerthe  Relationen  ableiten,  bei  deren  Entwicklung  ich 
hier  nicht  langer  verweile. 

fch  habe  die  vorhergehenden  Gleichungen  hier  mitgetheilt, 
nie  sie  sich  mir  durch  die  analytische  Geometrie  ergeben  haben, 
bemerke  aber  wiederholt,  dass  es  zweckmässig  sein  wird,  die- 
selben nun  auch  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  zu  beweisen,  was  vielleicht  gar  keine  Schwierig- 
keit haben  mag.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
net, nur  n >  1  ist,  so  ist  (n  +  l)»>2n»  oder  (l  +  ^)»>2. 

Beweis.    Nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  ist 

(ii  1  1)»  =  n"  +  n,«"-1  +  wan»-*  + . . . .  +nH-inl  +  *«, 
also ,  weil  n  >  1  ist : 

(n  +  ])">»"  +  nLnn-1,  d.i.  (n  + 1)»>  »»  +  n», 

folglich  (n  +  l)">2n"  oder  (1  +  ~)n  >  2,  wie  bewiesen  werden 
sollte. 

Anmerkung.  Für  n  =  1  ist  (»  +  \)"  =  2m",  weil  (1  f  1)' 
=2»  =  2.1>  ist.  G. 
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Lebuti. 

Wenn  *>4  ist.  so  ist  *»>3(*  +  l)*. 
Beweis.    Wir  wollen  annehmen,  das«  ar>4  und 

*»>3(*+l)« 

sei.   Dann  ist 

a:»>3(:r  +  l).(*+I). 
Nun  ist  aber  x>4,  also  jr+l>5,  folglich 

a*>3.5.(:r  +  i),   tf*>15*  +  15? 


folglich  auch 


*8>9ar  +  ll, 
jr»+3ar  +  l>12*  +  12, 
ar5  +  3ar»  +  &r  +  l  >  3ar*  +  12*  + 12, 
(*  +  l)»>3i>*-|-4a:  +  4), 
(*  +  l)»>3(*+2)*. 


Wenn  also 


a:>4,  *8>3c>  +  l)a 

ist,  so  ist  auch 

*+l>4,  (*  +  l)»>3(*  +  2)* 

Nun  ist 

1»<3.2«,  2»<3.3»,  3«<3.4«,  4»<3.5*.  5»>3.6* 
Also  ist  der  »Satz  offenbar  allgemein  richtig.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn  die  positive  ganze  Zahl  n>l  und  die  posi- 
tive Grösse  a  grösser  als  die  positive  Grosse  6  ist,  so 
ist  (a-fl)»— a»>(6  +  l)»-6". 

Beweis.    Es  ist 

(a  +  1)--«-=  (j±$~=(a  +  l)-1  +  («  -f 1)-*«  +    •  • 

(a  f  l)o— »  +  0"-1, 
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(6 + 1>-_6- = ^y^rf = <* + D-1 + <* + ir-H  * ...  . 

....+(6f  1)6— «  +  6—  >; 

and  well  nan  a>6,  also  auch  a-fl>6-f-l  ist,  so  ist 

(a  +  l)-»>(6  +  I)—», 
(af  !)-«n>(6+l)— *6, 

■ 

U.    8.  W. 

; 

(a  +  !)«»-*>  (6  +  1)6-', 


....  +  (6+  1)6«-* +  6—i, 
folglich  Dach  dem  Obigen 

(a  +  1)«  —  a«  >  (6  +  1)»—  6», 

w.  %.  b.  w. 

Anmerkung.  Fflr  n=l  sind  die  beiden  vorstehenden  Grü- 
sen einander  gleich,  weil 

(«  +  l)l-*41=(6  +  l)»-6»=l 
ist.  G. 


Lehrsatz. 

Wenn  n>l  ist,  so  giebt  es  unter  den  ganzen  Zah- 
len von  1  bis  fi  nicht  zwei  Werthe  von  x  und  y,  ffir 
welche,  wenn  z  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

ist. 

Beweis.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Grössen  sind  po- 
sitive ganze  Zahlen,  was  man  ein  ffir  alle  Mal  zu  beachten  hat. 
Wenn  nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>l  ist,  x«  +  y«=:2* 
ist,  und  keine  der  Grössen  x  und  y  verschwindet,  so  ist  z  gros- 
ser als  jede  der  beiden  Grossen  x  und  y.  Setzen  wir  also 
z  =  x  +  u,  so  ist  ii  eine  nicht  verschwindende  positive  ganz«*  Zahl, 
und  es  ist  nun  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze: 
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Wenn  nun  x  >  n  ist,  so  ist,  weil  nach  dem  Vorhergehendes 
yn>«ar"-1ii  ist,  indem  nämlich  n>l  ist,  offenbar  y">n.n"-1s, 

also  auch  y">«",  folglich  Wenn  ferner  ar^nist,  so  ist, 

weil  y*>nxn~lu  ist,  offenbar  yn>x.x*-lu,  also  auch  y">a*, 

folglich  y>x.   Wäre  nun  aber  y^n,  so  wäre  nach  eioer,  der 

so  eben  angewandten  ganz  ähnlichen  Schlussweise  ar>y  oder 
y<or,  was  dem  Vorhergehenden,  wonach  ist,  widerspricht. 

Also  kann  in  diesem  Falle  nicht  y~^n  sein,   sondern  es  muss 

y>n  sein.    Wenn  also  x>n  ist,  so  ist  y>n;  und  wenn  ar^n 

ist,  so  ist  auch  y>n.  Es  mag  also  x  einen  Werth  haben,  wel- 
chen es  wiir,  so  ist  immer  y>n.  Weil  aber  die  Gleichung 
a*  +  yn  =  zn  in  Bezug  auf  x  und  y  ganz  symmetrisch  ist,  so  wird 
auch  ganz  anf  dieselbe  Art,  y  mag  sein,  was  es  will,  immer  £>n 
sein  müssen.  Also  kann  die  Gleichung  x*  +  ym  =  2"  nur  dann 
existiren,  wenn  gleichzeitig  #>n,  y>n  ist;  in  allen  andern 
Fällen  enthält  sie  einen  Widerspruch,  oder  vielmehr,  für  keinen 
Werth  von  x  und  y  von  l  bis  n  kann  vorstehende  Gleichung 
#»-fy«=z"  existiren,  w.  z.  b.  w.  G. 


Berichtigung. 
Thl.XXV.S.  77.Z.  8. v.o.  hinter  VIFD'^ 70  schalte  man  ein: 

„      „     „  78.,,  13. v.u.  statt  „2"  setze  man  „3". 
»»      »»     »>   81.  „  8. v.u.  statt  «)  setze  man  (3). 
»»      »>  »» 

369.,,  10.  v.u.  muss  die  Formel  so  heissen : 


*=arc(cos  = — - — ■-• 


9 

„  372.  „  17.  v.  u.  statt  „hat"  s.  m.  „hätte." 

„  „  Taf.  V.  Fig.  3.  In  dieser  Figur  muss  die  untere  Klammer 
|,  an  welcher  r  steht,  nicht  bis  ganz  an  die  durch  m  parallel  mit  AB 

? exogene  Linie  reichen,  sondern  oben  etwas  kürzer  sein,  weil  r  den 
lalbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  nicht  genau  die  durch 
m  parallel  mit  AB  gezogene  Linie  trifft,  bezeichnet. 

Tbl. XXVI.  Taf.  1.  Fig. 9.  muss  die  Linie  OD  noch  gezogen  werdeo. 


igwzeö 


by  Google 


■ 


1 

I 

I 

V 

V 

I 

\ 

< 
■ 

= 


Dostor:  Memoire  sur  une  mHhode houvelle de tranifbrmatton etc.  \ 2 1 


VIII. 

Memoire  sur  une  meHhode  nouveüe  de  transformation  des 
coordonnees  dans  le  plan  et  dans  Fespace,  avec  appli- 
cation  aux  lignes  et  surfaces  des  deux  preraiers  degnta. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 
Docteur  e»  •ciencc«  mathematiqnc« ,  Profeitenr  de  roathlmatiqae« 

ä  Pari«. 


1.  Dans  l'analyse  des  courbes  et  des  surfaces,  11  est  essentlel 
de  donner  a  Pequation  da  Heu,  plan  ou  solide,  la  forme  la  plus  simple 
poar  en  reconnaitre  la  nature  et  en  determiner  les  elemens  et  les 
proprtet^s.  Or,  dans  cette  equation ,  se  trouvent  souvent  en  evldence 
les  premiers  membres  des  equations  de  droites  ou  de  plans,  dont 
i  emploi  comme  axes  ou  plans  de  coordonnees  Indult  conslderablement 
l^qnation  de  la  courbe  ou  de  la  surface. 

II  Importe  donc  de  cbercber  les  formules,  qnl  servent  ä  passer  a 
des  axes  ou  ä  des  plans  de  coordonnees  qul  sont  repräsentes  par 
leurs  gquations.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  memoire,  de  dlter- 
miner  ces  formules. 

Afln  de  rendre  notre  travail  complet,  nous  avons  dü  resoudre, 
dans  le  cas  d'axes  obliques,  les  questions  sur  la  llgne  drolte  et  le 
plan,  qul  dans  les  ouvrages  ne  sont  genäralement  donnees  que  pour 
des  axes  rectangnlaires. 

Ce  memoire  se  coujpose  de  plosieurs  partles. 

Dans  la  premiere,  nous  avons  determlne  les  formules  de  transfor- 
mation des  coordonnees  planes;  nous  les  avons  appliqaees  ä  la  recherche 
des  asymptotes  et  de  la  puissance  de  l'hyperbole,  ainsl  qu'au  calcul 
de  Faxe,  du  sommet  et  du  parametre  de  la  parabole. 

La  seconde  partie  a  pour  objet  le  calcol  des  formules  de  trans- 
formation dans  1'espace;  nous  nous  somines  appuyä,  pour  cela,  sur 
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quelques  relations  remarqnables,  qnl  ont  Heu  entre  les  coefflclents  des 
equations  de  deux  systemes  de  droites  et  plans  perpendicnlaires. 

Nous  avons  appüquG  les  formales  obtenees  ä  la  determination 
des  generatrices  rectilignes  de  l'hyperboloide  ä  une  nappe  et  da  pa- 
raboloi'de  hyperbolique. 

Nods  avons  fait  usage  des  memes  resultats  ponr  completer  la 
metbode  qne  M.  Plücker  de  Bonn  a  imaginee  ponr  la  discnsslon  des 
snrfaces  da  second  ordre. 

Nous  avons  montre ,  en  ontre,  avec  quelle  simßlicite'  notre  metbode 
de  transformatlon  peut  £tre  employee  dans  la  determination  des  sectlons 
planes  dans  les  snrfaces. 

Enfln  nous  en  avons  deduit  un  procede  tres  expeditif  ponr  passer 
de  formules  calculees  ponr  des  axes  rectangulaires  aux  relations  ana- 
Jogues  qul  repondent  ä  des  coordonnees  obliques. 

Cliapitrc  I. 

Transformation  des  coordonnees  rectilignes  dans  le  plan, 
lorsque  les  nouveaux  axes  sont  de'termines  par  lenrs 

equations. 

2.  Calcul  du  sinus  de  1' angle  de  deux  droites.  Nous  avons  besoin 
dans  nos  calculs,  de  la  valeur  du  sinus  de  rangle  de  deux  droites. 
Ann  de  donner  le  plus  grand  degre  de  simpliclte  ä  notre  metbode, 
ooas  allons  indiqner  un  proeöde  tres  rapide  ponr  determlner  ce  sinus. 

Soient 

y  =  axy  y  =  a'x  (1) 

les  equations  de  deux  droites  OD,  OD'  menees  par  l'origine  0  des 
coordonnees,  V  l'angle  DOD1  de  ces  droites  et  6  rangle  yOx  des 
axes  de  coordonnees. 

Sur  Taxe  des  x  prenons  une  distance  OP  egale  ä  l'unite  de  lon- 
gueur,  et,  par  le  polnt  P,  menons  la  droite  PMM'  parallelemeot  ä 
l'axe  des  y;  cette  droite  rencontre  OD,  OD'  aux  points  respectifs 
M,  3f.  Nous  formons  ainsi  les  trois  triangles  OMM' ,  OMP,  OM'P, 
dont  le  premier  est  la  difference  des  deux  autres. 

Nöus  avons  d'abord 

20MM'  =  OM.  OM' .  sin  V, 
20MP  =  OM.OP.8in6, 
tOM'PzsOM'.OP.aiüß. 
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Or,.  par  mite  de  rhypothese  ÖP=1,  Ies  äqnationa  (1)  donnent 
PM=sa,  PM'—a!;  on  a,  par  conseqnent,  an  moyen  des  denx  trtangles 
OMP,  OM'P, 

OM=V  i+a*  +  2acos6,  OM'  =  VT+ä"'2  f  2a'  cos  0 ; 
mettant  ces  valeDrs  dans  Vegalite  OMM'  —  OM'P —  OMP,  on  obtlent 

sin  V.  V{\  +  a2  f  2a cos») (1        +  2a'cos0)  =  (a'  —  a)sln0. 
Nons  avons  donc 

SiD  V  =  -V-Zg"9  .  (I) 

V  (i  -f  a2  +  2a cos  0)  (1  -f  a'2  -f-  2a'  cos 0) 

Sl  les  deux  droites  etalent  representees  par  Ies  eqnations 
Ay  +  Bx  =  0,   A'y  I  B'x  =  Qt 
l'expression  precädente  devlendrai 

s.n  V=  (BA'-m***  (n) 

(A2  -f  B2 — 2ABcos  ß)  (A'2  +  B1'2  —  2A'B'  cos  0) 

3.  Premiere  me'thode  de  Iransformation  des  cordonne'es 
dans  ie  plan.  Passons  actuellement  ä  la  recherche  des  formnies  en 
qnestion.  Soient 

y—ax—b  =  0,  y  -a'x—b'—Q  (2) 

Ies  eqnations  des  denx  droites  qne  Ton  vent  prendre  ponr  les  axes 
des  nouvelles  coordonnees. 

D'un  poInt  qnelconqne  M,  pris  dans  langte  de  ces  denx  droites, 
abaissons  snr  eiles  les  perpendlcnlaires  respectfves  MD,  MD' ,  qae 
nons  representerons  par  d,  6';  pnis  menons  ä  ces  menies  droites  les 
paralleles  MQ' ,  MP'  par  le  point  M.  Si  nons  designons  par  x  et  y 
les  anclennes  coordonnees  dn  point  Mt  par  x'  et  y'  les  coordonnees 
DouveJies,  noas  anrons 

> 

MP=y,  OP=x;  MF=y',  OP=x'. 

i 

Les  trlangles  MDF,  MD'Q'  nons  donnent 

ö  —  MD  =MP'.s\hMP'D  =  y'slnK,  ) 

(8) 

V  =  MIT  =  MQ' .  sin  MQ'D'  =  x'  sin  F.  ) 

Or  sl  nons  faisons  obserrer  qne 

PN=ax+b,  PN'=a'x  +  b', 
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(N  et  N'  Itant  les  poInts  d'lntersectlon  des  denx  droites  &X't  &Y* 
avec  la  ligne  men6e  par  le  point  M  parallelement  ä  Fanden  axe  des 
y);  d'oü  nons  voyons  qne 

MP-PN=y-ax  ~b>0, 
JHP—  PN'=y— <tx— £'<0; 

nons  avons  anssl 

(p—ax—b)slnd      ^     —  (y— a'g— 6')sinfl 
~~  V^+«*  +  2äcösö '      ~~  Vi  +  aP  +  ia'wsB ' 

en  meme  temps  qae,  d'apres  n°.  2, 

(a'  —  a)slnö   


slnK  = 


V"  (l  +  a'H2«cos0)(l+a'H2a'cosö) 


(HD 


81  nous  mettoos  ces  valeurs  dans  les  relations  (3),  nons  obüendrons 
les  denx  equations 

(a'  —  a)y 
y—ax  —    —  \A  l  -f  a*+2a'cos0 ' 

y  —a'x—b'  =  r  — -  -  - 

y  Vi  +a2  +  2a  cos  ö 

dont  la  resolutlon  fonrnlt  les  formnies 

b'—b  ,  x'  y 


a— a!  T  Vl  +  Ä^+SöcosÖ    Vi        +  2a'cosö 

y""  a—a'  +  V l  +  a«+2acosö    V" l+fl^+Oa'cosÖ 

Sl  les  denx  droites,  prlses  ponr  axes  des  coordonne"es  nonvelles, 
sont  representees  par  les  eqnatlons 

♦ 

les  quatre  formales  precedentes  se  cbangent  en 


— (AR — BA)tf 
Av  4  Bx  +  C—  j      v  : » 

^  T    T     VI* + cos  0 

T        V^  +  Ä2-^2^BcosÖ 


(V) 
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 AC—  CA'  Atf   Ay  

*~    AB'—BA1  WaHB*-2ABcqsÖ  V A*+B*-2A'Fco^d ' 

__C'B-BC  Bx'  BW 

V~    A'B—B'A    V"AHB^-2ABcö7d   V  A'HB*-2A'BÜä>sd 


(VI) 


Dans  le  cas  oo  les  anciens  aies  sont  rectangulalres,  ces  formales 
slmpllüeat  et  se  rädaisent  ä 

.*=>  +  *  + 


VA*  +  B*  \Ta2+B* 


CA'—AC  ,  Aar  A'y 
x  =  1- 


BC-CR        Bot     _  Btf 
AB'—BA'    sTAt  +  BP  V>*+£'a* 


(X) 


4.  Deuxieme  methode  pour  delerminer  les  formuies  pre'ce- 
dentes.  Les  formales  (V)  et  (VI)  peavent  aussl  se  trouver  par  une 
metnode  dilfereote  de  Celle  qae  noas  venons  d'employer. 

Soient,  en  effet,  a  et  ß,  af  et  ß'  les  angles  qae  font  les  denx  droltes 

A(y—aa:—b)=Ay+Bx+ C— 0,  A'(y— #x-b')=A'y+B'X+C=z(S  (4) 

avec  les  deox  axes  de  coordonnees  OX  et  OY,  En  desfgnant  par  p 
et  ^  les  coordonnles  de  l'intersectlon  des  deox  droltes  (4),  od  a 

CA'-AC  __BC-CB> 
P~AR—BA''    9     AR  —  BA'  * 


sind 

^slno-j-y^sln  c? 
v~9=  s¥ö 
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Or  on  sait  qoe 

slna        slna  _   _  B 
sio(Ö— a)~sin/3~a~~"  Ay 


«slnfl        —  tfstnö 


d'oü  on  dedait 
slna= 


«slnö  — fislnO 


V~  1  f  ö2  +  2acosö   "  V  A2  +  52— 2AÄCOS0 

SD^~~\^l+a*  +  2aco~s0~  V'^Ml^^&cösö ' 
a'slnfl  —  ff' sin  0 

siaa'  = 


sln/3' 


Vi+fl^+fci  cosö     STav  +  B*1  —  2A'B'coso' 
sind  A'siud 


Vl+ö^  +  2a  'cos  6  "  V  A'*  +  ff  2 — 24'ff'  cos  0 
Sabstltuant  ces  valeurs  dans  les  egalltes  (5),  oo  obtient 

_CA'-AC   Ax'  Ar  

*    iüf'  -  AI'  ^I^i?2— ~2Affcös0  V" J*+J^ä£'Ä'cas  e' 

_BC'-CB'  By' 

V  ~~  Äff*— ff^'  V^  +  ff2— 2Affcos0    VA'Hä'2— 2l*'ff'cosfl ' 

resultat  identiqae  avec  les  formales  (VJ). 

Maltiplions  ces  deax  dcrnieres  egalites  respectivement  d'abord 
par  B  et  A,  puis  par  ff'  et  A'f  et  ajontons  cnaque  fois  les  prpduits, 
doqs  trouvons  aiosi  qae 

(A'B—B'A)y 
y  V>2  >  ff'2 —  2^'Ä'cos  ö 

Ay  \  B  x  +  C"  =  -7-- — -EF^  j  , 

V,42  +  ff2-2,4ffcos0 

•  *  * 

formales  qot  ont  dejä  ete  obtenues  et  qni  sont  conformes  avec  (V). 

Chapitre  II. 

De" veloppements  d'une  fonctioo  entiere  du  second  degre* 
d'une  ou  de  plasiears  variables. 

*  — 

5.  Developpement  d'une  foncHon  du  second  degre  en  valeur 
des  de'rivees  premieres  des  variables,  Le  double  d'ane  fonc- 
tlon  entiere  da  second  degrä  f(xt  y,  *,....)»  d'ane  oa  de 


# 
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plaslears  variables  xt  y,  »,        peat  teajoars  se  mettre 

soas  fa  forme 

X         y  m 

oq  a,  b,  <?,....  represeotent  les  coefflclents  des  termes  da 
premler  degre,  et  g  le  terme  toat  coonn.  En  effet,  cette 
fonction  etant  da  second  degre,  noas  avons,  par  le  theoreme  de  Tay  lor, 

oo  R  designe  l'ensemble  des  termes  independants  des  variables.  Cette 
Identite"  devant  arolr  Heu,  quelles  qae  soleat  x,  y,  noas  pou- 

vons  y  annaler  ces  variables;  eile  se  cbange  ainsi  en 

r(h,  *,/,....)  =  y +aA  +  M  +  c/+....  +  Ä,  (2) 

pulsqne  /(ar,  y,  »,....)  se  reduit  ä  g,  et  qae  les  coefflclents  a,  b,c,.... 
des  termes  da  premier  degre"  de  f(.r,  y,  *,....)  sont  les  termes Mndö- 
pendants  des  variables  dans  les  dSrivees  respectives  f\  /",  f ...... 

at     y  s 

Snbstltoant  dans  (1)  la  valeur  de  R  tlree  de  l'equation  (2),  U 
nons  viendra 

y\k,z+ /,....)  =/(^,y, »,....)  f  A/"  +  */"  +  //"+....  /,....) 

-(öä  +  ^  +  c/I  ....+y).  (3) 

Cela  trouve,  remplacons  dans  (3)  A,  /, ....  par  —  x,  —y,  ; 
le  premler  membre  de  cette  egalite  se  redaira  hg;  la  fonction  da 
second  membre  se  convertira  en 

f(  *t  y,  *,....)— 2  (  **  +  *>y  +  «  +  ....) ; 

tandisque  les  termes,  qul  precedent  cette  fonction,  se  changent  en 

-0*r+yf +*/'  +  ....), 

en  meme  temps  qae  y,  *,....),  qul  est  Independant  de  h,  *,  /,...., 
restera  Invariable.  L'egalite  (3)  devient  ainsi 

—      y, »,  ...)  -      +  yt  +  «/"  f  •  •  •)  +  fixt  V>  *»  ••••)' 

*      y  ■ 

— 2(or-f  by  +  c*  f ,...)  +       +  &y  +  c*  +  ....)  —  tf; 
(Ton  noas  tlrons 

V(x,yt%t.„.)  =  rf'  +  yr  +  *r  +  ....  +  ax  +  by  +  c%\...,+%g, 

m         y  % 


■ 
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resnltat  couforme  ä  l'lnonce\ 
fl.  Application*.   1°.  Soit 

*  ■ 

f(x)=:Ax*  +  Bx  +  C\ 

od  trouve  qne 

■  •  •  ■ 

IfQx)  —  xf  \  Bx +  %C.  (II) 

20.  Si 

f(x,y)=:Ay*  +  Bxy\Cx*  +  Dy  +  Ex  \  F, 

Wr,y)  =  *r  +  pr+i>!/ +  (in) 

*  y 

3°.  Enfln,  poor 

z=Ax>+A'y*  +  A"%* + 2Byz  +  2B*%x  -f  2B"xy  +  2ßc  +  2C"y  +  2C '«  +  F, 
on  obtiendra 

2/fr,  y,  %)  =  a/'  +     +  s/'  +  2f +  tf'y  +  C"*+F).  (IV) 

7.  Isolemenl  d'une  variable.  Tonte  fonction  entlere  da 
second  degrä,  qul  renferme  le  carrä  d'nne  variable  x, 
£tant  mnltlpliee  par  quatre  fois  le  coefficlent  de  x,  est 
egale  au  carre  de  ia  därivee  de  cette  fonction  prise  par 
rapport  ä  x,  augmentä  d'un  terme  ind^pendant  de  x.  En 
effet,  dans  ce  cas  la  fonction  peut  se  mettre  sons  la  forme 

f(x,  y,  *, ... 0  =      +  Px  +  Q,  (4) 

ou  Prepresente  la  somme  des  coefflcients,  fonctions  on  non  de  y, 

qnl  sont  multiplies  par  x,  et  Q  l'ensemble  des  termes  lndependants 

de  x.  On  en  dednit 

f  =  2Ax  {  P, 

K 

f*=\A*x*  +  *APx  +  P*.  (5) 

Retranchons  (5)  de  (4),  apres  avoir  mnltlplil  cette  derniere  par  *A\ 
11  vient 

*A/(*>lF»*f»0  =  *AQ).  (IV*) 

8.  Applications.   D'apres  cela,  on  tronve  qne 

«10.  AA/(x)=z4A(Ax*+Bx+C)=r*-(B2-*AC);  (V) 
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2<>.iAf{x,y)=AA(A!/t  +  Bxy  +  Cxt  +  Dy  +  Ex+r) 

=/**-  (B*-4AC)x*—2(BI>—2A£)x  -  (JP-lAF);  (VI) 
y 

3°.   AAftx,  y,  *) 

=  AA(Ax*+A'tP+ A"*1 + 2By%^2B4%x  f  22T.ry  +  2Cx+2Cy +2C"* + F) 

*  -9(CB"-AC')y-8(CB'  -AC")*-*(C*— AF).  (TO) 

9.  Isolement  de  deux  variables.  Tonte  fonctlon  entiere 
da  second  degre,  qni  oe  renferme  pas  le  carre  de  deux 
variables,  mais  lenr  prodult,  peot  toajoars  s'exprimer  en 
valeur  du  produit  des  därlväes  prlses  par  rapport  ä  ces 
variables  et  en  valeor  de  toates  les  aotres  variables. 

Une  teile  fonctlon  peut  $tre  representee  par 

f(x,y,  &),....)  =  Bay  +  Mx  +  Ny  +  P.  (6) 

Elle  donne 

•  y 

et,  par  sötte, 

r  •  r = ^xy  +  BMx  +  BNy + MN.  (7) 

*  y 

Retranchant  (7)  de  (6),  apres  avolr  moltlplle  cette  dernlere  par  B, 
on  trouve 

Bftx,  y,  *,  ....)=  f  •  r  ~  (ißV-  £/?).  ( Vffl) 

10.  Applications.   On  a  ainsi 

1°.  Bf{x,y)=B(Bxy+Dy\Ex+F)=:r.r-<J)E-BF)\  (IX) 

2°.  2A7(jr,y,ft) 
=  2#"  (,!"**  +  2Ä^  +  2#**  +  22T:ry  +  2Cr  +  2C"y  +  2C"*  +  F) 
=  /■'./* — 4  (BB* — A"B")2—  4  (2?C-f  ifC" — B"C)% 

9  -2{ikCC'-BnF).  (X) 

% 

Cbapltre  III. 

- 

Application  de  la  transformatfon  des  coordonnees  ä  la 
recbercbe  des  asymptotes  de  I'hyperbole,  de  Taxe,  da  som- 
met  et  dn  parametre  de  la  parabole. 

11.  Equations  des  asymptotes  de  I'hyperbole.  Notre  methode 
de  transforma^ion  des  coordonnees  et  Pexpression  d'une  fonctlon  da 


Digitized  by  Google 


130  Dostirr:  if&moire  sur  uns  mithodo  nouoelts  de  transformatton 

second  degri  en  valenr  de  ses  derlvles  nons  pennettent  de  detennl- 
ner  les  asymptotes  de  l'byperbole  . 

Atf*  +  Bxy  +  Cx*+Dy  +  £r  +F=  0,  (1) 

alnsl  qne  l'eqnation  de  cette  conrbe  rapportäe  ä  ses  asymptotes. 

Supposons  d'abord  qae  Fan  an  molns  des  carres  des  denx  variables 
se  trouve  dans  l'eqnation  de  Fhyperbole,  et  qae  ce  soit  le  carre*  de  y\ 
dans  ce  cas  A  n'est  pas  nol.  L'eqnation  de  la  conrbe  peut  alors  se 
mettre  sous  la  forme  (VI)  dn  n°.  8: 

(2Ay+Bx+D)*-(B*-UC)x*-2,BD-2A®x-(D*-*AF)=0.  (2) 

Posons 

<p(x)  =  (B*-4AC)x*  f  2  ißD — 2AE)x  +  (Z?a — 4AF). 

L'eqnation  (1)  etant  celle  d'one  hyperbole,  B2  —  bAC  est  dtfferent  de 
zero  et  positlf;  <p(x)  peut  donc  s'eiprlmer  en  valenr  de  q>'{x),  c'est- 
ä-dlre  que 

  Pf)  e 

=  [*    *-4i£7  f 

2^g)a  -  (ff»— 4,4C)  (ZT8— 
de  sorte  qne  l'eqnation  de  la  conrbe  sera 

BD—2AE 


(2Ay  tBx  +  /))*  -  [x  V  Ä» -  UC  +  ^^===  ]* 
(BD—2AE  )2 — -  4vi  C)  (Z^-4XP) 


■ 

  n  n  <2  i  p 

(2^yf  Bx+D+x>T &-4AC  +  ^__^) 
X(2iy+üx+/?-.T V  B*-AAC  BD~2AE  ) 


=  0, 


+  4^=0,  (I) 


V>-4^C 
sl  noos  avons  soln  de  poser 

AE*+CD*-BDE 

i    -Prenons  les  denx  Uroites 
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(U) 


r__   BD  -  2AE 

2Ay  +  {B  +  V&-UC)x  ^  +  ^===0, 

BD—2AE 


poor  axes  de  coordonnäes.  Ces  Iqaatlons  rendeot  les 
bres  des  formoles  (V)  da  n°.  3  respectivement  egaux  ä 

\Ay'^~B^—\AC 


*fkA  (A-  O  +  2 (B  -  2A  cos  0)  (B-  V  B*  -  44C) 

 —  4ftr'  V^ff»— 4,4  c  

V  iA(A- C)  \2(B— 24cos0)(*+iV  B^UÖ) 

doot  le  prodult  est 

 — 4i  (ffl— tAp^tf  

\f(A  -  C)2  +  (i  -  2>1  cos 0)  (fi—  2Ccos  0) ' 

Mettant  ce  prodult  dans  l'eqiiation  (I),  on  trouve 

(B*—*AC)x'y' 


\/~(A  —  C)'2  +  (B — 2A  cos  Ö)  (B — 2Ccos  ö) 


_  //       -C)*H*-2,4  cos  6)  (B-2Ccos6) 

_  4JC  (IU) 

pour  I'lqnation  de  l'bypcrbole  (1)  rapportee  aox  deux  axes  (II). 

La  forme  de  cette  eqoation  fatt  voir  que  les  denx  droites  (II) 
sont  les  denx  asymptotes  de  l'hyperbole  (1),  et  qoe 

H\f  (A  —  Cy^~iB—2Acosß)TB~^2Ccose)  _ 

B2  —  1AC  {lV 


*  » 


est  la  putssance  raeme  de  l'hyperbole  (1). 

Sl  A  et  C  sont  nnls,  I'equalion  (1)  de  l'hyperbole  se  redalt  a 

Bxy  f  Dy+Ex  +  F=Q,  (4) 

qnl,  en  vertu  de  (IX)  du  n°.  10,  se  change  en 

{By  +  D)  (Bx  f-  E)  =  DE -BF,  (5) 

qa'on  pent  mettre  sous  la  forme 
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Transportons  J'origine  des  coordonnees  an  point 

E  D 

l'6quatlon  (5)  devfent 

B*zy  =  DE—BF.  (V) 
Ce  resultat  falt  volr  qne  les  deux  droites 

By  +  D  =  0,   Bx+E=0  (VI) 
sont  les  asymptotes  de  l'byperbole  (4),  et  qne 

DE— BF 


B* 

est  la  pnissance  de  cette  hyperbole. 


(vn) 


12.  Formation  de  fequation  aux  asymptotes  de  f  hyperbole. 
Mnltiplions  entre  elles,  membre  ä  membre,  les  deux  equations  (II)  des 
asymptotes  de  l'byperbole  (1);  nous  obtenons 

,  ,  n                             AE2  +  CD1  —  BDE 
Ay*  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  B*—±AC  = °' 

Le  terme  tont  connn,  d'apres  (3),  est  £&al  ä  F — H.  II  vlent  donc 

Ay*  +  Bxy  +  Cu*  +  Dy  +  Ex  +  F—H=0,  (VIII) 

ponr  l'eqnatlon  aux  asymptotes  de  Phyperbole  (1).  Nons  voyons  afnsl 
qu'on  obtlent  l'equation  aux  asymptotes  de  l'hyperbole, 
en  retranchant  dn  premier  membre  de  l'equation  de  la 
conrbe  le  terme  tont  connn,  qne  fonrnit  la  translatlon  de 
l'orlgine  des  coordonnees  au  centre  de  Phyperbole. 

Soient  toojonrs  p  et  q  les  coordonnees  du  centre  de  Phyper- 
bole  (1);  nous  avons 

2AE —  BD  2CD-BE 
P~  B*-*AC'    g~  BP-lAC  ; 

d'ou  nons  tirons 

AE2  +  CD2 —BDE 

L'equation  aux  asymptotes  de  Phyperbole  est  donc  aussi; 

A*  +  Bw+C*  +  D(9-l)+B(*~$)=Q.  (H) 
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de  l'hyperbole,  tl  suffit  de  diminaer  les  premleres  puls* 
sances  des  variables  des  demi-coordonoees  da  centre  et 
de  snpprimer  Ie  terme  tont  connn. 

13.  Angle  des  asymptotes  de  fhyperöole.  Poar  avoir  cet 
aogle,  doos  aurons  reeoors  ä  la  formale 

_  (mn—mf)s[nß 
g       1  +  mm"  i  (W  +  m")cos  B 9  (  ' 

qai  donne  la  taagente  de  l'angle  des  den*  droltes 

•i  * 

y=m'x,  y=mnjr. 
Les  eqnations  (II)  des  asymptotes  nous  donoent 


d'on  doüs  tirons 


m" = 7 ,  m"+ffl--7 


Snbstttnant  ces  valeurs  dans  (6),  nons  tronvons  qne 


tan*  IT  -    ^_ÄC0SÖ+C  »  (X) 


et,  par  suite, 


5cosÖ+C  ^ 

cos    =          —                                r  (in 

VU—  £7)*  +     — JMcos  0)  (£—  2Ccos0) 

— sinö  VZ?2— _ 

sin  IT  =   f                           ■  -_                 .  (XU) 

-  O2  +  (Ä— 2^  cos  6)  (Ä— 2Ccos  0) 

14.   Equation  de  faxe  de  la  parabole 

(y\fli  +  x\rC)*  +  Dy  +  Ex+F=0.  (7) 
Introdnisons*  dans  le  carre  an  terme  independant  k;  l'lqnation  deriendra 

(yVl+*^C+*)H(X^^V7)y+(^2i;VC,)ar+/,-*a=0.  (8) 
Determinons  *  de  maniere  qne  les  denx  droltes 

yVI  +  *Vtf+*  =  0,  (9) 

(i^-tt  V"!^  f  (£-2*VÖ*  +  F-*'=0      '  '  (10) 
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soteot  perpendlcolalrea.  II  safflra  poor  cela  de  sattefalro  ä  l'egalitä 
de  cooditioo 

1  +  m'wT  \  (m'  +  ma)cosO  =  0, 

oü  Doos  avons 

S/A  D—2&VA 
Nons  obtenons  alnsl  Kognation 

D \rA  f  E  VC—  2(A  f  C)k  =  (Z?  VC  f  ^  VZ)cos (9—4 cosö V  JÜ.k, 
qol  donne 

2(^  +  C-2cosö  VAC) 

II  vlent,  par  snite, 


A+C—2cosesf  AC 


(XIV) 


ce  qui  traosforme  l'eqnation  de  la  parabole  en 

1 


FU-frC-2coseV;lC) 


idVa+est  g-cj  v  (7+£?  ^)cose?) 

4U  +  C-2cosöVr^C)(/>VC'-JEV*I)  j~ 

i  »  .  .  -v   1      •  ,        ;         ■  ' 

Cela  obteno,  prenons  poor  axes  de  coordonnees  les  deox  droitea 
rectanjrolaires 
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(V C  cosöV  ,4)y-(  Vi-cosöV C)x\-  ^^EVl 

fl>  VI  +  JE  V£-(/>VC'+  £  Vi) cos*]«^ 
+  C-2cosö  V^C)(/>  VC-£  V3) 

Eo  verta  des  formales  (V)  da  n°.  3,  räqaatlon  (XV)  de  la  parabole 
deviendra 

(A  +  C—  2  cos  6  \rlC)*  ijlt=(D  VC—  E  V3)sln*0.  a-, .  (XVtt!) 

La  forme  de  cette  e"quatlon  prouve  immediatement  qae  la  droite  (XVI) 
est  l'axe  de  la  parabole  (7). 

15.  Equalion  de  la  tangente  au  sommet.  II  en  resnlte  aassl 
qae  la  droite  (XVII)  est  la  tangente  an  sommet  de  la  parabole  (7). 

16.  Parametre  de  la  parabole.  L'inspection  de  l'öqnatlon 
(XVffl)  donne 

{D>fC—  EVÄ)sin*6  rms 

2/i      —  — — ~[  •  (XIX) 

2(A  |  C-2cos0  \f  AC)* 

17.  Coordonne'es  du  sommee.  Ce  polnt  est  l'Intersection  des 
dem  droites  (XVI)  et  (XVII).  En  considerant  les  equations  de  eea 
lignes  eomme  simnltanees,  od  tronve 

fVa 

a= 


dVc-eVa 


D(\rA—cos6\f  Q(V  C— cosöVi)  +  £(V  C-cosflV3i)» 
*~  4(^4 +  C—  2cosÖ  \TÄC)2 

D(\r2  —  cosfl  VC)  +  EiXHC-cosOSTÄ)  D 

4(^+  C-2cos0V^O  D\TC-E>Ta' 

fV  c 

o  = 


EST  A—DSfC 


E(V  C—  cosö  VA)(VÄ-cos6  VC)  +  />(V  A— cosflV  C)% 
~~  4  (A  +  C—  2cos  6  VZtf)» 

l(VC-cosÖ  VI)  +  Z?(V3-cos6  V?)     _  E 

4(/T+  C-2cosd\rÄÖ)  E*S/A-DV~CA  ) 

les  valeurs  de  ces 
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Chapitre  IV.  1 

Theorie  generale  de  la  llgnc  droite  et  da  plan  dans  le 
cas  de  coordonnees  obliques. 

18.  Avant  d'exposer  notre  inetbode  de  traosforraation  des  coor- 
doone'es dans  1'espace,  noos  nons  proposons  de  resoudre,  poar  le  cas 
de  coordonnees  obliques,  tontes  les  questions  sor  la  ügne  droite  et  le 
plan  qne  l'on  ne  traite  ordinatrement  que  dans  ie  cas  d'axes  rectangulaires. 

Noos  chercberons  d'abord  lcs  conditions  de  perpendicularite  des 
plans  et  des  droites,  et,  des  resultats  obtenus,  nons  dednirons  plu- 
sienrs  relations  remarquables,  qnl  ont  lieu  entre  les  coefßclents  des 
equatlons  de  droites  et  plans  perpendiculaires.  Nons  calcolerons  en- 
solte  les  expressions  des  distances  entre  les  points,  les  droites  et  les 
plans,  ainsi  qne  les  formules  generales  qni  donnent  les  angles  des 
plans  et  des  droites.  Enfln  nons  tenninerons  ces  prellmtnaires  par 
ie  calcnl  des  equatlons  generales  de  Iignes  droites  et  de  plans  satis- 
faisant  ä  des  conditions  donnees. 

Dans  tonte  la  snite,  nons  designerons  par  k,  p,  v  les  angles 
YOZ,  ZOX,  XOY  que  comprennent  entre,  eux  les  axes  de  coordonnees 
OY,  OZ,  OX\  par  X,  Y,  Z  les  angles  diedres  d'Incllnalson  mntnelle 
entre  les  plans  de  coordonnees,  enflu  par  x,  y,  %  les  angles  XOyx, 
YOzx,  ZOxy,  que  font  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec  les  plans  Oy%, 
Ozx,  Oxy.  Nons  representerons  tonte  ligne  droite  par  un  Systeme 
d'equations  de  la  forme 

x—p_y—q_%—r 

~~~a~  -  " IT  ~  ~c~  '  (1) 

on  p,  q,  r  sont  les  coordonnees  d'un  point  de  la  droite. 

§.  I.    Conditions  de  perpendicularite  des  d  roite«  «t  des  plana. 

19.  Conditions  de  perpendicularite'  de  la  droite  et  du  plan. 
Sopposons  qne  la  droite  issne  de  l'origine 

a     b     c  w 

soit  perpendicnlaire  au  plan 

Ax\ By  +  Cfe  +  Z)  =  0.  (3) 

Soieat  %Py  Q,R  les  points  oü  ce  plan  coupe  les  trois  axes  de  coordon- 
nees ÖX,  OY,  OZ;  I  le  point  ou  il  rencontre  la  perpendicnlaire  (2); 
et  H,  K,  L  les  projections  orthogonales  du  pied  /  sur  les  trois  axes. 
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Les  triangles  IOP,  10 Q,  10  R  sont  rectangles  en  /,  et  !es  droi- 
tes  1H,  IK,  IL  sont  les  perpendicnlaires  abaissees  du  sommet  com- 
mun  1  des  angles  droits  sur  les  lijpothenuses  OP,  OQ,  OB.  Si  noos 
representons  10  par  d,  dous  aurous  donc 

(52  =  OP.  OH—  OQ .  OK=  OR.  OL.  (4) 

Cela  etabli,  soient  y,  s  les  coordonnees  de  Pextremite  /  de 
la  perpendicaialre  ö;  nous  avons,  par  la  tneorie  des  projectlons  et  en 
vertu  des  eqaations  (2)  de  la  droite, 


OH  =  x  +  y  cos  v  +  s  cos  \x  -  ~  (a  +  b  cos  v  +  c  cos  /1) , 


c 


OK=y  +  «cos  A  +  *  cos  v  ~  ^    +  c  cos  A  +  «cos  »> ) , 


ÖZ,  =  s  +  x cos  fi  +  y  cos  A  =  -  (c  +  «cos  p  +  b  cos  A)  ; 
et,  comme  l'equation  da  plan  (3)  donoe 

0P=-DÄ>  °°=-DB< 

c  ~"     Aa  +  Bb+Cc'y 
noos  obtenons,  en  substitnant  dans  les  egalites  (4), 

{Aa  +  Bb+Cc)~ 

_a+bcosv+ccosii    H  ccos A-f  acosv  *+«cosfH-*cosA 
~  A  -  ß  =  ~C  •  (I) 

Teiles  sont  les  relations  necessalres  et  sofflsantes,  pour  qne  le 
plan  (3)  soit  perpendiculaire  ä  la  droite  (2). 

Multiplions  les  den*  tennes  des  trois  dernieres  fractions  (I)  par 
les  qnantites  respectives 

sin2A,   cos A cos /t*— cos v,   cosAcosv—  cosn; 

et  ajontons  terme  ä  tenne  les  fractions  resnltantes;  nons  troavons  qne 

Aa+  Bb  +  Cc  <52 

J2  ~Xjfi 


a 


A  sin  H  +  B  (cos  A  cos  j^cös^)  +  C(cos  A  cos  v — cosJT) 

b 


B  sin  2fi  -f-  C(cos  p  cos  v — cos  A)  +  A  (cos  ^  cos  A — cos  v) 

 c  

C sin  *  v  f  ^  (cos  v  cos  A — cos    -f  J?(cos  v  cos  fi — cos  A) 5 

Theil  XXM. 
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ou 

A*  =  1  —  cos*A — cos.V — cos2v  +  2  cos  A  cos  ji  cos  v ,  (III) 

zf2 = sin  2A  sin  V — (cos  A  cos  f* — cos  v)2 
= sin  V  sin  *v  —  (cos  f*  cos  v — cos  A)2 
=  sin2vsin2A— (cos  v  cos  A— cosp)2;  (IV) 

d*oü  on  tlre 

^*cosX=(cosicosfi-  cosv)(cosXcosv-cosft)-sin2A(cos^cosv-cosA), ) 
^2cos/;t=(cos^cosv-cosX)(cos^cosA-cosv) -sinV(cosvcosA— cosft),)  (V) 
^«cosv=(cosvcosil-cosfi)(cosvcosfi-cosl)-sin2v(cosAcos^— cosv).] 

20.  Conditions  de  perpendicularite  de  deux  plan».  Admet- 
tons  qne  les  deux  plans  (3)  et 

A'x\  B'y+C'x  +  D'  =  0  (5) 

soient  perpendlcnlaires  entre  eux.  Ce  second  plan  sera  necessairement 
parallele  ä  la  drolte  (2),  ce  qui  fournit  une  premiere  relation 

A'a  +  ß'b  \*C'c  =  0.  (6) 

La  perpendicularite  de  la  drolte  (2)  et  dn  plan  (3)  nons  donne  de  plas 
les  relations  (II).  Multiplions  par  les  quantites  rcspectives  a,  b,  c 
les  deux  termes  de  chacune  des  trois  dernieres  fractlons  (II)  et  ajon- 
tons  les  fractions  resnltantes  terme  ä  terrae;  nous  obtenons  ainsi  une 
fractlon  qui  dcvra  etre  egale  ä  chacune  des  rapports  (II);  or,  en  vertn 
de  (6) ,  le  numerateur  de  cette  derniere  fractlon  est  egal  a  ze"ro ;  il 
laut  donc  quil  en  soit  de  m£me  du  denominateur.  Nous  trouvons  ainst 
la  relation  de  condition  demandee 

AA'slnH  +  #/?'sln>  +  CC"sin2v 

+  (AB'  +  BA')  (cos  A  cos  (i — cos  v) 

+  (BC  +  CB')  (cos  p  cos  v  —  cos  A) 

+  (CJ'  +  /I C")  (cos  v cosA  —  cosfO=0,  (VI) 

qu'on  peut  encore  mettre  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  sui- 
vantes : 

A [A sin2A+£(cos  A cos/*  —  cos v)-\  C(cosA cosv — cos/*)] 
+ B' \B  sin2/t+  C(cos  fi  cos v  -cos  A)  \  A(cosn  cosA— cos v)] 
+  C'{^sin2v+^(cesvcosA--cosft)+ß(C8Svcosi»-cosA)]=0,  (VII) 
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A[A'$\nH+  fi' (cos X cos fi — cos v)  -f  C (cos* cos v— cosf*)] 
-f /?[i?sinafi  f  C"(cospcosv— cosA)  f  ^'(cospcosA-  cosv)] 
+ C\C'8in*v+A'(eQ8vcosk-cos(i) + Z?'(cosvcosf4-  cosA)]=0.  (Vin) 

21.  Condition  de  perpendicularile  de  deux  droites.  Consl- 
derons  les  deux  droites  (2)  et 

-=V-*  (7) 

que  Doos  sopposerons  respectivement  perpendlcolatres  aox  plaos  (3) 
et  (5);  ces  deux  droites  seront  perpendlculaires  entre  elles. 

Moltlplions  par  a1,  b',c'  respectivement  les  deux  tennes  des  trois 
dernleres  fractions  (I) ,  et  ajoutons  les  prodoits  obtenos  terrae  ä  terme. 
II  dous  vlendra  aiusi  uoe  fractiou  äquivalente  aux  fractions  (I).  Or, 
dans  cette  fractloo  obteoue,  on  a  le  denomlnaieur 

Äa!  f  Bb'  \  Cc'  =  0; 

le  namfrateur  sera  donc  aussi  nu).  Nous  obtenons  aiusi  Ja  reJation 
de  condition 

aa'  \,bb'  \  ce' 

-f  (bc  +  cb')  cos  A  f  (caf  \  aC)  cos  fi  +  (ab'  +  ba')  cos  v  =  0 ,  (IX) 

qai  exprime  que  les  deux  droites  (2)  et  (7)  sont  perpendlculaires 
entre  elles.  Elle  pent  encore  s'ecrire 

a'(a  +*cosv  +  ccosfi) 
4  b' (b  f  ccosA  +  «cosv) 

+  C(c  fccosu  I-  6cosA)  =  0,  (X) 

ou 

a(a'  +£'cosv-f  e'cosfO 
f  b  (b'  +  &  cos  A  -f  a'  cos  v) 

~|-c(c'+«'coSf*  +  6'cosA)  =  0.  (XI) 

§.  II.    Relation«    r ero nrqu abies    entre   le«    co^f f icients  de 
droites  et  plant  perpendlculaires. 

22.  Considerons  la  droite  (2)  et  le  plan  (3),  que  nous  suppose- 
rons  toujours  perpendtctlftires  entre  eux.  Represeuions  par  r  les  trols 

rapports  egaux  (I)  et  par  ^  chacun  des  rapports  egaux  (II).  Nous 
avons  alnsi  les  e'galltes 

10* 
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a  +  *cosv-|-ccosft=^r,  ) 

■ 

&  +  ccosA  f  aco$v  —  Br,  \  (8) 
<?  +  acos(*  +  öcosA  =  Cr;  ' 

^sin2A+Z?(cos  Acos  ft— cos  v)+ C(cos  A  cos  v— cos  (i)—aR,  \ 
J?sinV+C(cosftcosv— cosA)+^l(cosftcosA— cosv)=*Ä,  >  (9) 
Csin2v+  y4(cos vcosA— cosfi)+#(cosvcos/*— cosA)=cÄ  ' 

Posoos 

I 

=  &  +  *2  +  c2  +  2£c  cos  A  +  2ca  cos  ft  +  lab  cos  v ,  (Xü) 

(J*  =  42  slo  2A  +  B2  sin  V  +  C2  si  n  2  v  -f  2A  B  (cos  A  cos  /* — cos  v) 
+  2  ßC(cos  f*  cos  v — cos  A)+2C/1  (cos  v  cos  A — cos  (*).  (XIH) 

Sl  nous  muUiplions  les  equations  (8)  respectivemeot  par  «,  c; 
les  equations  (9)  respectivcment  par  A,  B,  C;  et  que,  cnaque  fois, 
nous  ajoullons  les  resultats,  nous  trouverons 

u2  =  (A  a  +  Bb  +  Cc)  r ,  (XIV) 
U*=(Aa+Bb+  Cc)  Ä.  (XV) 

Ces  relations  nous  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  r  et  R  en 
fonction  seule  de  u,  U  et  A. 

Les  egalites  (I)  et  (II)  nous  donnent  d'abord 

<52 

r^iAa  +  Bb+Cc)^, 

_        A2  D2 

R-~ÄaTBb+Cc 

multipliant  terme  ä  terme,  on  obtient 

Rr  =  A2.  (XVI) 
Les  equations  (XIV)  et  (XV)  nous  donnent  ensuite 

R  U2 

(xvn) 

Par  ces  deux  egalites  nous  obtenons  les  valeurs 

R=%.A,  r=jj.A,  (XVHI) 
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gnl,  6tant  transportees  dans  les  relations  (XIV)  et  (XV),  fonrolssent 
l'egalite* 

ifa  =  (Ja  +      r  tV?)  A.  (XIX) 

23.  Comparons  actuellement  notre  Systeme  de  droite  (2)  et  plan 
(3)  rectangulalres  ä  nn  second  Systeme  de  droite  et  plan  perpendi- 
cnlatres  (7)  et  (5). 

En  representant,  dans  ce  Systeme,  par  r4  et  R'  des  quantitcs  aoa- 
lognes  anx  rapports  r  et  R  du  premier  Systeme,  nous  a?ons  de  meme 


a'  +  b'  cos  v  +  c'  cos  fi  =  AY . 


(10) 


et 


6'  +  C  cos  A  +  a'  cos  v  =  Z?'r', 
c'  +  a'  cos   -f  ö'cosÄ=  Cr'; 

J'sln*H ß'(cosAcosft— cosv) + C'(cosAcosv— cosp) = a'R, 
Z?'sinV+£'(cosf«cosv — cosÄ)-f  J'(cospcosA — zosv)  —  b'Ri  }  (11) 
C'sin^v-f-  J'(cosvcosA— cosfi)+ #(cosvcosp— cosi) = CR; 

meme  temps  que 

t**2  =  ( A 'a'  +  B  ö'  +  C'C)  r' ,   ^  =  ( A'd  \  B'b'  \  C'C)  R ;  (XX) 

R 

Rr'  =.  J2*    p  =  ^rJ  (XXI) 


R=~,A,   r'=~:.J,    U'u'^{A'a'+B'b'+C'C)A.  (XXH) 


Posods 

r  =  aa'  f  bb'  \  cc'  -f  (Äc'  -f  cb')  cos  A  -|  (ca'  +  ac*)  cos  f* 

+  (a0'  +  0«')cosv,  (XXIÜ) 

F  =  JJ'sin2A  +  tfß'sin  V  +  CC'sin2v 

+  ( AB'+ BA)  (cosAcosfi— cos  v)  +  (ßC'+  CB  )  (cos  f*  cos v  — cosA) 

+  (C\I'  +  JC')(cosvcosA— cosft).  (XXIV) 

Cela  fait,  multipllous  les  egalites  (8)  respecüvement  par  a',  b',  c 
et  les  egalites  (10)  respectivement  par  a,  b,  c;  si  nous  ajuulons 
cnaque  fols  membre  ä  membre  les  resultats  obtenus;  nous  anrons 

r  =  ( A(f  +  Bb'  +  CC)r=z{A'a  +  B'b  +  C'c)f.  (XXV) 


)igitized  by  Google 


142  Dostor:  Memoire  sur  wie  Methode  nouoeUe  de  trtmsfortnation 

Multtpllons  ensutte  les  relatlons  (9)  par  A?,  Zf,  C;  les  relairoos  (Ii) 
par  Af  B,  C;  sl  nous  faisons  chaqne  fois  la  somme  des  produhs 
obtenns,  noas  troaverons 

K=  (A'a  h  Bb  +  C'c)R-  (A4  +  Bö '+  Cc')R.  (XXVI) 

fteaplacons  dans  ees  6&aM6s  r,  R  et  r',  It  par  lenrs  valenrs  (XVIII) 
et  (XXII);  puls  combinons  les  resultats  convenablement,  nons  obtlendrons 

Vp  -=  (Au'  +  Bb'  +  CC)*  ^.A*=(A'a  +  Bb  +  Cv)»^. 

=  (Aa'  +  ÄÄ'  f  CO  (A'a  f      +  CT?)  ^;  (XXVII) 
tfoa  noas  tlrons 

^=^=(  iö' 1  Wf  ^).^  =  (^f^+rc).^.(XXVffl) 

24.  On  sait  que  les  deux  plans,  menes  par  l'orfgine  parallele- 
ä  (3)  et  (5),  se  coupent  soivant  la  droite 

*  *  (12) 


BC'-CB'—  CA-AC'-AB—BA'' 

perpendiculairc  an  plao 

(bc'-cb')x  +  (ca'-ac')y  +  (ab'— bef)*  =  0  (13) 

condalt  sulvant  les  deux  droites  (2)  et  (7).  Nons  avons  alnsi  nn 
troisleme  Systeme  de  droite  et  plan  perpendlcnlaires,  qul,  de  meme 
que  les  deux  precedents,  donne 

(BC'—CB)  f  ( CA—  A  C')cosv-\-(A  B'—BA')cos(i= (b&-<b')  S, 
(CA'—AC')+(AB'—BA')cosH(BC   CB')cosv=(ca'-ac')Sf  \  (14) 
(AB'-BA')+(BC'-CB')costi+(CA'— AC')cosk=(ab'— ba')S\ 
et 

(bt—cb4)  sln2A  +  (ca'— ac')  (cos  k  cos  p— cos  v) 

+  (ab'—ba')  (cos  Acos  v—cosp)=(BC'^CB')s, 

(ca'-ae)sin  *p  +  (ab'—ba')  (cos  ft  cos  v — cos  A) 

+  (*c' — cO  (cos  #*  cos  A — cos  v)  =  ( CA-  AC')s, 

(ab'—bajsluh/  f-  (6c' — cb')  (cos  v cos  A— cos  p) 

+  (ca' — ac)  (cos  v  cosp — cos-A) = (A  B'-BA')  s ; 

on  S  et  j  desifnent  des  quantites  analogaes  ä  r  et  Ä,  de  sorte  qo'on  a 


(15) 
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Ssz=J*.  "  (XXIX) 

Noos  peuvons,  da  reste,  dätermlner  S,  s  en  foncttoo  de  ü,  D',  u,  V 
et  A.  Calcnkms  d'abord  la  valenr  de  s.  II  nons  sofflra,  peur  cela,  de 
dtermüier  l'expresslon  de  la  difference 

(BC —  CB^rr' 

ä  l'atde  des  deux  dernieres  des  relatloos  (8)  et  (10) ;  or  cette  erpres- 
sion  est  identlqaement  egale  an  premler  membre  de  la  premlere  dee 
equatlODS  (15);  par  conseqoent,  noas  avons 

t/ff' 

s  =  rr'=       .  A2.  (XXX) 
Sabstitoant  cette  valeur  dans  la  relatlon  (XXIX) ,  noas  tronvons  qne 

Cela  troave,  posons 

W*  ^  (BC- CB')2  +  (CA'-  ACj*  +  (AB'—BA')* 
+  2(CA'—  AC)  (A  B  —  BA')  cos  k 
+  2(AB—  BA')  (BC—  CB)  cos 
+  2  ( BC- CB')  (CA'-AC)  cos  v,  (XXXII) 

ip»  =  (bc1— ersinn  +  (ca*— «C)2sln V  f  (ab1— ba<)sin*v 

+  2  (bC  —  cb')  (ca'—ae')  (cos  k  cos  p — cos  v) 

+  2  (ca! — ac1)  (ab' — bat)  (cos  ^  cos  v — cos  k) 

+  2(ab'—ba)  (bc'—cb*)  (cos  vcosA— cosft).  (XXX11I) 

Multlpllons  les  Cgalites  (14)  respectivement  par  BC—CB', 
CA'—AC,  AB  —  BA'y  et  ajootons  lesproduits  membre  ä  membre; 
aoos  trouverons  que 

-g-  z=(Aa  +  Bb  +  Cc)  (A'a'  \  B'b'  +  C&) 

—  (Aa'  +  Bb'  \  CC)  (A'a  +  B'b  +  Cc) , 
oa,  eo  vertu  de  (XIX),  (XXII)  et  (XXV7II), 


(UU'.ttu'      F*  uu'\c 


et,  ea  redolsant  ä  Talde  de  (XXXI), 
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« 

W*/P  =  F»  (XXXIV) 

MaltlpNoDs  ensnite  les  relations  (15)  rcspectivement  par  b& — cb', 
ctf  —  ac',  ab'— bat,  et  ajontons  les  resnltats  membre  ä  membre;  il 
nons  viendra 

y=( Äa\ Bb+  Cc)(A'a' |  B'b'+  C'c')-{Aa'+Bb'\  CC){A'a+B'b\  C'c), 
ou,  comme  precedemment, 

et,  en  rednisant  ä  l'aide  de  (XXX), 

v3  =  iAf*_0*  (XXXV) 
Nons  voyons  en  meme  temps  qne 


J*  J*'uu'js; 


ou  bien 


W    w 


(XXXVI) 


§.  III.    DiNtHnre«   cntre   les   point«,    l«u  druiten  et  les  plan«. 

25.  Distance  de  Vorigine  ä  un  point.  Soient  x,  y,  %  les 
coordonnees  d'nn  point  M;  6  la  distance  0Jf;  et  a,  ß,  y  les  angles 
qne  fait  cette  droite  avee  ies  axes  de  coordonnees.  La  methode  des 
projections  nons  donne 


ö  =  xcosct  |  ycosß  -f-  2cosy; 

d  COS  «  =  X  -f  y  COS  V  +  S  COS  jtt, 

<$  cos  0  =  y  h  *  cos  A  +  .r  cos  v, 

<S  COS  y  =  *  +    COS  jn  +  ^  COS  k. 


(16) 


(17) 


Muitiplious  les  denx  membres  de  ces  egalites  par  les  quantites  respec- 
tives  ö,  x,  y,  *,  et  ajoutons  les  resnltats  membre  ä  membre;  nons 
tronvons  •  ' 

ä*=*H  y*  +  s2  +  2y*cos;i  +  2*rcosfi+fcrycosv.  (XXXVH) 

26.  Distance  de  deux  points.  Conslderons  nn  second  point 
Jf\  dont  les  coordonnees  soient  a't  y't       transportons  i'origine  en 


\ 
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ce  polnt;  et  soient  xly  ylf  *t  les  nonvelles  coordonnees  du  polot  M. 
Nons  avons  v 

* 

&  =      +  yx1  +  *i2  +  2^,*! cos  k  +  2%.^ cosf*  +  X.rjy!  cos  v; 
mais,  puisque 

x=xl-\-x'f   y=y1+y',    »  =  »,4»', 

od  a 

xv  —x  —  x',   y{  =y—y'f    zt  =  *—*'; 
de  sorte  qu'il  vient 

ff>  =  (x — *')2  +  (y — yO2  +  (*  —*02  +  2(y  -  yO  (*  -  «0  cos  A 

+  2(s— *')  (*  -     cos  ft  +  2(x  —  *')  (y  -  y')  cos  v.  (XXXVIII) 

27.  Distance  de  Vorigine  ä  un  plan.  Le  plan  etaut  repr6- 
sentee  par  l'equation  (3) ,  et  sa  distance  ä  l'origlne  par  la  racine  carree 
des  expressions  (4),  la  distance  demandee  sera  fournle  par  les  equa- 
tlons  (II).  Ponr  en  avoir  la  valeur,  inultiplioDs  les  trois  dernieres 
fractions  (II)  respectivement  par  A,  B,  C  et  ajontons  les  fractions 
resultantes  terme  ä  terme;  nons  trouverons,  apres  avoir  effectue  tou- 
tesiesrednctions  evidentes  et  en  ayant  egard  anx  notations  (III)  et  (XIII), 

*=1f'  (XXXIX) 

* 

28.  Distance  d'un  point  ä  un  plan.  Transportons  l'origlne 
an  point  donne,  determine  par  les  coordonnees  x\  y,  l'equation 
(3)  da  plan  deviendra 

Ax  +  By  +  Cz  +  (Ax  '  +  By4  +  Oz'+D)  =  0, 

la  distance  de  la  nouvelle  origine  on  da  point  donne  an  plan  (3)  sera  donc 

ö  =  (Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D)jj.  (XL) 

29.  Distances  d'un  point  aux  plane  de  coordonnees.  Le 
plan  (3)  se  confondra  avec  le  plan  des  yz,  si  Ton  a  B  =  Q,  t'=0, 
D = 0.  Dans  ce  cas  le  denominateur  U  se  reduit  ä  A  sin  k ;  de  sorte  qne 

*'  =  sTnI 

est  la  distance  du  point  donne  au  plan  des  yz.  On  tronve  de  meme  que 

_      Ay'  Jz' 

.         ^=siTv  \<m 

sont  les  distances  du  point  donne  anx  plans  des  &r  et  des  ay,  ! 


Digitized  by  Google 


146  Do  Hot:  Memoire  sur  une  mtthode  nmtnelie  de  transformatton 

30.  Distance  d'un  point  ä  une  droite.  Solent  xt>  p*t  *' 
les  coordonnees  da  point  M,  dont  il  faat  determiner  la  distance  ä  la 
droite  (1). 

Do  point  M  abaissoos  snr  la  droite  la  perpendicnlaire  JfPt  et 
Joignons  le  point  M  an  point  N  de  la  droite  dont  les  coordonnees  sont 
P,  q,  r.  Si  noas  posons 

MP=Ö,  MN=P,  angle  3fNP=d, 

nons  anrons 

5*  =  J»*sin2ö, 
en,nieme  temps  qae,  en  vertn  de  (XXXVIII), 

P*  =  (x'  -/>)*  +  (y  -  q)*  +  (*'  -  r)« 
+  2  (y—  q)  (*'—  r)  cos  k  +  2  (»'—  r)  (*'— f>)  cos  p  +  2  (x'—p)  (!t—q)  cos  v, 

et 

*»J*sln*0=  T1-  (b%'—c!/'+cq-t>r)*mn  +  {cx'— ö»'+«r— ^)*slnV 

-f  («y — — aq)*  sin  2v 
+ 2  (b%' — cy  -f    — br)  {ex'—  c&'+ar— cp)  (cos  Acosp — cos  v) 
+ 2(ca:' —a%'  -|  ar—cp)(ayi—bx'-\bp—aq)  (cos  p  cos  v — cos  X) 
+2fay— &r'+  bp—aq)  (bz'  —cp4* cq—br) (cos v COS Jl— cos**).  (XLIII) 

La  distance  cherenee  sera  donc 

«J=£.  (XLIV) 

31.  JHstance  de  Vorigine  ä  une  droite»  Elle  s'obtlent  en  an- 
nnlant  x\  y',  %'  dans  les  formales  (XLIII)  et  (XLIV).  Oa  trouve  ainsi 

7»  =  (cq— br)*s\nH  +  (ar— cp)ÄsinV  +  {bp— a?)2siu*v 
+2(cq — br)  (ar — cp)  (cospcosA — cosv) 
+ 2  («r — cp)  (£p — «tf)  (cos  v  cos  p — cos  A) 
-f- 2  (bp — aq)  (cq—br)  (cos  K  cos  v — cos  /*).  (XLV) 

32.  Distance  d'un  point  ä  une  droite  tnenee  par  Vorigine. 
Poor  la  tronver,  il  nous  snfüra  de  faire  p  =  0,  ?=0,  r=0  dans 
rexpressiOE  (XLIII).   Noas  obtenons  alnsl 
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T*ss (cy— ft*')asinn  +  (<»'— cr/^sln  V  +  (bat— a^)*sln*v 
+ o*')  («*' — c*')  (cos  ft  cos  k — cos  v) 
-|-  2(<»' — rarO  (fc** — <*y)  (cos  v  cos  — cos  A) 
+ 2  ( ox'—      (cy' — &*')  (cos  k  cos  v — cos  /i).        (XLVI  j 

33.  DUUwces  d'un  point  aux  axes  de  coordonnees.  L'axe 
des  x  est  represente  par  les  eqaations  y=0,  *=0.  Sl  donc,  nons 
annnlons  b  et  c  daos  la  valear  (XL1II),  noas  troaverons  qoe 

=  y*  sin  2v  +  *'*  sin  V — 2y's'  (cos  v  cos  p — cos  A) ; 

et,  comme,  dans  ce  cas,  u  =  0,  11  ylent  ponr  la  dlstance  da  polnt 
x',  y',  %'  k  Taxe  des  x, 

X*  —  y*  sin  *v  -f-  fc*2  sin  *fi  —  2y'%'  (cos  v  cos  y>  —  cos  k),  (XLV1I) 

Nons  tronvertons  de  ineme,  ponr  les  distances  anx  axes  des  y 
et  des  s, 

V* ss  *'2 sin U  +  x* sin 2»> — 2*V (cos Aeosv — cos^), 
Z2  =  .r^sin  V  +  y'2  sin2A,  —  Mx'y'  (cos  f*  cos  k—  cos  v). 

34.  Pitts  courte  distance  de  deux  droites.  Öupposons  que 
ces  droites  soient  representees  par  les  eqoatlons  (1)  et 

£=*=!=!:=■=!:.  (18) 

Par  la  denxierne  droite  menons  an  plan  parallele  ä  la  premiere;  sou 
eqaation  sera 

(bc'-~  cb1)  (x—p')  +  (ca'—ac')  (y—tf)  +  (ab'—ba1)  (*— r')  =  0. 

II  snfflra  malntenant  de  deterinlner  la  dlstance  da  polnt  p,  q,  r  de 
la  premiere  droite  ä  ce  plan.  Nons  tronvons  alnsl  que 

Jn 

^  ~iß  '  (XLvin) 

ou  nons  avons 

fi=(oc' — cb4)  (p-i>,)+(car—ac')  (q—q')+(ab'—ba')(r—r').  (XLK) 

36.  Plus  courte  distance  d'une  droite  anx  axes  de  coor- 
donnees Supposons  qae  la  seconde  drofte  stit  Taxe  Aes  x;  ses 
eqnatlons  seront  jr  =  ft,  »  =  0;  de  sorte  qu'on  a 

o'—O,  c'=0,  ^=0,  o'  =  0,  r'=0. 
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Dans  ce  cas  w  devlendra 

[62sin2v  +  c2sl&V— 2*c(cos  vcos  p— cosA)], 

pendant  que  n  se  reduira  a  a'(cq — br).  Nous  aorons  donc  ponr  la 
distance  de  la  droite  ä  Faxe  des  x, 

* 

V  b'1  siii  «v  +  c2  sin  2p  —  2£c  (cos  v  cos  ft — cos  A) 
Nous  trouverions  semblablement 

(ar—cp)J 


z  = 


V  c2  sin  H  +  «2  sin  2  v — 2ca  (cos  A  cos  v — cos  ft) ' 

 {bp— oq)/S  

Va2  sin  2f*  +  b'1  sin  2A — 2a£  (cos  ftcosA  —  cos  v) " 


§.  IV.    Angles  de«  plana  et  des  droites. 

36.  Cosinus  de  ?  angle  de  deux  droites.  Soient  (2)  et 
(7)  les  equations  des  denx  droites;  a,  ß,  y  et  a'f  ß',  y'  les  angles 
qu'elles  font  avec  les  trois  axes  de  coordonnees  et  6  leur  angle  dln- 
cllnaison  mntnelle.  Conslderons  sur  ces  droites  les  points  M  et  M* 
dont  les  coordonnees  respectives  sont  a,  b,  c  et  a',  b%  c';  et  posons 
OM  =  u,  OM'  =  u'.   Nous  avons,  par  la  theorie  des  projections, 

k 

tt=«cos«  +  bcosß  +  ecosy, 
«cos«  =  rt  f  bcosv  +  ccosfi, 
ucosß=b  {■  c cos X  -f-  acosv, 
wcosy  =  c  j-acosft-f-  b  cosk; 


(10) 


«'  =  a'  cos  a'  +  b'  cos  ß'  +  c  cos  y', 
M'cosa'  =  aH-  b'cosv  +  c'cosjs 
u'cosß'=b'  +c'cosA  +  a'cosv, 
tt'cosy^c'  +  o'cosiii  f  b'cosX. 


(20) 


MultlplioDS  les  qnatre  premieres  egalites  par  u,  a,  b,  c;  les  quatre 
soivantes  par  a\  b\  c\  et  ajontons  cliaqne  fois  les  resultats  membre 
ä  membre,  nous  tronvons  l'egalite  (XII)  et  son  analogne  par  rapport  ä  w. 

Cela  trouve,  projetons  la  droite  OM'  snr  OM;  nous  obtenons 
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■ 

ti'cos  6  =  a'  cos  a  -f  b'  cosß  +  c1  cos  y. 

Moltiplions  les  denx  membres  de  cette  egalite  par  w*,  et  les  trois 
deroieres  (19)  respectivement  par  b',  C;  pais  ajontons  membre  ä 
membre.  Nöus  aorons,  en  reduisaat, 

a'(«-|-*cosv+ccosla)     /     a(«'+6'cosi>  f  c'cosft)  \ 

vWcos  6  =  {  +  b'(b  +  ccosX  f  acosv)  =  <  +  b(b'  -f  c'cosA  +  a'cos v)  \  (LI) 

+c'(<H  acosii+bcosX)     (  +c(c'+  a'cos^+6'cosA), > 


c'est-ä-dlre 

(un) 

a«' + W-f  cc+(*c' -f c£')  cos  X+ (ca'+ac')  cos  jti  f  (ab'+  ba^cosv 


cosö= 


Vaa  -f  b*  +  ca  +  26ccos  k  +  2c«cos  p  +  2a6cos  v 
'x\ra'2+     +  c's  +  ad'c'cosM  2c'a'cos/a+2o'd'cosv 


37.  Cosinus  des  angles  d'une  droite  avec  les  axes  de  coor- 
donne'es.  Sl  la  secoude  droite  se  confond  avec  Taxe  des  xy  11  fan- 
dra  qne  d'=0,  c'=0.  Cette  Hypothese  re*duit  la  formale  precedente  ä 

«-f-ftcosv  +CCOSU,  /rwv 

.  cosa=   ...  .   —~.  ....   (UV) 

V  a2  +  63  -f  c3  -I-  2£c  cos  A  +  2ca  cos  ft  +  2ab  cos  v 

On  tronveralt  de  meme 

6  4-ccosA  +  acosv 


cos/3  — 


(LV) 


\^a2 + 6a + + 26c  cos  l + 2c«  cos  fi + Zab  cos  v  * 

C  +«COSa  4-  6 COS  X 

y  —   ,.,  ...  ,  '  ■   

\f  aa  +  ^+c2+2dccosA  +  2cflcosta+2adcosv' 
38.   Sinus  de  langte  de  deuä  droites.   Ce  sinos  est 

.  *    Ar.  öh  VkV-p2 

sin  8  =  VI  — cos2ö  =  — ;  , 

uu 

et,  en  vertu  de  la  formale  (XXXV), 

sinö  =  ^.  (LVI) 

Mettant  ä  la  place  de  w,  u,  W  leurs  valeurs  (XXXUI)  et  (XII),  nons 
troavons  que 
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(Lvn) 

(bc'— cb')HiYin+2{car— ac%ab'—ba%cosvcosti-lösX) 
+(ca'— <M!')2slnV+2(«*'-Äa/)(*c'-r^)(cosilcosv-cos^) 
+{ab,—bat)*s\tfv+ tybc—cb^ca'— gc'Xcos^cosil—  cosv) 


\ 


a2  +  26ccosil         /      «i2  +  26'ccosA 
/    +^2  +  2c«cosf4  %  /    +^  +  2<?Vi'C0Sfi 
+  c2  +  2ääcosv     f      +  C2  +  2a'Ä'cosv 


39.  <te*  an^/i«  d'une  droite  awec  les  eures  de  coor- 

donnees.  Sapposons  que  la  droite 

x  _  y  _  « 

se  confonde  avec  Taxe  des  x;  on  devra  avolr  £'=0,  i?'=0.  Intro- 
daisant  cette  hypothese  dans  la  formale  (LVII),  on  la  change  en 

V" ft2  sin *v  f  c2  sin  2m  +  26c  (cos  ^  cos  v  —  cos  k) 

sina  — —      ---  •  •  •    "  ~  •     ~    .  (LV1II) 

VöH*2  f  c2  +  2bc  cos  A + 2ca  cos  p  f  2ad  cosv 

On  anralt  de  memc 


V  c2sin2A  \  a4sin2v  +  2ca(cos  vcos  iL — cosp) 

Sin  3  =  —jr.---  .  JZ=rr~  —   —  rsrr=z^: —  ~  j 

V  a2+d2+c2+26ccosX+2c«cos^+2«6cosv 


(LIX) 


V"  «2sin2u  +  ö2  sin  2v  +  2^ä  (cosA  cos  m — cosv) 
V a2+62+c2+2£ccosH2cacosfi+2flacosv 
40.  Sinu*  de  rangle  d'une  droite  et  d'un  plan.  Sl 

f=A=<F'   ^*  +  Äjffft  =  0  (21) 

■ 

sont  les  eqnatioos  de  la  droite  et  do  plan,  le  Sinns  de  rangle  cherene* 
6  sera  Cgai  an  cosinns  de  l'angle  compris  entre  la  droite  (21)  «t  la 
droite 

x     y  » 

«'  =  ä'Ä? 

supposee  perpendicnlalre  an  plan  (21).   flow  avms,  par  stite, 

Remplacant  ~  par  sa  Yaleor  (XXVHI),  oa  il  faadra  snpprkner  les 
accents  de  A't  B',  C,  nons  obtenons 


uignizea 


by  Google 


des  coordonnees  dam  le  plan  et  dans  re Space,  etc.  151 
sin  0  —  y  -»  <LX) 


sinö=  Aa+Bö  +  Cc 


V 


42sin2A  f-Z^siny  +  (^sin^v  -f  2AB(eosXcosft — cosv) 
+  2  ßC (cos  fi  cos  v — cos  A)  +  2C4  (cos  v  cos  A— cos  fi) 

\^  1  —  C0S2A —  C0S2/t —  COS*V  +  2COS  ACOSfiCOSV 


V äl  +  ö*  +  c2  +  2AccosA  +  2atcosft  +  2<z0cos* 


(LXI) 


41.  Sinus  des  angles  que  fait  une  droite  avec  les  plans  de 
coordonnees*  Deslgnons  par  /,  m,  n  les  angles  que  fait  la  droite 
(21)  avec  les  plans  de  coordonnees.  Si  le  plan  (21)  se  confond  avec 
le  plan  des  y»,  II  fandra  qne  Ton  ait  #  =  0,  C=0.  La  formale 
präcedente  devlent  alnsi 

nV~l—  cos2A— cosV— cos  2v  ^2  cosA  cos  cosv  _  aA  qjq^ 
~~sinA    äl+b*+c*¥lbcco$H  2c«cos,u+2<i&cosv ~~«sinA 

On  aurait  de  meme 


b  V  1  —  cos2A — cosy  —  cos2y  4  2 cosA cos cosv  bA 
~  sin  fi  \^ä2  +~62  +  c2  +  26c  cos  A  ^cacosfi  +  iaacosv"""«^^ 


c  V  1  —  cos2A — cos2u — cos  2v  +  2  cos  A  cos  u  cos  v  cd 

sinn  =  —-=—1--=  ..   t  ..  — ■  =  — , — . 

slnv\rfl2  +  ö2  fc*  f2dc cosA +2ca cos u  +  2ö* cosv  «sinv 


42.  &>iti«  an^te*  que  fait  un  plan  avec  les  axes  de 
coordonnees,  Noos  designerons  ces  angles  par  a,  b,  c.  Si  la 
droite  (21)  se  confond  avec  Taxe  des  x,  nons  aurons  b  =  0,  c  =  Q; 
ce  qni  donne 


A\  1  —  cos*A 

sina  — 


cos  2u — cos  2v-f  2  cosA  cosf*  cos  v^AA 

ÄA  4-  ±4R  fcns  1  ros  ü—  i»n«  v\    ~~  0  ' 


.42sin2A  +  2^i?(cosAcosf4— cosv) 
Ä2slnV  +  2J8  C(cos  p  cos  v—  cos  A) 
C*sln*v  +2C/J(cosvcosA— cosfi) 
On  a,  d'nne  manlere  analogne, 

olDb_.gV  1— cos2A— cosy— cos  8v  4- 2  cosA  cos  cosv  ßA 
8D  ~        3      J2sin2A  +  2JÄ(cos Acosj*— cosv)  ""IT' 

Ä2sln  V  +  2/?C(cosftcos  v— cos  A) 
C*s\n*v+  2 CA  (cos  v  cos  A — cos  fi) 
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CV  i  —  cos  2A—  cos2  fi —  cos  *v  -f  2  cos  A  cos  ft  cos  v  Cd 
A* sin H  f-  2 A B (cos Acos p — cos v)       ~  u 


+  /?2sin2a  f  2/iC(cos|wcosv— cosA) 
-f  C2sin2v  -f-2C.4(cos  vcosA—  cos  fi) 

43.  SfrlttJ  des  angles  qae  font  les  axes  de  coordonne'es 
avec  les  plans  de  coordonne'es.  Representons  ces  angles  par 
A'yz,  Fzx,  Zxy.  La  droite  (21)  etaut  snpposee  confondue  avec  Taxe 
des  x,  od  a  A  =  0,  c=0;  ce  qui  reduit  la  formule  (LVIII)  ä 

sin^*=siüV 

On  troove  ainsi,  en  genera),  qae 

sin  A'yzsin  A  —  sin  Y%x  sin  ^ = sin  Zxy  sin  v 

—  J  —  Sf  1 — cos  2 A — cos  V — cos  H  -f  2  cos  l  cos  fi  cos  v.  (LXI V) 

44.  Cosinus  de  Vangle  de  deux  plans.  Snpposons  que  les 
denx  plans 

Ax\By  +  C*  =  0,   A'x+B'y  +  C'z=0  (22) 
soient  perpendicoiaires  aux  droites 

x  _t/  _  z     ^  _  .V  _  »  . 

lenr  angle  0  sera  egal  ä  celni  de  ces  droites.  Nons  avons,  par  con- 
sequent,  en  verto  de  (XXVIII) 


on 


cosö  = 


J4'8ta*X+(BC+  CB)  (cos  fi  cos  v  -  cos  A) 
f  J?/?'sin2(i  +  {CA'  f  .  I  CO  (cos  v  cos  X  —  cos  fi) 
+  CC  sin  2v  +  (AB'  -f  g^Q  (cos  A  cos  fi  —  cos  v)  (lxvi) 


^42sin2A  -f  2jB  C  (cos  fi  cos  v  — cosA) 
+  B2  sin  2ft  +  WA  (cos  v  cos  A — cos  fi) 
-f  C2sin2v  -f  2^B(cosAcosfi— cosv) 

A'2  sin  2A  +  2B'C  (cos  ft  cos  v  -  cosA) 
+  Z?'2  sin2f*  +  2  CM'  (cos  v  cos  A — cos  fi) 
-{- C2  sin  2v+ 2^4'/?' (cos  A  cos  fi— cos  v)  / 
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46.  Cosinus  des  angle s  (Tun  plan  avec  ies  plana  de  coor- 
donnees.  Representons  ces  angles  par  L,  Af,N.  En  posant  B'  =  0, 
C'  =  0  dans  la  rormnle  (LXVI),  on  en  tire 

(LXVII) 

Asin*k  +  1?  (cos  A  cos  je— cos  v)  -f  C(cosAcosv~  cos  ft) 
sirtAi/    A*slM + ^sin  V+^sJn^+aßCXcos^cosv-  eosÄ) ' 

▼  +  2CV1  (cos  v  cos  A  —  cos  ft)  +  2^1ß  (cos  A  cos  ^  -  cos  v) 

* 

On  a  de  menie 

ms  BslnV  -f  C(cos  ja  cos  v — cos  A)  4-  y|(cos  fi  cos  A — cos  v) 

450    "sio  fi 2sinV  ^e%inT^+2//C^o^cosv-cösT), 
*  +  26^  (cos  v  cos  A — cos    -f  2Aß  (cos  Acos  ja— cos  v) 

tQzfl—     Csin*v-M(cosvcosA—  cosft)4-^(cosjycosjt-cosA) 

slnv4/  ^2sin2A+f?2silla^+t/.asill.,v+2Ä6T(cosfiCOSv-cosi)' 

▼  +2C^(cosvcosA-cosft)  +  2^4 £  (cos  Acos  j*— cosv) 

46.  Cosinus  des  anales  des  plans  de  coordonnees.  Desfg- 
nons  ces  aogles  par  AT,  V,  Z.  Poor  avoir  cosZ,  i]  fandra  faire 
A=.0f  2?  =  0  dans  la  rormnle  precedente.   Nons  trooYons  alnsl  qoe 

_    cos  A  cos  p  — cos  v 

C08Z=     shusm— ;  d-xvm)  ■ 


et  de  m£me 


j »      *  * 
* 


r_  cos  ju,  cos  i'  —  cos  A 
cos  v  cos  A —  cos  14 

COS  7=  -7-  r— ,  

sin  v  sin  A 

47.  Sinus  de  rangle  de  deux  plans.  Le  slnns  de  Fangle  des 
dem  plans  (22)  est  egal  ä 

Y  i"wmz=: — w — • 

Mettant  dans  cette  expresston  la  valeor  (XXXIV),  nous  tronvons  qne 

K      A  WA 
sinö=w,  (LXIX) 
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(LXX) 

TBC'—CBf\2(VA:--AC'){AB— BÄjcosl 
+  (CA'-ACy*+2(AB'-BA')(BC'-CB')cosii 
+  (A  B' — BA')'2  i  2(2?  C  -  CB')  (CA'-A  C)  cos  v 

xV^  1  —  cos  2A  —  cos  V  —  cos  2 v  1  2  cos  A  cos  ft  cosv 

2B(:(cos{icosv  —  cos  A) 

2CA  (cos  v  cos  A  —  cosft) 

2J#(cosAcos(i  — cosv)  F 


sin  6= 


|  #2sin2u  ^ 
+  C*sJn2r  i 


•i  ^ 


i4'2sin2A  +  2B'C'(cos  n  cos  v  —  cos  X) 
f  /i'2sinV  1  2TM'(cosvcosA-  cosjw) 
+  C'*sin-v  f2//'ß'(cosAcosft  — cosv) 


48.  Sinus  des  angle s  d'un  plan  avec  les  plans  de  coordon- 
nees»  Le  second  des  denx  plaos  (22)  se  confondra  avec  le  plan  des 
y*,  sl  l'wi  a  B'  0,  C  =  0.  Cette  nypothese  reduira  la  formale 
(LXX)  a  la  soivante 

^=^^^P-'  (UX.) 

On  trooyerait  de  meme 


„  z/VC*+<l*-2e/lcos#i 
sinif  =  ^sin7c 

aT     A  V  A^  i  B*^ZÄB  'cös  v 

sin  N  —  r-  —  • 

L  siii  v 


49.  £?nu«  <te*  angles  des  plans  de  coordonnees.  L'angle 
L  deviendra  1'angle  Z,  st  le  premier  des  denx  plans  se  confond  avec 
le  plan  des  x%.  En  faisant  donc  A  =  to,  C=0,  on  trouve 


,  g_  V 1  —  eosH—  cos  V  — cos +  2 cos  Aeos^cosv 
8It  sinAsinp 

ooy  en  g^neral, 

sln^Tsinf*slnv  =  slnJrslnvslnA  =  slnZslnlslnfi  (LXXII) 


\ 
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Equation«  de«  droitec  et  plana  perpendieul n i re«. 

Droiie  perpendicvlaire  au  plan.  Le  plan  etant  represente 
.quatlon 

Ax  YBy  +  C*\D=zO%  (23) 

la  drolte  abaissee  de  Porlgine  perpendicalairement  sur  ce  plan  sera 
determlnee  par  les  Iqaattons 

x 


A  sin  H  +  B  (cos  X  cos  (t— cos  v)  +  C(cos  X  cos  v— cos  fi) 

~~  B  sio  V  -f  C(cos  fi  cos  v— cos  k)  +  .4(cos  jueos  X — cos  v) 

_   ■     »  (LKXm 

Csln 2v+  A(eos  v cos     cos  ft) + Z?(cos  v  cos  ft -  cos  X)' v  y 

»*  .  '«"! 

Ponr  avolr  les  coordonnees  da  pled  de  la  perpendicolaire,  noos 
moltlplions  les  denx  termes  de  la  premiere  fraction  par  A,  ceüx  de 
la  secoode  par  By  ceux  de  la  troisieme  par  C,  et  nons  ajoatons 
terme  k  terme;  nons  troovons  aiusi  que  ces  fractions  sont  e*quiyalen- 
tes  ä 

Ax  +  By  +  Cz  D 

Le  pled  de  la  perpendicolaire  a  donc  ponr  coordonnees 
D 

x=  —  ^.[/lsinaA+Ä(cosAcosfi-cosi')  f  f:(cosAcosv 
yz=  —  ^.[ßsinV+C(cosficosv~cosX)+/4(cos/iCOsA  eosv)],j  (LXX1V) 

%  =  —  ^4ftinV+/i(coswosi_cosfi)+Ä(cosvcos^-cosA)].| 

Sl  kl  perpendlcnlalre  devait  etre  abätesee  du  potni  x'  t  p',  i',  \\ 
soffirait  de  transporter  en  ce  point  l'origlne  des  coordonnees,  Prqua- 
tlon  da  planr  se  cliangerait  alnsl  en 

Ax+By  +  Cfc=  —  (A*'  +  By'  +  Cz'+D) 

et  les  coordonnees  da  pled  de  la  perpendicolaire,  rapport£es  ä  la 
premlere  ortgfae  serafenf 
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.     kx'  +  By'  +  Cz'  +  D 

x=&  —  —  Jji  

,  x  [A  sin  *A  +  2?(cos  A  cos  (i — cos  v)  -f  (  '(cos  A  cos  v— cos  (t)] , 

^a  )(LXXV) 
X  [B  sin  V  +  C(cos  cos  v — cos  A)  +  ^  (cos  pcosA — cos  v)], 

,     Ax'  +  By'  +  CV  +  D 

X  [Cstn  *v + A  (cos  v  cos  A — cos    +  Z?(cos  v  cos  ft—  cos  A)].  / 

51.  /%ro  perpendiculaire  ä  une  droite.  La  drolte  elant  don- 
n£e  par 

x—p  _  y—g  _ z  —  r  * 
a    ~    b    —    c  * 

l'equatlon  da  plan  perpendiculaire  conduit  par  l'orlglne  sera 
(«  +  *cosv+ccoSfi);r  +  (b  +  ccosA  +  «cosv)y 

+  (e-Mcosfi  +  &cosA)s  =  0.  (LXXVI) 


Les  coordonnees  du  pled  de  la  perpendiculaire  s'obtiennent  en  mul- 
tlpliant  les  termes  des  fractions ,  qul  forment  les  equatlons  de  Ia  drolte, 
respecttvement  par 

a  +  *cosv  +  ccosfi, 
b  -f-  ccosA  -f  öcos  v, 
c  +  acosp  -fftcosA 

et  en  ajontant  les  fractions  resoltantes  terme  ä  terme.  Le  pled  de 
Ia  perpendiculaire  sera  ainsl  determine  par  les  coordonnees 

a  \ 
x—  p+  ^xO+^cosv  +  ccos^Xp 

+  (6+ccos  A4  «cos  v)q + (c+acos  p+b  cos  A)  r] , 

y  =  ?  +  ^X[(flf*COSv  +  <?cos/t)P  J>(LXXVD) 
+  (b \c  cos  A+acos  v)q  +  (c+acos  p  -f  6  cos  A)  r] , 

•  =sr  +  ^5  X  [(«+*  cos  v  +  e  cos 

+ (b  +  ccos  A+acos v)tf-J-(c + äcos /4-f  6 cos A)r].  / 
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81  le  plan  devalt  passer  par  le  polot  y/,  l'equatton  da 
plan  perpendlcnlalre  seralt 

* 

(<j  +  $cosv  +  ccosft)(x— x')  \{b\  ccosA  +  acosv)(y — y1) 

+  (c  M  cos  p  +  a  cos  A)  (»—*')  =  0 ;  (LXXVffl) 
et  le  point  d'intersectlon  de  la  drolte  et  da  plan  auralt  pour  coordonnees 

x=p\±K,   P=g+±K,    *  =  r+^.K,  (LXXIX) 

Oft 

.  K~  («  +  *cosv  +  ccoS(u)(^— jr')  i  (b  f  ccos*  +  acosv)(^— y1) 

■ 

* 

+  (c  +  acosfi  f  b cosA)  (»—*')■  (LXXX) 

52.   P/an  perpendiculcäre  ä  un  plan.   Par  la  drolte 

x_—p  y—q  _  »— r 

«    ~    6    ~  c 

proposons-Doas  de  mener  un  plan  perpendlcnlalre  au  plan 

Ax+  By  +  C*  +  D  =  Q. 

Tont  plan,  qal  passe  par  la  droite  donn6e,  peut  6tre  represeote 
par  leqaation 

m(x—p)     niu-g)     (m\-n)(%  —  r)  A 
a      +       b  c  ~u' 

oq  m  et  n  sont  deox  lndetermlnees.  Ce  plan  devant  Ätre  perpendl- 
calatre  an  plan  propose,  nous  avons  la  relatlon  de  conditloo 

mP     nQ     (/»  +  »)/?    .  *  m 

T  f  T  V~^0>  .  . 

que  Ton  pent  ecrlre 
et  ou  Ton  a 

P=Ä  sin  *A  +  Ä(cos  Acos/a  —  cos  v)  +  ( '(cos  1  cos  v— cos  p) , 
Q  =s  £  sin  V  +  C(cos  p  cos  v — cos  l)  +  A  (cos  ft  cos  k  —  cos  v)# 
R  =  C'stn  *v  +  Ä  (cos  v  cos  X  —  cos  p)  +  fi(cos  v  cosp — cos  1). 
Or  on  satlsfalt  a  la  conditloo  (24),  ea  posant 


158  Dottor:  Memoire  sur  une  mithode  noucelle  de  Transformation 


d'ou  oq  ttre 


=  0  _  *  nz=R__flt 

ö      c '         c     a'  :.„  .; 


-(»  +  <•>-■=£-?• 


Le  plan  demande'  est  donc 


oo  bleo 


(Qc—Rb)  (x—p)  +  {Ra~Pe)  (t/-q)+(Pt>- Qa)  (%-  r)=0.  (LXXXII) 


53.  Droite  perpendiculaire  ä  une  droite.  Nous  dous  propo- 
soos  d'abalsser  da  point  x' ,  y',  »'  une  perpendiculaire  sur  la  droite 

a  *  c  v  ' 

et  de  de"terminer  les  coordonnees  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

La  droite  cherchee,  passant  par  le  point  x' ,  y' ,  est  repre- 
seotee  par  des  equations  de  la  forme 

■ 

« 

Comme  cette  llgne  est  perpendiculaire  ä  la  droite  donnee  (25),  on  a 
d6Jä,  pour  determioer  A,  ß,  C,  la. premlere  relatlon  de  conditlon 

A(a +  b  cos  v  -f  ccosfi)  +  B(b  +  ccosA  +  acosfi) 

+  C(c  +  acosft  +  £cosA)  =  0.  (27) 

La  ligne  (20)  devant  aussi  rencontrer  la  droite  (25),  on  a  une  deuxieme 
relatlon  de  conditlon 

(HXf- '--?)  -  (f  -$)     •':'}  <»> 

La  resolotlon  des  deox  #qoattons  (27)  et  (28)donne  - 
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 ~p  _jLrJL^  ^  +  cc°8* + flC0S ^ 

fx'-p    *'  —  r\  fc  +  acosn+bcosk\ 
,       Hl         c)\  b  )' 

Bk  =  \    b  c   )\  X-  ) 

m 

(y'  —  q       -p\faibeosv  fccos^ 
„      /*'  —  r    .r'  — /A  fa+  b  cos  A  +  e  cos  f*\ 

—  r    y1  —q\fb  \  CCQ8A  +  acosv^ 

Les  eqaatloDs  de  la  perpendlcalalre  demandee  sont  doDc 

(LXXXIII) 

cc  —  x' 


Q'—q   *' - i acos^i^cosv^^-  g  _  p^a+6cosv+ccos^ 


~ /%'  r        p\/a  \-bcosv+ccosk\  (%'—r   y'—q\ /6+ccosA+gcosv  ^ 
\c        a  A  ^  /+l  c   "    i  A  a  ) 

Pour  avolr  les  coordonn£es  du  pied  de  la  perpendlcalalre,  con- 
slderons  comme  simultanees  les  eqoatlons  (25)  et  (26).  L'lliminatlou 
de  *  donne 

*—*  -  Äc^Ca 


%'  —  r  x'—p 


x  —  x 


Ä '  -  '    A      C  ' 
a  c 

A  C 

81  nons  remplacons  — ,  -  par  leurs  Taleurs  tlrtfes  de  (29) 
nous  troorerons 
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(LXXXIV) 

x  —x'  y  —  y'  t> — s'  _    abc 


A  B  C    '  aH&af  c*+2^ccosA+2cöCOSfi+2a*cosv 

pour  les  äquatlons  qol  donoeut  tmuiedlatement  les  coordonnees  du  pled 
de  la  perpendicalaire. 

54.  Equations  de  la  ligne  de  plus  courte  distance  de  deux 
droite s.  Solent 

a    ~    6    -    c  '  ^30)  af    -    6'   ~    c'  (31 

les  Equations  des  den*  droltes,  dont  noas  nous  proposons  de  deter- 
mloer  la  droite  de  plns  courte  dfstaoce. 

Par  l'origlne  des  coordonnees  condulsons  le  plan 

(b&  -cb')x  +  (ca'  —  ac')y+(ab'—ba')%  =  0 

parallele  ä  ces  deux  droltes.  La  plus  courte  distance  sera  perpen- 
dlculalre  ä  ce  plan;  l'eqoation  de  la  droite  cherchee  est  douc  de  la  forme 

x  —  h     y—k     %  —  l  . 

oü  nous  avons 

A  =  (bc  —  cb')  sin  *k  +  (ca' — ac)  (cos  A  cos  ^  —  cos  v) 

Y  {ab'  —  ba')  (cos  X  cos  v — cos  fi) , 
B  =  (ca'  —  ac')  sin  *ft  +  (ab1 — ba')  (cos  ^  cos  v — cos  X) 

;  (lxxxvi) 

-f  (bc  —  cb) (COS fi cos A  —  cos v),  ' 
C  =  (äÖ'  —      sin  ar  f  (bc*  —  cb'  (cos  v  cos  k  —  cos  ft) 

i 

+  (£«'  —  ffC')(COSVCOSft  —  COSA).  ' 

Cela  etant,  solent  P,  Q,  R;  P' ,  Q' ,  R!  les  coordonnees  de* 
points  d'intersection  de  la  droite  (LXXXV)  avec  les  deux  lignes  (30) 
et  (31 ).  Nous  avoos ,  pour  determlner  ces  coordonnees ,  les  six  equations 

^  =  2^'  =  ^.  m 

F-P'     Q'-q'  K—r1 


a'    -     b'     -     c'  ' 
Par  les  qaatre  dernieres  noas  trooYons  les  valeors 


(34) 
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qul,  stallt  Substitutes  daos  les  deux  premieres  (32),  nous  donoent 
les  deax  eqaaüons 

aa'B(P—P')=:  Aba!  {P—p)  —  Aab'  (P'  -  />')  +  Aaa!  (g  -  a') , 
aafC(P~P')  =  Aca'(P—p)—  Aae/{P'-pf)  +  .W(r-r'); 

qu'on  peot  mettre  sons  la  forme  . 

*f(Ab—Ba)P-  aM*'  -  Bct)P'  =  Aa'(*/^aa)  —  Aa(b'p*—a'g'), 
a'  (ic  —  Ca)  />-  a  (ic*  —  Ca')  J*  =  Aa-  (cp  -  ar)  -  Aa  {Cp'  -  a'f). 

De  celles -cl  on  tlre 


{PSZP"> (Bc'—Cb')  +  (a-y)( Carito  +  (r-QU»-^) 
a  "  Äiöe'— cb')  f  Ä(ca'-flO  +  C(öd'-*aO 

Or,  par  snite  de  la  uotation  (XXXVII)  da  n°.  24  et  de  la  rela- 
tton  (XXXV)  da  meme  namcro,  le  denomioatear  da  secoad  membre 
est  egal  ä 

a*  +  2oc  cos  k  )  i     a*  -\  2b'c  cos  k  \ 


w^aV-r^j  f  0,2  +  2cacosji  j  \  f      +  2cVcos ^  > 

'  +  c2  f  2aftcosv  '     +  c*  +  2a'a'cosv  ) 

|       <Kf  +  (ftCf  C0')  (COS Jt COS  V- COSA)  ja 

—  )  -f**H  (co'  |  «O (cos  v cos*  -cosfi)  [  .  (LXXXVn) 
f 

+  CC  +  (ö6'  |  ^(cosXcosft  — cosv) 
II  vlent,  p«r  conseqoeot, 

P — p     Q—q  R—r 
«    =     •  (LmVUI) 
_ (j> -j?0  (IC  -  <%')  -f  (a -a')  (Ca'  -  Ac')  f  (r— rQ  (Aa'  - Aap 

—  Jp  (gg-  ^)  +     - tf)  (Ca  ~Ag)  +  (r1  - r)  (Ja  -£a) 


Teiles  sont  les  valeurs  que  Ton  obtieot  poar  les  coordonnees  des 
extremites  de  la  plus  courte  distance  des  deax  droltes  (30)  et  (81). 
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Cette  Ilgne  de  plus  courte  distance  est  d'aillears  dlterminee  par 
les  coefflcients  (LXXXVI),  et  par  les  constantes  A,  k,  /,  qu'on  peat 
prendre  egales  soit  a  P,  Q,  R;  soit  ä  />',  Q1,  R\  sott  encore  ä 
{{P  +  F),  4(0  +  00»  *(Ä  +  #),  qui  sont  les  coordonn^es  du  polnt 
milleu  de  la  plus  courte  distance. 

Chnpitre  T. 

Nouyelle  mäthode  de  transformatlon  des  coordo&nees 

dans  1'espace.  v 

§.  I.  Transformation  de«  coordonnees  dans  1'espace  lors- 
qne  les  nooveaux  nies  sont  determincs  par  lcurs  äquations. 

55.   Vassage  des  anciens  axes  aux  nouveaux.  Les  trots  droltes 

a  6  c 

je— P     y  — g     «— r 

~a"    ~~  6"   -  €* 

.  * 

se  coupeni  an  point  p,     r;  nous  pouvons  donc  les  prendre  pour 
axes  de  nouvelles  coordonnees. 

Solnt  «,ß,y\  ß',  y'\  F,  /'  les  angles  que  font  ces 
ftrottes  avec  les  ancleos  axes;  et  A',  fi',  v'  leurs  angles  d'incllnaison 
mutnelle.  Si  nous  representons  par  y,  *  les  auciennes  coordonnees 
d'un  point  Jf  de  Tespace;  par  x' ,  y' ,  »'  les  coordonnees  nouvelles 
de  ce  point,  nons  obtlendrons  par  la  methode  des  projections 

x— p  +  (.V — tf)  cos  v  +  (*—  r)  cos^i= x'  cos  « -f y'cos  «'  +*'  cos  a",  j 

y  —  q+(%-r)cosX+(x— p)cosv==ycos£+y'cos/3'-f*'cos|3//,  >  (2) 

»  _1  r  -j.  (*  -  p)  cos  ju  +  (y  -  q)  cos  * = *'cos  y  +y'cos  /  +  *'  cosy".  ' 

Resolvons  ces  equatlons  par  rapport  ä      p,  p—q,  %—r;  nous 
trouvon* 

=     [Sin  9A  COS  a  +  (COS  A  COS  ft  —  COS  v)  COS  ß  +  (COS  A  COS  V  -  COSfi)  cos  y] 

+  y  [sto%eosa/  +  (coaAcoaft-  cos  v)cmp  +  (cos  A  eosi*-cosfi)eqsy'] 
4 **[sf«ncoscr"+(ce*  A         cos  v)«»/ 
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=ar'[slnaficos/3  -f-(cospcosv  — cos  A)cosy  +  (cospcosA  —  cos  v)  cos  a), 
-f  y'[sinVcosß'  +  (cos^i  cosv— cos  A)  cos  y'  Hcos/x  cos  A- cosv)  cos«']. 

+  %'  [siJlV  COS/3"  +  (COSfi  COSV  —  COS  A)  COS  f  f  (COSfl  cos  A  —cosv)  cosa"], 

•=.T'[sIn2vcosy  4  (cos  vcosA— cos  ft)  cosa  +(cos  vcosft— cosA)  cosß] 
-+  y'[sin2vcosy'  -f  (cosv cos A— cos jti) cosa'  -f  (cosv cos ft— cos  A)  cos  0'] 
+  *'  [sin  *v  cos  y  " + (cos  v  cos  A— cos  /*)  cos  a"  y  (cos  v  cos  fi  -  cos  A)  cosj*"], 

Or  nons  savons  qoe  (UV  da  a°.  37) 

a  jr  6cosr  +  ccosft  $  +  c cos A  -f  ö cos  v 

COS  er  =•  —  s  COS  p  =  , 

U  (i 

■  c  f  acosa+ *cosA 

cosy  =  £  ; 

—  ^t^cosv  f^cosft        Ä,  _ 6+c'cosA+q' cosv 
cos  er  = — J- — r  »  cosp  =  ■ — -~  — , 

■      i         *  •     »  • 

,    c'+a'  cos  uvb'  eosl 

cos/  =_E  il  ; 

fc"  Ii 

oü  nous  avons 

tl*  =a«  +  6»  +  c»  +  2ÄCC0SA    ^CflCOSj*    +  2«&cosv,  \ 
u"*=a'*  +  b'*  +  c'a  +  2*V cosA  -KteVcosp  -f  2«'*' cosv,  J(I) 
tt«2 _ ö«2  +  *«a  f  c»a  +  2ö"c"  cos  A  +  2c  V  cos  f t  +  %a"b*  cos  v.  ) 

SnosUtaaut  ces  valenrs  (Jans  les  eqnationaprecedentes,  et  faisant 
les  reduetions  evidentes,  nons  obtenons  les  formales  de  teans- 
formation  tres  simples 

ax'  ,  a'y'  ,  oV  x 

+  («) 

ex'  t  c'if'  .  cV  1 

«  66.  Ä?**«r  <te*  nonceaux  ctxta  atur  andern.  ResolvOflsleS 
eqnatlons  (II)  par  rapport  a      y',      ums  ea  tfroo*        >*    .  /. 


•i 
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(III) 

f-x' = (x—p)  {b'c"  -  c'b")  +  (y — q)  (c'a"-a'ca) + (*-r)  («'*"— 

-c"b)  +  (y-^)(c"fl-aV)  +  (*-r)(ö** -*"«), 

~  *'  =  (o:  -i»)  (*c'  -  cb')  t(y-q)  (ca'  -  ac')  +  (*  -  r)  {ab1  -  ; 

oa  ' 

-c'&")  f  bic'at'-a'c")  +  &V)  \ 

=  «'  (6"c  -  c"£)  +    (c"a  -  a"c)  f  -  b»a)  |  (IV) 

=a"(bc'  —  cb')  +  *"(c«'  —  ac')  +  c"(a*'  — £a').  ' 

57.  Angle s  des  nouveaux  axes  de  coordonnees.  Pour  d£ter- 
mlner  les  angles  d'lnclinaison  matuelle  des  nooveaax  axes  de  coor- 
donnees, noos  aorons  reconrs  ä  la  formale  (LI)  du  n°.  30,  qal  doooe 

(V)  . 

u'u"  cos  A'  =  a'a"  f  b'b"  +  c'c"  +  {b'c"  +  cW)  cos  i + (<?'«" + a  V)  cos  p 

-KaW +  a'a")cosv, 

w"«cosft'  =  affa  +  6"6  +  c"c  +  (6"c  f  c"&)cosA  +  (c"a+ a"c)cosfi 

+  (a"£  +  £"a)cosv, 
uti'cosv'  =  aa'  +  bb'  f  cc'  \  (bc'  +  c£')cosA  +  (ca' +  ac')  cos 
«  +(ab'  f  £«')cosv. 

58.  Determination  du  rapport  -j.  Ponr  avoir  l'expresslon  de 
ce  rapport,  on 

=  i  —  cos  V  -  cos  V'  —  cos  V  +  2 cos  A'  cos ft'  cos  v' ,  (VI) 

par  l'anclenne  orlgine  des  coordonnees  0  menons  trols  droites  OM, 
OM' ,  OM"  respectlvemeut  paralleles  aox  nouveaux  axes;  snr  ces 
droites  prenons  les  polnts  M,  M\  M"  dont  les  coordonnees  solent 
a,  bt  c;  a',  b',  c';  a",  b" ,  c";  les  dlstances  OM,  OM1 OM" 
seront  egales  a  u,  u1 ,  u". 

Considerons  les  polnts  M,  M' ,  M"  et  l'orlglne  0  comme  les  quatre 
sommets  d'un  tetraedre,  dont  nons  desigoerons  le  volonte  par  F. 
Nona  atons  par  la  trigonometrte 
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et  par  la  Glomätrle  des  coordonnees 

V=  l  (ab'c"  -  ac'b"  +  ca'b"  -  ba'c"  +  b&a"  -  cb'a")  J. 

■  ■  .  .  .  1 

Comparant  ces  deax  eipressions,  nons  troavons  qae 

4'  _  ab'c» -ac'b" \ca'bn -bete" +bc'a" -cb'a"  e 

J  ~  uu'u"  -~utfu"'  ^VII) 

59.  Angles  des  notweaux  axes  avec  des  notweaux  plans  de 
coordonnees.  Posods 

(VIII) 

u>*  =  (b'c"-c'b")*smH + 2(&a"  -  a!cn)  {a'bn  -  b'a")  (cospcos  v-cosA) 
+  (cV-a'c'')asinV+  W  -o'a")  (b'cn  -  Cb»)  (cos  v  cos  A-cos,*) 
+  {a'b"-b'an)H\iPv  +  1(b'cn  -  &b")  {Ca"  -  a>c")  (cos  Acos  fi  -cosv), 

=(&"<?— c^sln^  +  2(c"a — a*<r)  («"£ — b"a)  (cos  p  cos  v — cos  A) 
+  (c"ö— a"c)«sin  V + 2(a"b-b"a)  (b"c  -  c"b)  (cos  vcos  A —cos 
+  {a"b-b"a)HWv  V  2(b»c-c"b) (cna  - a"c) (cos Acosp-cosv), 

^«rr^-c^slnn  +  2(ctf'-aC)(<tf'—  (cos  ,t  cosv- cos  A) 
+  (ca'— «02sin V  +  2(ab' — o«9  (oC— cb*)  (cos  v cos  A— cos /*) 
+  (oft'  -  ba*)*  sio  «v  +  2(oC  -  cb*)  (ca'  -  ac*)  (cos  Acosp — cos  v). 

U  formale  (LX1V)  du  n°.  43  ooas  donne 


slnjryÄ'=slnT;  f  » 


et, 


^  =^u»'  sln*  =  ^  =  W 


en  vertu  de  (VII),  de  (V)  et  de  (XXXV)  da     24,  II  viert 


et  par  solte  aussl 


sm^=^,  ,  (H) 


1  (36  D  o  s  tor :  tfänofre  tvr  une  mitkode  noutelle  de  trtitii/Ürtnatton 


Ae 

sin        =  —  , 

Ae 
~"  u"w"' 


60.  Angle s  que  fönt  entre  eux  les  nouveaux  plans  de  coor- 
donnees.  Ces  angle*  sont  fournis  par  les  fbfflittles  (LXXI1)  dd  fl°.  40, 
qal  donnent,  eo  egard  ä  (3) 

' ' }  *  w         A'  Ae   u"u  uu' 

s\nA'  = 


oa  en  redaisant 


sin  jii'  sin  v'     uu'u"  W  v> 


ein   V  ^ 


tfAe 
u"Ae 


slnZ' 


5,  II«  Trsrtffrf  Frtiatidn  de«  eö<trd<tnnäes  dafts  l'etpace,  lora- 
qac  les  ooutcbhx  plan»  He  coardennle«  ao»t  dätertatnla  par 

leurs  öquations. 

61.  Passaffe  aux  nouveaux  plans  de  coordonne'es.  Solent 

i'*  \Vy  +  <7's  +  #=0,  j  (4) 

Anx\B?y  +  Cn%  f  Z>"=Ö  * 

les  nooreaux  plans  des  y*,  *.z,  xy.-  Si  nans  deslgnons  par  p,  q,  r 
les  coordonnees  de  la  nonvelle  orlglne,  les  droltes 

■  j  •"» 

x—  p  V  —  Q  » — r 

(  VC*  —  C'B"  -  C'A"^-A'C"  -  A  B"  -  ^  * 

— p  y  —  q  t>~  r 

BC—CB*    -CA'—AC  ÄB'—BA' 


seront  les  nooyeanx  axes  respectlfs  des  ^r,     s.  I^ostfüs 


■ 
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W*  =(A'Ä"— ITA")2  +  2(B'C"^C'B")(CAtt-A'C")fmv 
+  (Ä'C—  C"Zr)2+  *(C'A"  —A'C")  (A'B"  -  B'A")  cos  A 

+  2{A'B"  —  B'A")  (BC'-C'B")cosp, 

W*=z(B"C—  C'B)i  +  2(C"A  —  A"£)  (A"£  —  £"A)cosA 
+  (C"A  -  A"C)2  +  2(A '/?  -  Ä'U)  {B"C  —  C"B)  cos  ^ 
+  (A"B  -  Ä"A)2  +  2(B'C-  C"2f)  (C"A-  A"C)  cosv, 

IT"*  =  (äC  —  CB')2  +  3(  CA ' — AC)  (AB'— BA')  cos  A 
+  {CA' -AC')*  +  2(AB'  -  BA')(BC— CR)  cos  fi 
+  (AB'  -BAT  +  2(BC~  CB')(CA'-AC')cosv; 

r»  =  A'A"sln2A  +  (£'C"+  C'£'')(cosficosv— cosA) 
+  B'B'  sln^  f  (CA"  h  A'C")  (cos  v  cos  A  -  cos  fi) 
+  C"  C'sin  *v  +  (.4'Ä"  +  B'A ')  (cos  Acos  ft — cos  v) , 

V*  =A"A  sin  2A  -f  (£"C-f  C"B)  (cos  k  cos  v  -  cos  A) 
+  £"£sln2u  +  (C"A+  AT)  (cosvcosA  -  cosp) 
+  C"Cs\n*v+(A"B  +  *"A)  (cos A cos/* -cos v), 

F  "*  =  AA'  sin  2A  +  (£(7'  +  CSO  (cos  f*  cos  v — cos  A) 
+  BB' sin2/!  i  (CA'  +  AC')  (cos  vcos  A-  cösu) 
+  CC'sin2i>-f  (AB*  +  A4')  (cos  A  cos  h  -  cos  v) ; 

V*  ==A2sln2A +  2£C(cosfi  cosv- cos  *) 

»  * 

+  ^2sinV+2CA(cpsvcosA  — cos;*)  . 
+  C^sln  2v  -f  2A2?  (cos  A  cos  p — cos  v) . 

U*  = A*2  sin  2A + 2B'C  (cos  f*  cos  v  —  cos  A) 
+ 2?"*in*p+  2C'A'(cos  v  cos  A  —  cos  jt) 
+  C^sln2* + 2A'Ä'  (cos  A  cos  (i  —  cos  v) , 

tf"2  =^sln«A  +  22fr"  C"  (cos  ^  cos  v — cos  A) 
+ fi^sin  V + 2C"A"  (cos  v  cos  A — cos p) 
+  C/<2sin2v+  2A"2T(cos  Acos  cosv). 
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D'apres  Jes  formales  (Ii)  noas  tnrarons  qne 

_      {B'C"—C'B")x'    (B"C-C"B)yi  {BC'~CB')z< 
x    P~  W  W         +       W"  9 

_ (CA" - A'C")x'    {C"A - A"C)y'  ,  (CA'-AC')%'  L™. 

y  ~  V   yjr  +  yyt-       -  +   yf7,  *  >\^J 

* 

_  (A'B"  —  B'A")x'    {A"B-B'A)y'  (AB'-BAQz' 
*    r~  W         +         W        '       W"  ' 

oa,  en  faisant  observer,  d'apres  (XXXIV)  do  n°.  24,  qne 


_  (B'C'-C'Wx'  {P"C-C"B)Atf  (BC-CB*)**'  \ 
X    P~  V iTH)7*^-  V*       V  t/"2f/a -  y*  +  V" IPU^—V7** 

_      (W—AC")***    (C"A-A"OJjf  (CA'-AC')4z' 
{AW-VA")**  .  (A"B—B"A)4p'  t  {AB,—BAf)/l%t 

%  f  —    -—  L    —  -I-   . 

V  U^U"2  F*       V  U"*U*  F'a     V"  U'2U'2—V"* 

I 


62.  Ii*  anciens  plans  de  coordonne'es  sont  rectangulaires, 
Sl  les  anciens  axes  de  coordonne'es  sont  rectangulalres,  11  viendra 

*  * 

^  =  1, 

ü«=il»+i?»+C«,  tf*=;4'»+2*'*+C"V  tfi=^"*+J?"*-f  C"*; 
F=i4/i"-fiW?"+CMC",  F'=,1'U+J&"Ä+C"C,  F'^^U'+iftf+CC'. 

Les  formales  precedentes  devlendront  alors 
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(XVI) 

_  {B'C"  —  C'B")x'  

P  ~  V <_*+_*+  Cii)iF^Ä^^:iii^A'A^^B'»t^  C'C")* 

 (B"C- C"B)y'  

V M"2  +  B"*  +  C"*)  (Aa  +  Ä2  +  Cl)  —  (A"A  f  B'B  +  C"C)2 
 ■  (BC  —  CB)  *'  

_  {CA" -A'C")x'  

V    9~  ^(Ä*~+]fc  +  C"2) (A"* &*)  - {AA"+WB"+  C'C")2 

(C"A—A"C)p' 


VM"»  +  Ä"9  +  C"2)  („*  +  _*  +  C2)  —  („' 'A  +  _ +l^<7j2 

 (CA'-AC')z'  

V (_«     _*  +  C2)  (_*  +  B  *  +  C'2)  -  ÜJ'T^_'  +  CC'j» ' 

 ____lj_4")   

V"  c*)(^T£',2T£''a)--  („_"+ j^'+cc'ö* 

 (A"B  —  B"A)y'  

Vu'^T^Ttf'"*)  (a*+b*+c*)  -\a"a  +  _  -fd'^ 
 /mo_;  

\T(#YB^C*i~iÄ*'  f>2  +  C"2)  -  (AA'  +  BFT1&T*' 

G3.  Les  anciens  plans  de  coordonnees  ainsi  que  les  nou- 
reaux  sont  rectangulaires.  Dans  le  cas  ou  les  anciens  axes  et 
les  nouveanx  plans  de  coordonnees  sont  perpendiculaires,  ces  der- 
formules  re  rednisent  aux  solvantes 


x  —p  — 


(XVII) 

(BtC,t—C'B")xt 


VM'H'ä'H  C'2)  M"2  f  B   f  C"2) 


+  (*'__  ,    {BC'—CB')*' 

V  u7'2f _"2+C"2)  (^2+_2"fc2)  V^i^Hc^;«^f5ii^^'4), 

w  —  ä  =   ,  — .  L  „  

(C"A-A"Qtf   §  {CA'-AC')* 


V u"*+_"2+  c"*)u*+&+c*j  \/\ahb*+c*)(a*+b'*+c*) 


*  — r  = 


V  C"2)  (i"2+_  "»+  C"2) 

V  U'HÄ-HnuH^+c2)   Vmh_»+  c2)  (a*+b*Tc*)' 

Theil  X_VI.  J2 
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64.  Retour  des  nouveaux  plans  de  coordonnees  aux  anciens. 
Reprenons  les  formales  genärales  (XV);  multiplions  les  denx  mem~ 
bres  de  Ia  premiere  par  A,  cenx  de  Ia  seconde  par  B,  et  cenx  de 
la  troisieme  par  C\  et  ajoatons  les  resultats  membre  ä  membre.  Sl 
noos  faisons  obsenrer  qoe 

-{Ap+Bq  +  Cr)  =  D, 

et  qne  nons  poslons 

AB  C"— AC  ß"+  CA'B"  -  BA'C"  +  BC'A"  -  CBA"  =  E, 
nous  obtlendrons  apres  rednctions,  et  par  analogle, 

EAx' 

äs  +B»  +0.  +D  =vw^Tf., 

ä'x  +b?v  \  e%  +B-  =  y  JÜ£_  r„.  f  (xvui) 

VAm* 

A"x  \B"y\  C"% + D"  =  — . 

Sl  les  anciens  axes  de  coordonnees  sont  rectangnlaires,  ces  for- 
mnles  deviendront 

Ax+By  +  C*>  +  D 

 Ex[  

~"  V  C*){A'*+B'^C'*)HA'A"+B'B''+C'C'T ' 

A'x+B'p+C'x  +  D' 

Ey*  }(XIX) 
~~  V {A'*+B'*  +  C"2)  {ä1  +        C2)  —  {A"A+B"B+  C"C)* ' 

A"x+B"y+C"%+D" 

E%' 


~V0i»  +  5*  +  Cs)U<Ä+*,+C'»)-(iU'  + W  +  CC) 

et,  dans  le  cas  oü  les  nooveaux  plans  de  coordonnees  sost  en  meme 
temps  perpendiculalres  entre  eox, 

 Ea?  

Ax  +By  +  C*  +  J>  -  VU'a+ifM  +  B*  + 

t  Ey'  

A'x  +B'y  +  C'%  +  />'  -  y       +      +  c.a) (j4a  +  52        '  (  TO 

^"a? + B"y  +  C"e  +  Z>"  =  r  »   - 
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65.  Calculdu  rapport  -j.  Pour  ayoir  ce  rapport,  il  samt 
de  remplacer,  dans  la  formale  (VII), 

a,  b,  c;   aft  b',  C;   a" ,  b" ,  c" 
respectivement  par 

B'C'—C'B",  C'A"—A'C",  AB"— PA"; 
B"C—C"ß,  C'A  —  A"C,  A"B—B"A\ 
BC'-CB',    CA'-AC,  A&-BA'; 

et  uy  u',  u"  par  W,  W\  W".  Nous  tronvons  ainsi  qae 

A'  E2 


A  —  WWW" 


(XXI) 


Sl  nous  snpposons  qoe  les  anclens  et  les  nouveaux  plans  de  coor- 
donnees soieot  rectangulaires,  noas  deduirons  de  cette  formale  qae 

(AB'C"  -  AC'B"  +  BC'A"  -  BA'C "  +  CA'B"- CB'A")* 
=  {A*  +  B2  +  C*)  (A*  +  B  *  +  C*)  (A"*  +  B"*+  C"%  (XXII) 

66.  Angies  des  nouveaux  axes  de  coordonnees.  II  sufllt, 
poar  cela,  de  faire  dans  les  formales  (V)  les  meines  sabstitations  qae 
dans  le  nnmero  precedent.  On  a  aiusi 

WWwsV^VV"  —  VIP,  \ 

W"  W  cos  ft'  =  F"  V  -  V'U*  J  (XXID) 

WW  cosv*  =  VV'~  V"U"*.  i 

67.  Angies  des  nouveaux  plans  de  coordonnees.  La  for- 
male (LXX)  da  n°.47  noas  donne  immediatement 

WA 


sin.F'  = 


U'U"' 


W'A 
W"A 

* 

68.  Angies  des  nouveaux  axes  avec  les  nouveaux  plans  de 
coordonnees.  Noas  tronvons  de  snite,  ä  l'aide  de  la  formale  (LXI) 
da  n°.40, 

12* 
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EA 

%\*Y*x>  =  j^t,   \  (XXV) 
EA 


Chapitre  Tl. 

Application  de  la  transform atlon  des  coordonnles  dans 
l'espace  ä  la  recherche  des  generatrlces  rectillgnes  de 
l'bypcrboloi'de  ä  une  nappe  et  da  paraboloi'de  byperbolique. 

§.  I.    Eqnation«   de«  genlratrices  rectiligne«  de  l'hyper- 

boloide  ä  une  nappe 

f(x,  y,  %)  =  Ax*  +  A'y*  +  A"**  +  2Byx  +  2B'zx  +  2B"xy 

+  2Cx  -f  2C'y  +  2C"»  +  F  =  0.  (i) 

69.  Premier  cos:  L'nn  an  molns  des  carres  x*  des  va- 
riables se  trouve  dans  l'eqnatlon  de  l'hyperboloi'de  et 
l'une  des  differences  B"*—AA',  B*—AA",  qni  renfer- 
ment  le  coefficient  A  de  cette  variable,  est  differente 
de  ze'ro.  Le  coefflclent  A  n'etant  pas  nal,  l'eqnatlon  (1)  ponrra  se 
meltre  sons  la  forme  (VII)  dn  n°.  6: 

Af{x,  y, s)  =  (Ax  f  B"y  +B%\  C)*~-      *)  =  0,  (2) 

ob  nons  avons 

q>(y, «)  =  (B"*—AA')y*  +  2{B'B"-'AB)yi,  +  {Bt*—AA")%'t 

+  2(CB"-AC')y  +  2(CB'-AC")zl  C*—AF.  (3) 

Supposons  qne  les  carres  des  denx  variables  y  et  %  ne  manqnent 
pas  dans  la  fonction  (3),  et  admettons  qne  le  coefflcient  de  ne 
soit  pas  nnl.  Si  nons  nmltlpllons  par  B"*—  AA'  tons  les  termes  de 
la  fonction  (3),  et  qne  nons  y  mettions  en  evldence  le  carr^  de  <p'y, 
nons  obtlendrons 

(B"*-AA')<p(]/,%) 
=  [(ff"*— AA')y  +  (B'B"—AB)%  +  (CB"-AC)]*-iK*)p  (4) 
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on  1>(%)  d&lgne  Tensemble  des  termes  venant  ä  la  suite  de  ig/*,  qui 
soiit  indepeodants  de  y;  de  sorte  qoe  oous  avons 

= [{BB"—  AB)*  —  (B'n  —  AA1)  (B* -  AA")]%* 
—2[(B'B"  -AB)  (CB"-AC)  -  (£?"*-  AA')  (CB'  -  AC"j\z 
+  {CB"-AC')*-(B"*-AA')(C*-AF).  (5) 

Soient  p,  q,  r  les  coordonuees  da  centre  de  1'nyperboloVde  (1); 
däsignons  par  D  le  denomiiiateur  common  des  yaleurs  de  ces  coor- 
donnees,  par  N,  N\  N"  les  nomerateors  des.memes  valeors,  de 
sorte  qoe 

N         N'  N" 
P  =  D>   q~  D  '   r  =  T 

L'eqoatlon  (5)  pourra  se  mettre  sons  la  forme 

t//(»)  =  A(D%*- 2N"%)  +  A{AC*L— %B"CC  +  A'C*) 

+  AF{B"*-AA%  (ö) 

Le  dänomlnatenr  D  n'etant  pas  nal,  ooas  poavons  multlplier  les  deax 
membres  de  (6)  par  D  et  mettre  en  evldence,  dans  le  resnltat,  le 
carre  de  nous  anrons  ainsl 

Dy{%)  =  A(D*-N")*  +  A  {B'*-AA')  (NC+N'C'+N"C"+FD).  (7) 

Mettons  cette  valeur  dans  l'expresslon  (4),  et  la  valenr  rlsnltante 
pour  <p(y,  e)  dans  l'eqnation  (2).  Noos  troavons  ainsl  qne 

-Ä^-AA')^*-^*  f  +  iCB»-AOr 

Tel  est  le  deyeloppement  qoe  oons  obtenons  ponr  la  ronctlon  gen$- 
rale  dn  second  degre  ä  trois  variables,  dans  la  triple  hypotbese  de 

A=/=Q,  B"*-AA'=/-0, 
AB*+A'B*+  A'B"*-AAA"—2BB'B"=l=f). 


•)  Le  iigne  =/=  tignifie  difforent  de. 
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Prenons  ponr  plans  des  nooveaox  xy,  %x,  y%  les  trols  plans 

D% — A'"  =  0,  j 

{B"*—AA')y  +  (B'B"-Aß)z  +  CB"-AC'=zO,  >  (8) 

^  |        +  Zf*  +  C  =  0.  J 

SI,  poor  plus  de  slmpl leite,  nous  snpposons  qne  les  anclens  axes  sont 
rectangulaires,  les  formales  (XX)  do  n°.  64  nons  donnent 

—  AD(B"*-~  AA') 
ponr  le  nnmeratenr  common  des  valeors  (XX),  et 

D(B"*-AA')y  D\/A*+B"*, 

A  V'W—AA')*  +  (B'B" — AB)2  +  {BB"—A<&)* 

ponr  les  deoomfnateurs  de  ces  meines  valeors.  II  fandra  donc  rem- 
placer  les  premiers  membres  des  equations  (8)  par  les  qnantltes 

—  D(B"*  -AA')%' 


V  (B"*—AA')*  +  (B'ß"—Aß)*  +  (Bß"-~  ÄB')% 

-A(B"*-AA')y' 

VÄ*  >/;*  ' 

dans  Peqnation  (1)  de  la  snrface,  qni  se  change  alnsl  en 

Ax*  A{B"*-AA')u*    D{B"*-AA')%'* 


A*  +  B*      '  {Bt*-AAt)*\iPtB"—AB)**{BBP—A'RV 

fw^+A«etJi.=o.  od 

Denx  cas  penvent  se  presenter,  snfvant  qne  D  est  posltif  on  negatif. 

1°.  Snpposons  qo'on  alt  D  <  0.  Ponr  qne  l'eqnation  (II)  repre- 
sente  nn  hyperboloi'de,  il  fandra  qo'on  alt  AA'>0.  Dans  ce 

cas  l'eqnation  (I)  ponrra  s'ecrire,  en  posant 

C*+  B"y+  Ä+0WVTO?+^^  +  ^fgg) 

X{Aa\B"y\B%\  C-y%[  B"*-AA'-*%B~—  -  ^^£) 

V  B"*-AA'  VB"*-AA' 

-  AD          N"    \Äß  t     N"  >fAH, 
=  W*=ÄA> <»~  D  +  -D~>  (*~  D  
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Cette  Iqoation  representera  an  byperboloi'de  ä  nne  nappe,  si  H  est 
posltif.  L'inspectiOD  directe  de  cette  eqaation  fait  voir  qne  les  deox 
systemes  de  generatrices  rectillgnes  de  1'nyperboloide  sont  represen- 
tees  par  les  deux  systemes  d'eqnations 

m 


-  —AD(p      EL  j.  ^  AH\ 

- B^—AAA%     D  +    D  h 

r   B'B"—AB       „  CB"—AC 

A*UB«-\r ^-AA'KHB'-^—^p  +  C-*^  ßti%  AAf 

1       N"  V3ä 
(VI) 

B'  B"—AB  CB"—AC' 
Ax+{B»+V  B<>^AAlpHB<+^====)*+  C+7_= 


—  B'*—AA*       2  Z? 

-■ 

,   B/B"— AB       _     CB"—AC  - 

-  y{*     2        D  '* 

oq  eneore  par 

(VII) 

/l*  +  ify"  +      +  c 

=  i^-^T=TIj;  ^"T>/  ~  "IXT  W  +  B'»-AA'J  * 
-  B'ß"—AB  CB"—AC 

— 

/i      ^  \/    jrv  ,  v^/zi  V 
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(VIII) 

Ax  \  B"y  +  B'z  +  C 

•  - 

_Yi  ^»  V  iV*"\  \TÄH/i  ADy  \ 
~ 2  U     B«*^ÄÄ>)  \%~  DJ  ~  ~W~  U  +  B^TAÄ') 

Si  />  est  positif,  la  difference  44'  pourra  etre  positive 

ou  negative,  mafs  il  fandra  que  H  soit  negative,  pour  que  l'equa- 
tion  (I)  pnisse  representer  an  üyperboloVde  ä  une  nappe.  Dans  ce 
cas  cette  gqnation  ponrra  se  mettre  sons  la  forme,  dans  l'hypothese 
de  B"*  —  AA">  0, 

{Ax+ B"y +/?'*+ C+y  VW*=TÄA'+%  B'?LZ*B-\  CB"-A^L) 

V B"*-AA'  V  ß"*—AAJ 

X(Ax f  By + B'% + C-y  V "B^ÄA B-~A1L~ ^£==^£_) 

V  B'^-AA'   V B"*-AA' 

• 

-  B  *-  AA' \—D—  +  •-  .0/  V~ ö  »  + 

» 

On  en  deduiralt  encore  facilement  ies  eqaatlons  des  denx  syste- 
mes  de  generatrices  rectilignes  de  l'hyperboloide. 

70.  Second  cas.  Sapposons  maintenant  qne  les  trois 
carr^s  manqnent  dans  l'eqoation  (l);  eile  devra,  dans  ce  cas, 
näcessairement  renfermerau  moins  Ton  des  trois  rectangles  des  variables. 
Admettons  qne  le  coefflcient  B"  ne  soit  pas  nul.  Nous  pouyons  mettre 
en  eyidence  le  prodnlt  f\f  dans  l'equatiou 

*  y 

fix, y,  %)  =  2By% + 1B'x%  \  lB"xy + 2Cx + 2 6 'y +2C"s  f  F=  0,  (9) 
qul  devient  ainsi,  d'apres  la  formule  (X)  dn  n°.  10, 

*  B"f{*i  V,  *)  =■  2(Ä"*  +     -f  C)  (£"y  -f  li  t  +  C)  -      ,  (10) 
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oi 

y(*)-2B&z*  +  2(BC+B'C—  B  '€")%  +  2CC—  B"F.  (11) 

» 

Si  aucon  des  deox  coefQcieots  ß,  B'  n'est  nnl,  noas  poavoos  mettre 

en  evldence,  dans  cette  dernlere  expression,  la  derivee  .  nous 
obteooDs  ainsi,  en  ayant  egard  aox  identites,  qai  oot  liea  entre 

—2B"Di{>(z)  =  (D*—N")*+NCi-N'C'  +N"C"  \  *B"DF.  (12) 
Substitaons  cette  valenr  daos  leqoation  (10),  et  noas  trouvons 

(IX) 

^r, yf  %)={B'x\ B%\ C%B"y\-Bx  \  C)+^(/te-A ")H^Ä"=0. 

Posons  actaellement 

B"x  +  B*  f  C'  =  m  +  »,   B "y  +  B'%  +  C  =  m—n; 
doqs  en  tirons 

2»i  =  B "(x  +  y)  +  (ß  +  B')%  +  C  +  C, 
2»  =  B"(x-y)  +  (#—  #')*  \  C- C. 
Substitnant  dans  l'equation  (XVIII),  on  la  cnange  en 

A*.  f.  «)  =ä^>        +  y)  +  <*  +  *')*  +  C  +  ^J* 

♦ 

[Ä"(.r-Jf)  +  (*-#')*  +  C'-CJ» 

+  if^(D*-N")*  f //  =  <>.  (J) 

Tel  est  le  developpement  qne  noas  troovons  poor  la  fonction  do 
second  degre  ä  trols  variables,  privee  des  carres  de  ces  variables, 
et  renfermant  les  trois  rectangles  des  memes  variables. 

L'eqnation  (X)  representera  nn  hyperboloi'de  a  nne  nappe  1°  poor 
D<0,  sil'on  a//>0;  et  2°  ponr  D>0,  si  l'on  a  /7<0,  c'est-ä-dire, 
en  general,  si  D  et  H  sont  de  signes  contralres.  Dans  cesdenxcas, 
Fequation  de  Hyperboloide  ponrra  se  mettre  sous  (es  formes 

{B'x  \  B%  +  CO  (B"x  +  B'%  +  C) 
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{B"x  +  B%  +  C)  (B"x  +  B'%  4  C) 

de  cette  sorte  les  systemes  de  g^neratrices  rectllignes  sont  exprim^s 
par  les  deux  coaples  d'equations 

B"x+B%l  C'=     k{*  ^  +\  -zr»), 


(Xffl) 


(XIV) 


tf"*  +  tf*+C':=  *'(*— 

ZT     JV"  ,  aH?^ 

B'y  +  B'z+C  =r(\  ~ä  *  +  ^;? 

/  ~B''H 
B'x\B%\rC  =V\y   


$.  11.    Eqoation«  de«  gen<-ratrice«  rectilignes  du  parabo- 

loide  hyperboliq  ue. 

/foy,*)  =  +  A'%*+2Byz+2B'x*+2B"xy 

-f-  2Cr  -|-  2Cy  +  %C"%  0.  (18) 

71.  Cette  eqnation  ne  ponrra  representer  de  paraboloide  nyper- 
bolique,  qa'autant  qoe  iK«)  ou  la  fonction  (6)  da  n°.  69  soit  da  Pre- 
mier degre  par  rapport  ä  »;  cette  cooditlon  exlge  que  l'on  alt  2>=0 
et  JV"  different  de  zero.  Dans  ce  cas  cette  fonction  se  rednit  ä 

— 2AJS"%  +  AK{  B"* —AA'), 
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«• 

sl  noas  ayons  solo  de  poser 

AC*— 2B"CC  +  A'C* 
B*—AA< 


Sabstltnant  cette  expresslon  daos  <p(y,  *)  et  la  valear  resultante 
dans  f(x,yt%),  noas  trouvons 

Af{x9y,%)  =  (Ax  +  B"yVB'%  +  C)* 
~  B^TAA  ^ K**-AA')i  +  (BB<-AB)%+ B'C-AC? 

-B<*-AA+AK=0-  <XV) 


Ii  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer  qae  l'bypothese 

(B"*—  AA')  (B*—  AA")  —  {B'B"  -AB)* 
=  (ß"2-  AA')  (B*-A'A")-{BB"-A'B')*  =  AD=0, 

combinge  avec  l'egalite 

jV"  =  C"(AA'— B"*)  +  L\BB"—  A'B')\C\B"B  —  AB), 
donne 

W^-AA'-^  +Ct  B*-AA'+t'  V  B"*-AA'K™1) 

II  est  evident  qae  l'equation  (XV)  representera  un  paraboloi'de  hyper- 
boUqae,  sl  i'on  a  B"*  —  AA'  >  0.  Or  cette  equatlon  pent  aassl  s'ecrire 
de  la  maoiere  snivante 


B'B —AB  .  B'C-AC 


Sons  cette  forme  on  voit  de  soite  qae  les  dem  systemes  de  gfene- 
ratrices  rectilfgoes  da  paraboloi'de  sont  donnes  par  les  eqnations 
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B'B" — AB 


„.JFC-AC^   AI  

R'B"  Ali 


(XVIII) 


+  c  «-n»*-ÄA-  i    i(B   AAh  j 

Am+**-<TB*-  AA  <  +  »(*<-  fjf^ 


(XIX) 


B"C-AO  AI' 
+  (  ~  VW*=AA  ~~  B  *-AA> 9 

^  t  jr(B"  +  V -  ,U<)  f  *(ß'  f  ^===~= ) 

72.  II  nous  reste  ä  considerer  le  Gas,  oü  les  carres  manqaent 
dans  1'eqaatloD  de  la  sorface.  Paisqae  D  est  nul,  il  faudra  que  Tun 
des  trois  coefflcients  B,  B'f  B"  soit  egal  ä.zero;  admettons  que  ce 
solt  B.   La  foDction  (fi)  da  n°.  60  se  redult  alors  ä 

1>{%)  =  2(Ä'C'— JS"C")*  +  ZCC'-B'F,  (14) 
de  sorte  qoe  l'eqaation  da  paraboloide  hyperboliqae  sera 

{B«x  +  O  ( B"y  f  B%  \  C)  =         -  C")*  +  ^  -  £ =0.  (XX) 

Les  deux  systemes  de  generatrices  rectillgnes  da  paraboloide  soot 
donc  exprimes  par  les  equatioos 


B"x  -f  C  =  jgTy » 
B"y  +  B'z  +  C'=-k[(B'C  -  B«C")z+  CC— 


(XXI) 


1  >(XXII) 
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Chapitre  \  II. 

Application  de  la  transformation  des  coordonnees  au 
däveloppement  de  la  metbode  de  M.  Pluecker,  ponr  la  dis- 
cussion  des  sorfaces  do  second  ordre. 

(Methode  de  la  dlmmposition  en  carre*.) 

73.  But  et  utilite  de  cette  me'lhode.  Parml  tootes  les  metbo- 
des,  qol  ont  ete*  employees  pour  la  discassion  des  surfaces  do  second 
ordre,  celle  de  M.  P lücker  est  l'one  des  plas  faciles  et  des  plus 
elegantes.  Elle  coosiste  dans  la  decomposition  en  carres  do  premler 
membre  de  l'equatton  de  la  snrface  et  repose  alnsl  dlrecteinent  sur 
notre  metbode  de  transformation  des  coordonnees. 

Ponr  cette  raison  nons  l'exposons  dans  ce  memoire.  Nons  la 
donnons  avec  tons  les  details  qu'elle  comporte.  Les  resultats,  anx- 
qnels  eile  nons  condait,  nous  permettent  d'etablir  immediatement  les 
caracteres  analytiques  extericurs,  qoi  distinguent  entre  elles  les  snr- 
faces des  differentes  especes,  qne  represente  l'eqnation  generale  dn 
second  degre  ä  trols  variables. 

N 

i 

74.  Dans  la  discnssion  de  l'eqnation  generale 

f{x,  y,  *)  =  Ax*  +  A'yf*  -f  A"&  +  2Byz  +  2B'ax  +  2B "xy 

\  2C.x  +  2C'y  +  2 C  's  +  F  =  0,  (l) 

nons  distinguerons  denx  parties  principales,  selon  qne  cette  eqaa- 
tion  renferme  an  moins  Ton  des  carres  des  trols  variables,  on  quelle 
n'en  contient  ancnn. 

La  premiere  partle  comprend  clnq  cas,  sntvant  qo'on  a 

1°  le  denominatenr  D  different  de  z£ro; 

2°  D  egal  ä  zero,  et  l'nne  des  trois  quantites  B"*-  AA\  B*-A"A> 

B*—A  A",  par  exemple,       —  A'A  dlfferente  de  zero,  et 

AB     B'  m 
deux  des  trois  rapports  (jz  inägaux; 

3°  D  egal  ä  zero ,  B"*  -  AA  different  de  zero ,  et  ^=  ^"  =  ^ ; 

4"  D=0,  B"*-AA  =B'*—A  'A=B*-AA'=0,  et  les  trois 

A    B"  B' 
rapports  j,,  ^7,  jjt,  Ineganx; 
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5°  D=0,  B*-AA'=B*-A'A=B*-AA'=Q,  *  =  ^=~ 

La  deuxleme  parte  comprend  quatre  cas,  solvant  qoe 
1°  D  est  difflrent  de  zero; 

20  D  =  0,  et  qne  Tod  des  deox  termes  da  premler  degre,  dont 
le  rectangle  manque  dans  l'equatlon,  soit  dlfferent  de  zero; 

3°  D  6gal  ä  zero,  alnsl  qoe  les  coefflcients  des  deux.  termes  da 
premier  degre,  doot  le  rectangle  manque  dans  l'equatlon, 
mais  le  terme  toot  connu  ditferent  de  zero; 

> 

4°  D  egal  a  ze*ro,  alnsl  qne  les  coefflcients  des  dem  termes  da 
premier  degre,  dont  le  rectangle  manque  dans  l'equatlon,  et 
le  terme  tont  connn. 


Premlere  Partie. 

75.  Premier  cas:  A  0,  D  =/=  0.  Nous  avons  vu  au  n°.  22, 
formule  (XIII)  qne,  dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  l'equation  (1) 
ponvalt  se  mettre  sous  la  forme 

rt*,y,*)=^  (Ax  +  B'y  +  Bt>  +  C)* 

~  A{B^^B^AAW{B'P-ABfr+{CBr-  AC<)\* 

+  T(B^AÄy{D*~N  }  f  D  +fc0*  (2) 

Cela  e'tant,  prenons  ponr  plans  de  coordonnees  les  trols  plans 

D%-N"  =  0,   {B"*— AA')y  +  {B'ß"  -  AB) %  +  (CB"—  AC)  =  0, 

Ax  +  B"y  +  B%  +  C=Q.  (3) 
Le  numerateur  comnran  des  valenrs  (20)  du  n°.  64  devient 

-ADIB^  —  AA), 
pendant  que  les  trols  dlnomlnateurs  sont 

DiB'i—AA'),  D\f  A*+ß  *, 
A  V  (fr'*  -  AA*)*  +  (B'ß"—  AB)9  +  {BB'  —AB)\ 
n  faudra  donc  remplacer  les  premiers  membres  des  äqoatlons  (3)  par 
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 —  D  (B"*  -  AA)%'  

\T(B;*^ÄÄ/)*+(B'&'-AB)*  +  (BB"—A'B')*' 
-A{B"*-AA')y  , 

Va*  +  b*   '  ~~saf> 

dans  räqnation  (2)  de  la  surface,  qul  se  change  aiosi  en 

A(B"*-AA<)   D(B"*-AA')%*  

AP+B*   v  + (B^-AA'yt+iBB'-ABpHBB'-A'B')* 

Sons  cette  forme,  nous  reconnaissons  immedlatement  qne  l'eqnation  (I) 
on  1'eqaation  eqnivalente  (1)  represente  an  ellipsoi'de,  si  le 
dänominateur 

D—AB1  +  AB*  +  AB"*—  AA'A"—%BBB" 

est  nägatif,  en  m£me  temps  qne  l'expresslon  Z?"a—  AA\ 

Nons  voyons  en  ontre  qne  eet  ellipso'ide  est  re*el  et  fini, 
Infiniment  petit  on  imaginaire,  snivant  qne  le  terme  connn 

NC+N'C'  +  N'C"  _  _ 
 D  +  F 

est  inflrienr,  egal  on  snplrienr  ä  zero,  on,  en  fafsant  ob- 
server  qne  2J<0,  sulvant  qne 

NC  +  N'C  +  N"C"  +  FD 

est  snperienr,  egal  on  inferleur  ä  zero. 

Lorsqne  D  est  toojonrs  negatif,  mais  qne  B,i% — AA' 
soit  posltif,  l'eqnation  (1)  represente  nn  hyperboloVde  ä 
nne  nappe,  nn  cöne  dn  second  degre  on  nn  hyperboloi'de 
ä  denx  nappes,  selon  qne  Ie  terme 

NC+N'C  +  N"C"  +  FD 

i 

est  nägatlf,  nnl  on  positif. 

Dans  le  cas  on  D  est  posltif,  qnel  qne  soit  d'alllenrs 
le  signe  de  B"2  —  AA',  1'eqaation  (I)  represente  encore  nn 
by perboloi'de  ä  nne  nappe»  nn  cdne  on  nn  byperboloi'de  ä 
denx  nappes,  selon  qne 

NC  +  N'C"  +  FD 

est  inferienr,  egal  on  snperienr  ä  z4ro. 
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A  B" 

76.  Deuxieme  cas:  D  =  0,  B"2  —  AA'  =/=  0 ,  j,  oo 
B' 

=/=£7,.  decomposltton,  qae  noas  avons  effectoee  snr  la  fonctton 
(1)  n'est  plns  posslble,  lorsqne  la  quantite  D  est  egale  ä  zero. 

Dans  ce  eas,  d'apres  les  formales  (III)  du  d°.  69,  1'eqaation  (2) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

♦  * 

n*,  y^)^2 {Ax  +  B'v  f  B  %  +  Q1 

i  » 

+  \{AC '-CB^y\^AC"-CB')%^+F=Ü,  (II) 

oo  jons  admettons  qoe  AC'—CB",  AC'-CB4  ne  soieot  pas 
ools  toos  les  deox. 

Prenons  ponr  plaos  de  coordonoees  les  trois  plana 

Ax  +  B"y  +  Bi+C=Of 
(£"*—  AA')y  +  {B'B"  -AB)%  =  0, 
*{AC'-  CB")y  +  2{AC- CB')%- (C*-AF)  =  0. 

Notre  eqoatlon  (II)  se  changera  en  one  equatlon  de  la  forme 

mV2— nV2+P*  =  0. 

Cette  gqnatioo  representera  nn  paraboloide  eil  lpt1- 
qne  oo  hyperbolique,  solvant  qoe  B"*— AA'  est  inferleor 
on  soperieor  ä  z6ro. 

A     B"  B' 

77.  Troisieme  cas:  0=0,  B"*—AA'=/=Q,  ^  =  ^7=^- 
Ces  dernieres  egalites  dooneot 

CB"     „  CB' 

mettaot  ces  valeors  dans  Celles  de  A,  N',  N"  da  o°.  69,  on  troave 

AN+  CD  =  0,   N'=0,   N"  =  0; 
et,  comme  D~0,  11  vlent  aassl  JV=0.  L'eqaation  (II)  devlent  alors 
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A«,  y,  »)  =  j  (Äx  +  B"y + Ä<*  +  C)* 

-  ^gJL^)  •  [(*"*  -  +  -  AB)  *]*  -  ~+F=0.  (III) 
En  prenant  ponr  plans  des  xy  et  des      les  plans 

^40^  +  (B'B"—AB)z=0, 
l'equation  (in)  prend  la  forme 

■ 

- 

10.  si  B"*— jL4'<0,  cette  eqnation  reprlsente  an  cy- 
Hndre  elliptiqne;  ce  cyllndre  est  reel,  se  rednlt  ä  nne 
droite  on  est  imaginaire,  suivant  qne  la  quanttte*  C*—AF 
est  positive,  nulle  on  negative. 

2°.  Si  nons  avons  J2"2— AA'>  0,  l'eqaation  sera  celle 
d'un  cylindre  hyperboliqne  on  de  denx  plans  qnl  se  con- 
pent,  snivant  qne  C*—AF  est  on  non  diffärent  de  z6ro. 

78.  Quatrieme  cos:  D=0,  B"2-AA'=B*-  A"A = B2—  A'A" = 0, 
A     B'  B' 

~C*  TF*  C7'  non  ^aux  tous  *es  trois'  Danscecas  l'equation(l) 
poarra  s'ecrire 

Af[x,  y,  *)  =  (Ax  +  B"y  +  B'z  +  O2  +  2(AC'—B"Qy 

'  +2(AC"-CB')%-(C*-AF)  =  0.  (IV) 

Sons  cette  forme  on  volt  immediatement  qa'elle  repre'sente 
nn  cyllndre  parabolique. 

79.  Cinquieme  cas:  D=0,  B"*—AA'  =  B*—A"A = B*—A'A" = 0, 
A     B"  B4 

£=7f  =(p  L^qnatlon  (1)  devlent  alors 

Aftx,  y,  %)  =  (Ax  +  B"y+  B%+  C)*  -  {[C*—AF)  —  0,  (V) 
et  repräsente' 

1°.  denx  plans  paralleles,  sl  C9— AF*>0; 

2°.  nn  senl  plan,  si  C2— jiF=0; 

8°.  denx  plans  paralleles  imaginaires,  sl  C*— AF<>0. 

Theil  XXVI.  13 
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De  nx  lerne  Partie.  9 

80,  Premier  cos:  D  =/=  0.  Nous  avons  vü  an  n°.  22,  par  la 
formale  (XIX),  qne  l'equatlon  (1),  dans  ce  cas,  poovait  se  mettre 
sous  la  forme 

f{.rf  y,  %)  =  -[p  [B"(x  +  y)  +  (B  +  B<)  s  +  C  +  C'f 

+  ^(2fe-JV'')Hff==o.  (vi) 

Celie-cl  repre*sente  necessairement  un  nyperboloi'de. 

i°.  Pour  D  nägatlf,  1'hyperboloYde  sera  ä  une  nappe 

ou  a  deux  nappes,  selon  qne  //  on  ^  +^  sera 

posltif  ou  negatlf,  c'est-ä-dlre,  selon  que  NC+N'C'+N'C+FD 
sera  inferieur  ou  superienr  ä  zero. 

2°.  Pour  D  posltif,  l'nyperboloi'de  sera  ä  une  nappe 

NC  4-  N'C  +  N"D" 
on  ä  dem  nappes,  suivant  qne   - — ~-  +F  sera 

ne"gatif  oapositlf,  on  encore  snivantqne  NC+N'C'+N'C'+FD 
sera  moindre  on  plns  grand  qne  z6ro. 

Dans  les  denx  cas  on  aura  le  cdoe,  si  NC+N'C'+N"C"+FD=0. 
Ces  conclnslons  sont  identlqnes  avec  Celles  dn  n°.  25. 

81.  Devxieme  cas:  Z>=0,  /?"=/=  0,  C*  ou  C"=/=0.  L'eqna- 
tlon  (1)  se  change  en 

A*>  V* *)  =  ^l&ix  +y)  +  B'%  +  C+  CT 
[B"(x~y)  -  B'z  +  C'-C]» 

-*(^-C')*-^  +  F=0,  (vn) 

st  oons  admettons  qne  B  soit  celnl  des  trols  colfllclents  B,  &9  B" 
qnl  annnle  2>.  Cette  e'qnation  est  celle  d'nn  pafaboloi'de 
hyperboliqne. 
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82.  Troisieme  cas:  D=0,  /*"=--/=  0,  r  =0,  C"=0,  F  --/-  0. 
L'äqnation  precedente  devlent 

/(*,  y,  %)  =  ^  fÄ-(*  +  y)  -f  &*  |  /:]» 

-~[B''(x-y)-B'%--C]HF=0.  (Vin) 

Elle  represente  nn  cylindre  by perbolique,  dans  le  cas  oü 
F  est  different  de  zero. 

83.  Quatrieme  cas:  D  =  0,  B"=-/^0,  C'  =  0,  C"  =  0,  F=0. 
L'^qnation  (VIII)  se  r^dait  ä 

2B»f{x,  y,  *)  =  TT  =  +      +  ^)        +  C)  =  0 ,  (IX) 

et  exprlme  deox  plans  secants 


Chapttre  Tin. 

Determination  des  sections  planes  des  surfaces. 

84.  Notre  methode  de  transformation  des  eoordonnees  nons  fonr- 
nit  le  procede"  le  plus  expeditif  pour  determiner  d'une  maniere  imme- 
diate,  la  section  falte  par  nn  plan  dans  nne  snrface  quelconqae. 

L'equation  de  cette  section  sera  nnlqnement  exprimee  en  valeor 
des  coefllcients  de  l'equation  de  Ia  sorface,  des  coefllcients  de  Fequa- 
tion  dn  plan  secant 

Ax\By  +  Cs  +  0  =  0  (1) 

et  des  angles  dlnclinaison  mutuelle  des  axes  de  eoordonnees. 

Prenons  le  plan  secant  pour  plan  des  yz  et  conservons  les  an* 
clens  plans  des  %x  et  des  xy,  qni  sont  represeotes  par  les  equations 
y  =  0,  *  =  0.  D'apres  les  formales  (XIV)  da  n°.  61 ,  comparees  aox 
e"qaattons  (4)  dn  meme  numero,  nons  avons 

j  i}  A'=o,  c  =  o,  ir=o, 

i*"=0,   fi"=0,  D"=0; 

ce  qni  donne 

13« 
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B'C"—C'B"z=B,C">  B"C—C"B=—BC",  BC'—CB=*-B'C, 
C'A"-A'C"=0,       C"A-A"C  =AC«f     CA'-AC'  =  0, 
AB" -B'A"=Of       A"B  -  B"A  =  0 ,  AB'—BA'=AB'; 

p=-j,   Q  =  0,   r  =  0,   E  =  AB'C"\ 

et,  d'apres  (XI)  da  n°  61, 

W  =  B'C'\    W  -  C"  Sf  Ä*  +  B*— 2ABC03V , 


W"  =  B'  V  A*  +  C2 — 2A  C  cos  ft. 

Lea  formules  de  transfonnation  (XIV)  da  oo.  61  sont  donc 

D  By'   Cfe' 

x  =  — T+ 


^  V  -d2  fl?2— 2/1  #cos  v     V  ^HC2— 2^Ccosfi' 

 A£    A&  

V  ~~  \rÄ*  +  ß2— 2AB  cosV   *  —  V/12  +  C2— 2/fCcosfi  * 

En  y  annulant  x4,  ce  qul  donne 

_  ABy'  ACz' 

Ax  +  D——Sf  a*+B*-TÄBcqm    V>+C2— 2^Ccosfi' 


(I) 


Ol) 


V  A*+B*— ZABcosv  V^2+C2— 2<4Ccos#i' 

on  obtient  les  formules,  par  lesqaelles  il  faut  remplacer  x,  y,  % 
dans  l'equation  de  la  surface  pour  avoir  l^qaatlon  de  la  sectlon  faite 
par  le  plao. 

85.  Cette  section  se  troave  rapportee  ä  denx  axes  de  coordon- 
n6es,  qul  sont  les  lntersections  du  plan  donne"  (1)  ävec  les  denx  plans 
des  xy  et  des  x*. 

Les  Iquations  de  ces  denx  axes  dans  1'espace  etant 
*  =  0,  Ax  +  By  +  D  =  0,  et  y  =  0,  ilr+Gs+0  =  O, 
Hs  comprenneot  entre  eux  un  angle  determlnä  par  les  formales 

A*  +  BC—Aiß  +  C)  cos  v  


cosö; 


VJ2P+~B* -  2^ ^  cos  v)  {AH  C*-2A  Ccos  jt) 1 


A(B—  C)sinv 

sin  (9  —   .  {  (HI) 

V  M2+  #2— 24#cosv)  (<42-f  Ca— 2^Ccosj^) '  1  v  } 

A(B—C)  slnv 
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Chnpttre  IX. 

Passage  de  formales  calculees  pour  des  axes  rectangu- 
lalres  aux  relations  analogues,  qnl  räpondent  k  des  coor- 

donnees  obliques. 

86.  Formules  ä  tusage  de  la  Geometrie  plane.  Noas  venons 
de  determiner  les  formales  de  transformation,  qoi  serveot  ä  passer 
d'axes  qaelconqoes  ä  d'aatres  axes,  rectangalaires  ou  obliques ,  qal 
sont  representes  par  leurs  equations.  Nous  les  appliquerons  ä  la  reso- 
latioD  d'aoe  qnestion  qai  oe  manqae  pas  d'importance.  Noas  indique- 
rons  commeat  oo  peat  deduire  de  toate  relation,  calculee  pour  des 
axes  rectangalaires,  l'equation  analogue  qui  couvleut  ä  des  coordon- 
n6es  obliques.  La  metbode  repose  sur  des  formules  particulieres  daus 
cbaque  cas,  dont  l'etablissemeot  g£n6ral  constitue  la  Solution  des  pro- 
blemes  suivants. 

87.  Probleme  /.  Etant  donntfe  une  relation  R  entre  cer- 
talns  elemens  d'une  courbe  plane  f{x,y)=0  rapportee  ä 
des  axes  rectangalaires,  determiner  la  relation  R,  qul 
existe  entre  les  mgmes  Klemens  de  la  courbe,  lorsque  cette 
derniere  est  rapportee  ä  des  axes  obliques. 

Nous  sapposerons  qae  les  deux  systemes  de  coordonnees  aient 
meme  origine  et  inöme  axes  des  .r,  et  que  Taxe  des  y  du  second 
Systeme  fasse  a?ec  celui  des  abscisses  un  angle  egal  ä  $. 

Ponr  avoir  les  formales  de  passage  du  second  Systeme  au  pre- 
mier,  11  nous  sufflra  de  determiner  les  e'quations  des  deux  nouveaox  axes. 

L'axe  des  x  est  toujours  represente  par  Tequation  y=0,  tandis- 
que  le  nouvel  axe  des  y  a  pour  eqnation  f/  =  tangÖ.^. 

Nous  pouvons  appliquer  les  formules  (V)  da  n°.  3,  dans  Iesqoel- 
les  11  nous  sufflra  de  faire 

A  =  i,  ß  =  0,  C=0;   A'=cosß,  B'=— sind,  C'=0. 
Elles  donnent  ainsi 

y  =  sin6.y't  +  y'cosB; 

d'ou  nous  tiroos 

y'  =  ttoe'  *'=*-ycote-  (i) 
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Cela  pos6,  solent 

A^.ty)  =  0,   F(*,y)  =  0  ,  (1) 

les  equations  de  la  conrbe  rapportee  ä  nos  deux  systemes  d'axes,  les 
nns  rectangulaires  et  les  antres  obliques;  deslgnons  par 

at  bt  ct  df A,  B,  C,  D, .... 

• 

les  coefflcients  des  tcrmes  correspondants  daos  les  deux  equations  (1). 
Si  noas  rempla^ons,  dans  l'equation  F(x,y)  =  Ot  x  et  y  respective- 
ment  par  x — #cotö,  ycosecö,  noas  passerons  du  Systeme  obliqne 
aux  axes  rectangulaires:  par  consequent  nous  devrons  retomber  sar 
Tequatlon  f(x,y)=0.  Or  les  coefflcients  de  I'£quation  obtenue  seront 
evidemment  exprimes  en  fonction  seule  de  A,  B,  C,  />,....  et  de 
Tangle  0;  de  plos  ces  coefflcients  devront  ötre  identiques  avec  ceux 
de  l'equation  f(xty)  =  Q;  II  sofflra  donc.  d'etablir  ces  identitte,  ponr 
former  immedlatement  les  valeurs,  par  lesqaelles  11  fandra  remplacer 
a,  b,  c,  df ....  dans  la  relation  R,  ponr  avolr  la  relation  R. 

88.   Application  ä  la  ligne  droite.    Supposons  qoe  la  droite 

y'  =  ax'  +  b  (2) 

solt  rapportee  ä  des  coordonnees  obliques  Inclinees  entre  elles  d'un 
angle  0,  et  que 

y  =  mx  \  n  (3) 

solt  l'equation  de  la  merne  droite  rapportee  ä  des  coordonnees  rectan- 
gulalres. Dans  l'equation  (3)  remplacons  x'  et  y'  par  leurs  valeurs  (I) ; 
eile  devient 

y(i  +acosö)  =  asinö.;i+6sinÖ. 
Identiflant  cette  equatlon  avec  (3),  on  en  dedult  les  valeurs 


qul  donnent 


m~  1+ßcosö*    n"  1  +  «cos0; 


Ü+tfCOS0)a 


89.   Application  aux  courbes  du  second  degre.  Solt 

Ay*  +  Bx'iJ  +  Cx*  +  Dy' + Ex'  +  F= 0  (4) 

l'equatlon  d'une  courbe  du  second  ordre  rapportee  ä  des  axes  obli- 
ques, comprenant  entre  eux  un  angle  0;  supposons  que 

a#a-f  bxy  +  cx*  +  dy  +  ex  +  f=0  (5) 
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repräsente  la  coorbe  rapportee  au  Systeme  qn'on  obtlent;  en  rendant 
Taxe  des  y  perpendicolaire  sur  celol  des  x. 

Sl  nons  falsons  dans  l'eqnatlon  (4) 

x'=zx—  ycotö,  y'=#cosecö, 

eile  deviendra 

(6) 

sin*0         y  +     sinö    J^+Cjf  +    sind  Jt^t'-w, 
de  sorte  qn'on  aura,  en  comparant  avec  (5) 


A—  ßcos0+Ccos*0  .     B—Wtose  n 

a=          sln~»0  '  ö=     s¥e     '  C~L' 

D-Ecosd 
d-     sinö  • 


(HD 


ponr  les  valenrs  ä  snbstitner  dans  la  relatlon  R  en  qnestlon,  ponr 
avolr  R. 

Ces  ezpresslons  (HI)  donnent 


^  Z^— 4JFf2(2gF— ^^)cosÖj(£2— 4C^cos2(9. 

o  ^  i.  2CD-BE  ÄJL-  _  2BF- DE+(&~tCF)cose 
2c*-**=-!inir-'   — sliö  "  

J             BD  +  (2CD— BE)cos6 
**e-bd=  ^IHö  ' 


(V) 


ae*+cd*-bde=          slngö  s  (^D 

A— #cos0+C. 

*  +  '  =  sW— ;  (VI,) 

#cos0+Ccos20    (4— C)  -(ß— 2Obos0)cos0  „,_„. 

a_c=:  s¥*0  =  sTPö  ;  (VHI) 

(A+  Ocos*ö— Bcosö+(^  —  C)sin*0. 

<i-c  =  sifl^  »  (H) 
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(«  —  <?)*= 

Lorsqn'on  a 


+  (B-2A  cos  Ö)  (#-2Ccos  0) 
sin*0 


fr,  te-Bt-lAC 


cc  qol  a  Ifen  poor  la  parabole,  od  est  condult  aux  identit& 


sind 

e=zE,  f  =  F, 
qol  fournlssent  les  formales  saivantes 

Ä  +  C=  ^0  ' 

-  ,  _    D2  +  E*- 2DEcos e 

*+€==  -süf^e  • 

DvC  -  EyA 

sinö 


sin0 


dya+eyc= 


sin20 


2cos0V  ^C—2(V;4t— cosflyC)* 
slnÄ0 


(X) 


(XI) 


(XII) 
(XUI) 
(XIV) 

(XV) 

(XVI) 


90.  Formutes  ä  fusage  de  la  Geometrie  ä  trois  dimensions. 
Kons  supposerons  qne  les  deux  systemes  de  coordonnees  aient  meine 
orJgine,  meme  axe  des  x  et  meme  plan  des  xy;  et  nous  represen- 
terons  par  x,  y,  %  les  coordonnees  rectangnlaires,  et  par  x',  y',  *' 
les  coordonnees  obliques. 

Determlnons  les  eqnations  des  axes  rectangnlaires  en  coordonnees 
obliques. 

Les  eqnations  de  Taxe  des  x'  etant 

y'  =  0,  *'  =  0, 
on  a,  dans  les  foriuules  (II)  da  n°.S5, 
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*  =  0,  c  =  0;  (7) 

ce  qol  donne 

u  =  a.  (8) 

L'axe  des  y  etant  perpendlcalalre  ä  l'axe  des.  x,  nons  avons 
cosa/  =  0;  ce  qui,  d'apres  (LIV)  da  n°.  37  donne 

at\V  cos  v\  c'cos^O; 

mals  cet  axe  etant  sitae  dans  le  plan  des  xy,  le  coefflclent  c'  est  nnl; 
par  consequent  il  vient 

(f  +  b'cosv  =  0, 

equation  ä  laquelle  on  satisfalt  en  posant  o'=— cosv,  o'=l;  11  en 
resulte  donc 

u/=sinv.  (0) 

L'axe  des  *'  est  perpendlcalalre  au  plan  s  =  0,  pour  lequel  on  a 
J  =  0,  2?=0.  Introduisant  cette  hypothese  dans  les  relatfons  de 
perpendicularite  d'une  droite  et  d'un  plan,  on  troove  que 

a"  =  cosAcosv— cosft,  b" = cos (i cos v — cos X ,  c"=sin*v; 

ce  qui  donne 

u"=sinvV  1— cos*A-tCosV— cosav+2coSilcosincosv=zfsinv.  (10) 

Mettons  actuellement  ces  valeurs  dans  nos  formales  de  traosfor- 
matlon  (II)  da  n°.  55,  noas  trouvons  que 


.  coslcosv— COStt 
:=*'-y'C0tv  +  ^-t—  £*' 


Jslüv 

JLjl  co^cosv-cosj  ' 
y    slnv+  Jstov 

sinv  , 

Teiles  sont  les  formales  qu'U  faudra  employer  pour  passer  des 
coordonnees  obliques  ä  notre  Systeme  d'axes  rectangulaires. 

Ol.  Probleme  II.  On  donne  une  relatlon  R  entre  cer- 
tains  elemens  d'une  surface  y,  *)=0,  rapportee  ä  des 
axes  rectangulaires;  il  s'agit  d'en  deduire  la  relation 
qui  a  Heu  entre  les  m£mes  elemens  de  la  surface,  lors- 
que  cette  derniere  est  exprimee  en  coordonnees  recti- 
Hgnes. 

Ce  probleme,  ä  l'aide  d-s  formales  (XVII),  seresoat  absolament  de  la 
meme  maniere  que  la  question  da  n°.  87,  qui  est  relative  a  la  Geometrie  plane. 
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* 

02.  Application  ä  la  Hgne  droite.  Representons  la  droite  par 
les  equations 

x     v      »  x'     v'  %' 

suivant  qu'elle  est  rapportee  ä  nos  axes  obliques  ou  ä  nos  coordon- 
nees  rectangnlaires.  La  Substitution  des  valears  (XVII)  dans  les  6qua- 
tion  (10)  et  la  comparalson  aox  equations  (11)  nons  donae  la  suite 
des  egalltes 

x'ds\n  v—y'A  cos  v  4-  (cos  X  cos  v — cos  ^)  z'  __  y'A  -f  (cos  fi  cos  v —  cosX)«' 

a  -  b 

■ 

SlQaVÄ' 


=8lnyg'=  y^slnv 
a+öcosv+ccosjx  dsin2v- <?(coS|*cosv— cosA)'  * 

«  +  ftcosv  +  rcosf* 
«i  =  ^  * 

b+CCOSX —  (ÖCOSV +CCOSft)  f 

ftl=  ~^slH7  (XIX) 


c»=s1dV 


On  en  dödult 


«i*+^i2+<?i2=^2(«2+*2H  ca+2*ccosv+2cacos/t+2Ä*cosv).  (XX) 

03.  Application  au  plan,  Dans  l'equation  du  plan 

Ax  +  By+C*  +  D=r0,  (12) 

suppose  rapporte  ä  nos  axes  obliques,  remplacons  x,  y,  s  par  leurs  , 
valeors  (XVII),  et  comparons  l'equation  resultante  ä  l'equation  du  plan 

rapporte  aux  axes  rectangnlaires.  II  en  resulte  qu'on  a  les  formales 
de  transformation 

A,  =  Af 

B—  A  cos  v 

l"~     s¥v     '  ^(XXI) 
_  6Tsln 2v + A  (cos  A.  cos v— cos p)  + g (cos^cos v—cos X) 
.  JsinV 
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des  coordormäes  dans  te  plan  et  dans  l'espace,  etc. 

A  l'alde  des  egalites  (IV)  et  (V)  da  n°.  19,  noas  tronvons 

iJ2sin2A  +  2#C(cospcosv— cos*)  j 
+  ßasinV  +  2C^(cosvcosA  — cos;*)  ( (XXn) 
+  C2sln2v  +  2/lÄ(cosAcoSft— cosv).  ) 

94.  Application  aux  surfaces  du  second  ordre,  Prenons 
reqnatiou  geoerale 

(13) 

qui  represente  nne  snrface  quelconqae  da  second  ordre,  qae  noas 
sapposerons  rapportee  ä  nos  azes  obliques.  Si  noas  changeons  d'axes, 
en  prenant  nos  plans  de  coordonnees  rectanguiaires,  la  Substitution 

de  nos  formales  (VII)  noas  donne  l'eqaation 

-  •  .  - 

y  cos  v    cos  A  cos  v — cos^y 


slnW 


a(  ycosv  cos  X  COS  V — COStA 
^V*-  sinv  +        Jsinv     •  ) 

.  JJL.  .  cos  ft  cos  v- cos  X  V 
+  ilUnv+        z/sinv       V  + 

— 

—sinv»/  y      cos ^ cos v — cos*  \ 

+  2iS  J  Vsinv+        ^/sinv  V» 

<  »  ■ 

A1>  sinv«/  ycosv  cos  A  cos  v— cos  p  \ 
+  22?  —  V*""TtaT  +  ZänT  V 

/     ycosv    cos  A  cos  v— cos    \/  y  cos^cosv— cosA  \ 
+  *B\*~  änV  +  ZünV      sAslHT  +  ^sln^  *) 

Si  l'eqaation 

^a:2  +  ^!  y2  +  ^  "a2  +  ^y»  +  2ÄX  tor  +  2^"^ 

+  2(7^  +  2^'y  +  2C!'»+F  =  0  (15) 


represente  la  meme  surface  qae  (13),  mais  rapportee  h  nos  axes  rec- 
tangolaires,  la  comparaison  des  äqnations  (14)  et  (15)  noas  donnera 
les  formales 


Digitized  by  Google 


196  Dostor:  M&motrt  nur  une  mmode  nouveUe  ite  tramfbrmaüon 

Ax  =J, 

A  +  A'— HB'cosv 

sin'v  ~A* 

i  A  sin*! +22?  (cosficosv-cosA)] 

At«  =     UA'  slnV+2ff  (cosvcosA-cosJ _  A+A'-**'?™ ; 

(+^"sin2v+2^(cosAcosft-cosv)) 

B—  /?'cosv-f /fr'cosft    2B"  (cos  A  cos  v — cos  (i) 
B*  —  ^  +  ^sin2v 

^  COS  V  (COS  X  COS  V  —  COS  fi)         (COS  fiCOSV  —  cos  X)  \ 

 Äsiä*v  +         ^sln«v         *  $Äm) 

B'siüv  .  B" (cos ft cos v — cos X)    A(eosXco8v— cosfQ 
^'  =  — j—+         Zslö^         +  //slnv 

_      B"—Acosv  * 
sinv  ; 


C— Ccosv 


sinv 


C"  sin  *v  -f  C'  (cos  (x  cos  v— cos  X)  +  C"(cos  A  cos  v— cos 
Qu=z  Asiüv 

De  ces  relattons  on  dedult  les  sulvantes: 


(/?*— ^")sln2v  (g"*— ^OfcosfiCosv-cosA)* 
B^—Ax'Ai  —         ^2         +  ^2sin2v 

2(AB—B  ß  )  (cos  f*  cos  v — cos  X) 
_     AtA„__  B*-A'A" ,  (B">-AA")cos*v ,  (g"*-^)cosV f  (XIV) 
2(^  g—  g'g")  cos  cos  v    2(A'B'— BB^)eos(A 


2Q*"g"— gg)  cos  v 

 5 
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An  ff  <ff  «  AB-BB«  (B'^-AAKcpspcosY-coBk) 
AXBX-BXBX«=  > 

AHR  ff     Ä'B'—BB"  (AB-B'B'Xmv 
1  """  1  ^  =     As\nv     +  Zsinv  


(B"*—  AA')co8(i 


(XV) 


{A'B'—BB")  (cosftcosv— cosJt)  (^-Jg^cos^slnv 
AHtov  +  4*  1 

(AB-B'B")  (cosficosv— cosA)cos  v  (2?'a-^")cosyslBy 
^sinv  +  A* 

(ff "a — AA*)  (cos  (a  cos  v — cos  A)  cos  (t*  a  ] 
A*slnv  9  i 


qni  donnent 

IA  s\nH  +  2ff£(cospcosv  —  cosl) 
+  ^sinV  +  2C^(cosvcosA— cosfi)  l,  (XVI) 
+ A'sin  *v  +  2AB  (cos  *  cos  f* — cos  v) 

Bf-AW  -f  ^  -  AX"AX  -f        -  J,^' 
B*-A'A"+2{AB—BB')cqsX 
~  \  +  B*-A"A+*{A'B-B"B)co8p  \,  (XVII) 
+  &*— AA'+2(A"B"-BB  Ocos  v 


^tf,*  +  +  Ax"Bx"*-AxAx'Ax"—2BxBl'Bl" 

=  ^  [^2** + ABP+A"B"*— AA'A" — fcfiB'i**].  (XVIII) 
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Crunert:  Leder  ein  Theorem  von  Fagnano. 


IX. 

Ueber  ein  Theorem  von  Fagnano. 

•  ■    .  •        ■  ■ 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung  Thl.  XXIV.  Nr.  XXIX.  habe  ich  gezeigt, 
dass  der  Gebrauch  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  vielen  Fällen  grosse  Vortheile  gewährt.  Bekanntlich 
hat  Fagnano*)  gefunden,  dass  sich  immer  elliptische  Bogen 
angeben  lassen,  deren  Differenz  durch  geschlossene  algebraische 
Ausdrücke  dargestellt  werden  kann,  was  deshalb  sehr  merkwür- 
dig ist,  weil  die  Ellipse  sich  nicht  in  geschlossenen  analytischen 
Ausdrücken  rectificiren  lässt.  Dass  auch  bei  dem  Beweise  des 
Theorems  von  Fagnano  der  Gebrauch  der  Anomalien  vortreff- 
liche Dienste  leistet,  will  ich  in  diesem  Aufsatze  zeigen. 

•  -  » 

Die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  bezeichne  ich  wie  gewöhn- 
lich durch  o  und  bt  so  dass  o  die  grossere,  6  die  kleinere  Halb- 
axe  ist  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ellipse 
seien  x,  y,  und  u  sei  die  Anomalie  dieses  Punktes;  dann  ist 
bekanntlich  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  372.): 

xz=acoau,  y=b  ein  u; 

also: 


*)  Mollweide  und  Lacroix  schreiben  „Fagnani",  K Iii  gel 
und  Ca neh y  dagegen  „Fagnano."  Letztere  Schreibart  mnu  ich  für 
die  richtige  hulten,  denn  so  ist  der  Name  auf  detn  Titel  seiner  Pro- 
duzioni  Matheroatiche.  2  vol.  4°.  Pesaro.  1750.  geschrieben, 
wie  ich  aas  dem  Catalug  der  Bibliothek  des  verewigten  Schumacher 
(Berlin.  1855.  S.  41.)  sehe. 
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&r= — asinudu,    dy  —  bcosudu. 

Ist  nun  *  ein  beliebiger,  bei  dem  Punkte  {xy)  sieb  endigender 
Bogen  der  Ellipse,  so  ist 

Bs*  =  Bx*  +  By*, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

a,a  =  (a2  sin  u*  +  62  cos  m2)  Bul. 

Rechnen  wir  nun  den  Bogen  s  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Ellipse  an  nach  der  Seite  oder  Richtung  hin,  nach  welcher  die 
Anomalien  von  0  bis  360°  gezählt  werden,  so  nimmt  s  mit  der 
Anomalie  gleichzeitig  zu  und  ab,  und  es  ist  also 

Bs  =  du  V  a2sinu2  f  62  cos aa.  hut 

Sind  daher  jetzt  «o  und  ut  die  Anomalien  zweier  Punkte  der 
Ellipse,  so  dass  ut  grösser  als  ti0  ist,  und  bezeichnet  ton  den 
Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchlauft,  wenn  man  die  Ano- 
malie u  sich  von  t*o  bis  ut  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

im*  **■  =  f *  8«V«2sin«2-f  6«co.»».  1 1 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Anomalie  «'  mittelst  der  Gleichung  , 

a 

cotw'  =  — ^-tang« 

bestimmt  denken,  und  einen  bei  dem  Punkte  der  Ellipse,  dessen 
Anomalie  u'  ist,  sich  endigenden,  wie  vorher  genommenen  Bogen 
durch  s'  bezeichnen;  dann  ist  wie  vorher: 

Bs'  =  Bu'  Va2sinu'2  +  62costt'2 

Nun  ist  aber 

.   1  1  62  cos  u2  

*mu   =  l+cot«'»-1  +  ^tangtt,  -«2sinM2  +  ^cW' 

o2  -  . 

,.       cot«'«       Js^g"2   „»<,!„„« 


o«.inu'»+  6»cos»'»=  a»ainu»-f  p»cog»»' 
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Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

du'        a  _du_ 
sin«'*  -  A'cosn»' 

also: 

™  —  F  ,Eostt»dtl""  a2sinu«  +  62cosua* 

Folglich  ist 

ot  ~  (o*sintt«+6»cosii»)r 

Wir  wollen  nun  setzen,  dass,  indem  die  Anomalie  tt  sich  von  Mq 
bis  tft  stetig  verändert,  die  Anomalie  u'  sich  von  Uq'  bis  «j'  ste- 
tig verändere,  wo  also  nach  dem  Obigen 

cotao's—  ^-tangw0,  cot«t'  =  — jtangtii 

ist,  und  wollen  den  Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchläuft, 
wenn  man  die  Anomalie  u'  sich  von  Uq'  bis  Ui'  wie  vorher  ste- 
tig verändern  lässt,  durch  *'0,!  bezeichnen;  dann  ist  nach  dem 
Vorhergehenden : 

M  P«>   Bu_  

9  o»i  ~<™  J       („2  sin  u*  +  0a  cos  «*)!  * 


Aus  den  beiden  gefundenen  Ausdrücken  von  ^  und  *'0,i  er- 
hält 


Durch  Differentiation  überzeugt  man  sich  aber  auf  der  Stelle  von 
der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung: 

(a2-  6») sintt cos m      (a2  —  6»)  (6* cos tt4—  o* sin ti4) fl 
öV^sh^q-6»cosii»~      (a*sinu»  +  62cosu«)l  ÖM' 

und  folglich,  weil 

(<^-6«)(6»cosm*  — a»sinu*)  =  o»o«— (a*sinti2+62co8u2)2 

ist: 

(aa_  6a)  sin  ti  cos«  a262Su  aA-— —  — 

8-  V^m^+^COBU^C^^-'^»«^"^^'"^^8"' 
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also,  wenn  man  zwischen  den  Grfinzen  «„  und  w,  integrtrt: 

(a*    6*)  J         sin«!  co8«x   .sin    cos  Up   ) 

£  Va* sin  tfg* +  6*008 tti9  V\i*sinM0a-|-6*cosvo*5 


.2  f  sinMoCostio  Bin ux  cos  1 

(0  ~  ^  \  V  a^sintio»  f6*cos  «„»""  V  a^sin«^  +  6*cosMl«  ] 

=/•  auVa.sin^  +  ö^cos««-«^/"' 

Vergleicht  man  dies  nun  mit  dem  Obigen,  so  erhfilt  man  die  sehr 
merkwürdige  Gleichung: 

,_/0«  sin  Up  cos  «o       _       sintitcos«!  u„lt 

;t  V  a^sinV+A^osMo»     V  aVinul*+6*cos«1»y 

welche  in  dieser  Form  früher  noch  nicht  gegeben  ist,  aber  nach 
meiner  Meinung  den  besten,  bestimmtesten  und  allgemeinsten 
Ausdruck  des  Theorems  von  Fagnano  enthält.  Wie  leicht  man 
auf  dem  vorhergehenden  Wege  mittelst  der  Anomalien  zu  der- 
selben gelangt,  brauche  ich  wohl  nicht  noch  besonders  hervorzuheben. 

■  ■  ,  . 

Setzen  wir 

a-0=aco8«0,  y0=bsinti0;   aj  — neos«, ,  y^Asinvi; 
so  ist 


und 


SinttoCOSW0  =  ^?,     81011,008«!  =  ^ 


o*         6a         n4Voa  +  04#oa 
aH\n  «o«  +  6*  cos  «o*  =  pyo*  +  wa  *o*  =        a*b%     ~ » 

a*™**  +  PCO**«»  jj^-f  ji^s31^-1-; 


1 1  • ». 
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Bezeichnen  wir  die  Normalen  der  Ellipae  in  de»:  Punkten 

(*o3to)  una<  (xiVi)  durch  N0  und  Nt,  so* ist  bekanntlich: 


.  /_qt— *V*pyo  x\yi\ 

Nach  dem  Obigen  ist 

,t  qgsin  Up*  .  fe'cosüQ»   , 

eof**  -a^slu^TF^?'    sln*°  ^aisint^  +  ^cosi/o*' 

also/  weil  bekanntlich 

cot  «o'  =  —  ^  taug  Wo 

*  ■ 

ist,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander; 
f  asintfo  f  ocosuq 

I 

und  ebenso  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander: 

i  .  i.    •        i  4«»  • 

,  ösin«i  .      ,   6  cos  W|  ■ 

cos«,  a*emUi*+btC08ni*'  *mv* 

Setzen  wir  nun 

x0'  =  acoBu0'  9  y0'=68intio';   jrt'sacosu,',  ^'^sinu/; 

so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

,   qSginwo   6acogif0  . 

^^^sin^  +  Ä^cost/^   *°-  +  VVsin,,0»  +  #W^' 

und  eben  so  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  nnteren  Zeichen 
auf  einander: 

'    •  i    L  .-)*.*.-,»•'-•; 

t  n'sint^  ,    P^cost^  

**         V^tM*»*  6»cosV'   * .  ~" T  V aasin +  6«c™Hi*' 

Ist  nun  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

*    Vt.  ggjPtja  f      .  a'sintf! 

*°  ^*V^sW+6*oos^'  .^--^VÄ^^co.^»' 
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so  tot  i  •• 

^'—4-    _g3sint<oco8Mo        j  j  '=  I       °'8ID *'  cos *' 

^Va^int^-f  6aco8«o*'    1  1        V  «»sin  »,H4«coi  V* 

also  nach  dem  Obigen: 

a*  —  b*  , 

*o*i—  *o>i  =  4:  — —  (xoPo — *i '  1')  > 

und  wenn  man 

a«  42 

g»  =   a  "  vif»   f\-M~.  Huciow 


setzt:  /  ^ 

Ist  aber  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

.                    a'aintto  ,  _  ^sin«, 

0     :,:Va»sint<0»  +  6*coBtt0*,  1      T  ^«»sinti^  +  ©»cnst^»' 

so  ist 

a^V  —  |       ^sinMoCogtio  j^'^j-      a'gintr,  costtt  . 

~~  \T  a^inUoH^cosüQ1  1  «»sinM^+^cosif!* 

also  nach  dem  Obigen: 


oder 


*b»j  — «o»i  —  ±e  ■  ^~ 5  


Dass  man  noch  andere  bemerkenswerthe  Ausdrücke  dieser 
Art  wurde  finden  können»  erhellet  leicht 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Ellipse  in  den  durch 
die  Anomalien  Uq  und  w/  bestimmten  Punkten  derselben  sind 
nach  Thl.  XXIV.  S.  375.  bekanntlich:  ■''  ' 

y — 6  *tn  «©'  =s~  -  cot     (jz  —  o  cos  Uq)  * 


■i   »  *  .1-  • .'  . .. 


y  -  6  sin  ^  =  -  -  cot  4  {x  -  a  cos  «/)  ? 
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und  bezeichnen  wir  also  die  Winkel,  unter  denen  diese  Berüh- 
renden gegen  die  Hanptaxe  der  Ellipse  geneigt  sind,  durch  t>0 
und  elt  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

b        ,  b 
tangt>0  =—-cottto  ,   tangt^  =— -cot«/. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

cott<o'  =  —  ^tangtio,  cotiit'sz-^tangMt; 

woraus  sich  die  beroerkenswerthen  Beziehungen 

tangr0  =  tang«o,   tangPj  =  tangtti 

ergeben,  die  ein  Jeder  leicht  selbst  geometrisch  zu  deuten  im 
Staude  sein  wird. 


Ein  Beitrag  zur  Inhaltsberechnung  der  Körper. 

i  ••   •  •  r. 

Von 

Herrn  Doctor  fV,  Ligowski, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  vereinigten  Artillerie-  and  Ingenic 

Schule  su  Berlin. 


■  • 

Wir  werden  in  der  folgenden  Abhandlung  zeigen,  wie  sich 
auf  elementarem  Wege  die  Inhalte  von  sehr  vielen  Körpern  aus 
ihrer  Durchscboittsfläche,  wenn  diese  als  Function  der  Hohe  ge- 
geben ist,  bestimmen  lassen. 

Der  Satz:  „Körper  über  gleichen  Grundflächen,  und  von 
gleicher  Höhe  sind  gleich,  wenn  die  parallelen  Schnitte  in  glei- 
cher Höhe  fiberall  beziehlich  gleich  sind",  dient  unserer  Betrach- 
tung als  Grundlage. 
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Dieser  Satz,  welcher  in  vielen  Werken  als  ein  Grundsatz  an- 
geführt ist,  kann,  wenn  man  die  Regel  für  die  Inhaltsbestimmung 
der  prismatischen  Körper  bewiesen  hat,  mit  Hülfe  eingeschriebe- 
ner und  umschriebener  Prismen  in  aller  Strenge  bewiesen  werden. 
Für  unsern  Zweck  ist  es  nötbig,  diesem  Satze  eine  allgemeinere 
Fassung  zu  geben,  und  zwar  folgende: 

Ist  die  Summe  der  Inhalte  der  Durchschnittsflächen  mehrerer 
Körper  von  gleichen  Hohen,  aber  beliebigen  Grundflächen,  in 
gleichen  Abständen  von  diesen  gleich  der* Durchschnittsfläche  eines 
andern  Korpers  von  derselben  Höhe,  in  denselben  Abständen  von 
der  Grundfläche,  dann  ist  der  Inhalt  dieses  letztern  Körpers  gleich 
der  Summe  der  Inhalte  der  erstem. 

Dieser  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  Summe  der  In- 
halte der  Durchschnittsflächen  eine  algebraische  ist. 

* 

Setzen  wir  den  Satz  von  der  Inhaltsbestimmung  der  Prismen 
als  bekannt  voraus,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  des  eben  genann- 
ten Satzes,  dass  der  Inhalt  eines  Körpers,  dessen  zur  Grund- 
fläche parallelen  Durchschnitte  gleich  a  sind,  bei  einer  Höhe  x 
das  Volumen  a.x  hat  Es  sollen  nun  Körper  mit  veränderlichen 
Durchschnittsflächen  untersucht  werden,  und  zwar  zunächst  der 

■ 

einfachste  Fall,  dass  die  Durchschnittsflache  in  der  Höhe  x  gleich 
b.x  ist. 

Diese  Durchschnittsfläche  b.x  kann  man  sich  als  ein  Recht- 
eck mit  den  Seiten  b  und  .r  vorstellen;  der  Körper  ist,  wie  man 
leicht  fibersieht,  ein  dreiseitiges  Prisma  mit  den  Grundkanten 
x  t  x  und  xVl  und  den  Seitenkanten  b.  Stehen  die  Seitenkan- 
ten (Taf.  II.  Fig.  1.)  senkrecht  zu  ABC,  dann  ist  der  Körper  gleich 
der  Hälfte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums,  bei  welchem 
die  in  einer  Ecke  zus  am  mens  tossenden  Kanten  x,  x  und  6  sind; 
der  Inhalt  des  Körpers  ist  daher: 


Betrachtet  man  BCFE  als  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe 
AB  =  xt  dann  ist  der  Inhalt  dieses  Schnitts  b.x. 

Wir  wollen  nun  den  Inhalt  der  Durchschnittsfläche  eines  Kör- 
pers in  der  Höhe  x  gleich  x*  setzen  und  suchen,  welches  Volu- 
men derselbe  hat. 

■ 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  fibersieht  man 
sofort,  dass  dieser  Körper  eine  Pyramide  ist.  Der  Bequemlich- 
keit wegen  wollen  wir  den  Inhalt  des  halben  Körpers  suchen, 
also  eines  Körpers,  desseu  Durchschnittsfläche  in  der  Höbe  * 
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gleich         ist.    Diese  Durchscbnittafläche  kann  man  steh  als  ein 

gleichschenklig  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  2  vorstellen 

1  ■ 

Es  sei  in  Taf.  II.  Fig.  2.  diese  Pyramide  so  gezeichnet,  dass 
die  Hübe  x  derselben  die  Grundfläche  im  Scheitel  des  rechten 
Winkels  trifft,  die  in  B  zusanimeostossenden  Kanten  stehen  als- 
dann rechtwinklig  zu  einander. 

|    %  *   ^  ■  *  (          «  s  a  m  ■ 

lu  Ta£  IL  Fig.  3.  ist  diese  Pyramide  an  einem  Prisma  ergänzt. 
Legt  man  durch  AD  und  DF  eine  Ebene  ADF,  dann  wird  die 
Ergänzung  ACFED  in  zwei  gleiche  Pyramiden  AEFD  und  ACFD 
zerlegt,  dieselben  haben  gleiche  Grundflächen  und  die  Höbe  is* 
für  beide  dieselbe. 

Jede  dieser  Pyramiden  ist  aber  auch  gleich  der  Pyramide 
ABCD,  weil  sie  mit  derselben  gleiche  Grundfläche  und  gleiche 
Hube  haben.  Man  kann  nämlich  bei  der  Pyramide  ABCD  ABD 
als  Grundfläche  und  BC  als  Höhe,  und  bei  der  Pyramide  AEFD 
AED  =  ABD  als  Grundfläche  und  DF=  BC  als  Höhe  betrach*. 
ten.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Pyramide  ABCD  gletdh  dorrt 
dritten  Tbelle  des  Prismas  Ist,  mit  welchem  sie  gleiche  Grund- 
fläche und  Hohe  hat.   Das  Volumen  von  ABCD  ist  also 


3 


2  * 


Der  Inhalt  des  Körpers  mit  der  Durchschnittsfläche  x*  in  der 
Hübe  x  wird  nuu  doppelt  so  gross,  also  gleich  \x9  sein.  Ein 
Körper,  dessen  Durchschnittsfläche  iu  der  Höhe  x  gleich  cx*  ist, 
wird  dasselbe  Volumen  haben  wie  c  Körper  mit  der  Durch- 
schoittsfläcbe  x*,  d.  h.  der  Durchschnittsfläcbe  ex?  entspricht 
das  Volumen  $cx\  '  „    MUnll  »*• 

Stellen  wir  das  bis  jetzt  Gefundene 

Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  X 

..  I  •  . 

1)  « 

2)  bx 

3)  cx* 


Ii»    •  -  )• 

I  ?tl  4 


Volumen  des  Körperstück«  vou  der 
Höhe  x 


\bx* 


Durch  einfache  Betrachtungen  mit  Hülfe  der  Grenzen  Hesse 
steh  nun  auch  zeigen,  dass  ein  Körper  mit  der  Durchschnitts- 

fläche  px*  das  Volumen  ^jiy  »at,  worauf  wir  aber  nicht  ein- 
gehen, well  wir  den  Weg  der  Construction  nicht 
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rvi  Ein  Körper,  dessen  Durchschnittsflache  in  der  Höhe  x  gleich 
a  +  bx  +  cx*,  ist  nun  gleich  der  Summe  der  Korper  mit  den  Durch- 
schnittsfläche n    a,  bx  und  cx*f  d.  h.    der  Durchschnittsfläche 

bx2  cx* 

a+bx  +  cx*  entspricht  das  Volumen  V=ax  +  -5-  +  -3- 

4Us  Beispiel  möge  der  Inhalt  eines  Kugelabschnitts  von  der 
Hohe  x  berechnet  werden. 

Die  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  x,  also  die  Grundfläche, 
ist  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Geometrie: 

Ä  'htm  (Zrx  —  xtyiv, 

also 

* 

F=(r^-^)«=  ~(3r-ar). 

In  der  Form  a  +  ft^  +  c.T*  sind  nun  die  Durchschnittsflächen  der 
Pyramiden,  Obelisken,  der  Kegel  und  der  durch  Rotation  der 
Kegelschnitte  um  ihre  Axe  entstandenen  Körper,  so  wie  auch 
viele  durch  windschiefe  Flächen  begrenzte  Körper  enthalten;  die 
Volumina  derselben  lassen  sich  daher  alle  nach  der  Formel 

bx*^  cx* 
V=ax  +  TT  +  -Ö- 

jnb«'ÄO»umi<<  oth  a<iil)  <i  *  0 

berechnen. 

Das  Volumen  der  in  /"(*)  =  a  +  &r+c*a  enthaltenen  Körper 
lässt  sich  auch  auf  eine  höchst  einfache  Weise  durch  die  beiden 
Endflächen,  die  Mittelfläche  und  Höhe  x  ausdrücken. 

Es  stelle  Taf.  II.  Fig.  4.  einen  solchen  Körper  dar.  Zählen 
wir  die  x  von  E  an,  dann  ist 

£  =  a, 


4M=ia  +  2bx  +  cx*, 
G  =  a  -\-bx  +  cx*, 

<?+4£f+£  =  6a+36#-|-2ca:a, 
und  durch  Multiplication  mit   g  entsteht: 

|<G  +  4Af  +  E)  =  a*  +  ^  +  ^gr; 


und 


also 
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dieses  ist  aber  F,  mithin  ist  für  alle  in  der  Form  a+bx  +  cx* 
enthaltene  Körper  auch 

F  =  f(€?  +  4jr.+  ^)f 
welches  die  bekannte  Rege!  von  Simpson  ist. 

• 

Als  Beispiel  hierzu  soll  der  Inhalt  einer  abgekürzten  Pyra- 
mide mit  den  Endflächen  G  und  E,  so  wie  der  Hohe  berech- 
net werden.  Welche  Form  die  Endflächen  auch  haben  mögen, 
immer  ist  die  abgekürzte  Pyramide  gleich  einer  von  derselben 
Hohe  mit  quadratischen  Endflächen  von  den  Inhalten  G  und  E. 
Die  Seiten  der  Endflächen  sind  dann  VG  und  VE,  daher  die 

Seite  der  Mittelfläche  VG  +  VE  >  und  mitbin 

F=g-[€r+4l  2  )  +!*»J 

=  £[G  +  (VG  +  V£)*  +  £] 

=£(g+\Tge+e). 

Der  Geheime  Rath  Hrix  bat  gezeigt,  dass  die  Simpson' sehe 
Regel  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Durcbschnittsfläche  in  der 
Höbe  x  in  der  Form  a  -f  bx  +  ex2  -f  (Ix9  eothalten  ist. 

Wir  suchen  nun  den  Inhalt  des  Körpers,  dessen  Durchschnitts- 
fläche in  der  Höhe  x  durch 

i 

f(x)  =  a  Vr^^x* 

gegeben  ist 

Man  übersieht  sehr  leicht,  dass  der  Körper  (Taf.  II.  Fig.  5.) 
als  ein  Stück  eines  geraden  Kreiscylinders  von  der  Höhe  a  und 
dem  Radius  r  der  Grundfläche  betrachtet  werden  kann. 

Nimmt  man  AEFB  als  Grundfläche  an,  dann  ist  DHGC  die 
Durcbschnittsfläche  in  der  Höhe  xt  der  Inhalt  derselben  ist  aber  gleich 

HD.DC=a\Tr*^x*. 
Der  Inhalt  des  Körpers  AßCDEFGÜ  ist  aber 

V—a.ABCD. 

Da  nun  Fläche  ABCD  =  i(.rV7*^  +  r*  aresin*)  ist,  so  er- 
hält  man: 
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V=  |  (x  Vr»  —  x»  +  r*arcsin  *) 

als  IühaJt  des  Körpers,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Hohe  x 
gleich  aVP»^*  ist. 

Ergänzt  man  Taf.  II.  Fig.  5.  zu  einem  Viertelcylinder,  dann 
hat  diese  Ergänzung,  wenn  die  Hohe  x  nicht  von  D,  sondern 
von  der  Peripherie  an  gezählt  wird,  zur  Durchschnittst! äche  den 
Ausdruck 

*  ■    »  • 

Für  das  Volumen  dieses  Körpers  hat  man  sofort  den  Ausdruck: 

_    a    _       ,  V" 2r\r  —  a:a  /•  — — 

F=2  (r^arcsin  (r—x)\  'irx — x2). 

Es  lassen  sich  nun  die  Inhalte  der  Körper,  deren  Durch- 
schnittsflächen in  der  Form 

a  +  bx  +  cx*  +  d  V  r* — +  g  V  2o:r  -  «■ 

enthalten  sind,  sofort  angeben. 

■ 

Als  Beispiel  hierzu  werden  wir  die  Inhalte  der  Korper  be- 
rechnen, welche  entstehen  ,  wenn  sich  die  Fig.  6.  u.  7.,  Taf.  II., 
um  AB  als  Axe  drehen. 

Die  Durchschnittsflächen  in  der  Entfernung  x  von  D  sind 

mithin  nach  den  oben  gegebenen  Formeln: 

F=  [(aHr8)ar  -  ^-  ±  a(x  Vr>-^  +  r*arcsin*)]  *. 

Diese  Formeln  finden  besonders  Anwendung  bei  der  Inhaltsbe- 
rechnung der  Geschützrohre. 

Man  kann  dieselben  Formeln  mit  Vortheil  bei  vielen  Gewöl- 
ben anwenden,  ebenso  bei  der  Berechnung  von  hufTörmigen  Ab* 
schnitten  von  Cylindern.  Geht  bei  solchen  Abschnitten  die  Schnitt- 
ebene durch  den  Mittelpunkt  der  Grundfläche,  dann  reicht  sur 
Berechnung  des  Inhalts  die  Simpson'sche  Regel  schon  aus. 

Zum  Schlüsse  sollen  noch  die  Volumina  der  Korper  berech- 
net werden ,  deren  Durchschnittsflächen  in  der  Höhe  x  durch 

x  W*~  x*  und  x\f2rx-x* 
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gegeben  sind.    Aach  diese  Korper  können  als  Abschnitte  von 
geraden  Kreiscylindern  betrachtet  werden. 

Um  den  Inhalt  des  erstem  Körpers  zu  erhalten,  censtrairen 
wir  die  Fig.  8.,  Taf.II.,  analog  der  Fig. 5.,  Taf.IL,  tragen  in  der- 
selben  auf  BF  und  CG  von  B  und  C  aus  AB=x  ab,  legen 
durch  AD  und  KJ  eine  Ebene,  dann  ist  der  Korper  AZU  KD  « 
ein  solcher,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Hohe  x  gleich 

iVr1-^  ist.  Denn  zählen  wir  die  *  von  AD,  dann  ist  die 
Durchscbnittsfläche  in  der  Entfernung  AB=x  von  der  Ebene 

ADHE  das  Rechteck  BCRJ  gleich  BJ.BC=zx  Vr*=x*. 

Um  den  Inhalt  dieses  Korpers  zu  erhalten,  zerlegen  wir  den- 
selben durch  die  Ebene  KCl*  |]  ABJ  in  das  dreiseitige  Prisma 
AB J KCL  und  ra  das  Cylinderstuck  LCKDL.  Wird  nun  der 
Kürze  wegen  BC  mit  y  bezeichnet,  dann  ist  der  Inhalt  des  oben 
genannten  dreiseitigen  Prismas  \x*y.  Zur  Inhaltsbestimmung  des 
Cylinderstucks  legen  wir  in  der  Entfernung  t  von  LCR  einen 
Schnitt  MNO  durch  denselben;  dieser  ist,  wie  man  leicht  über- 
sieht, ein  gleichschenkliges  Dreieck,  sein  Inhalt  daher  gleich 

oder,  da  r*—y*  =  x*  ist,  der  Inhalt  des  Schnitts  in  der  Ent- 
fernung z  von  LCK: 

mithin  das  Volumen  des  Korpers  von  der  Hohe  x: 

Für  z=r  —  y  erhält  man  hieraus  das  Volumen  des  Cylinderstficks 
LCKDt: 

V=l[x*(r-y)-yir-y)*^l(r-y)*l 

Daher  der  Inhalt  des  ganzen  Korpers: 

r  =  &y  +  i[^(r  -  y)-y(*-y)*-  *<!— Jf)»J . 

welches  nach  einigen  Reductioneo: 

:  F=J(r8-y»>  oder 

=  J(rs-(r* -**)!) 

giebt. 

Zur  Inhaltsberechnung  des  Korpers  mit  der  Durchschnitts- 
fläche x  V2rar— x*  construireo  wir  wiederum  ein  Viertel  eines 
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Kreiscylindez«  (Taf.  U.  Fig.  9.)*  Der  Radio«*  des  Quadranten  ABD 

sei  gleich  r  und  BF  werde  mit  x  bezeichnet.  Legt  man  dujd 
durch  F  senkrecht  auf  AB  eiuen  Schnitt  durch  den  Körper  und 
trffgt  atrf  FL  und  CM  von 'F  und  C  vlvlb  FG—CH=x  ab,  dann 
Ist  der  durch  die  Ebenen  FCHG  und  HGB  vom  Cylmder  abge- 
schnittene Körper  ein  solcher,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der 

Entfernung  x  von  B  gleich  x  V  2ra:— x%  ist. 

Um  den  Inhalt  des  Körpers  berechnen  zu  können,  Selzen  wir 
AF=z,  dann  ist  CF==^r*=7a  und  die  DurchschuiUsöäcbe 

*V2rar-ar*  ist  dann  gleich  (r~x)  Vr»-Ja;  dieses  ist  aber  auch 
die  Durchsehnittsflfiche  des  Kurperstucks  AFCDGUKJ  in  der 
Entfernung  t  reo  Da  (M)VrM=:r^-^M 

so  ist  das  Volumen  des  genannten  Körpers  nach  dem  Früheren: 


r^J(»Vi«^+r«Är€sin^i[r»--(r»-zW  . 

Oer  Körper  CFGHB  ist  der  Unterschied  der  beiden  Körper 
ADKJB  und  ADKJFCHG,  der  letztere  bat  das  Volumen  F,  der 
andere  hat  zum  Inhalt 

2f2  ff, 

welcher  entsteht,  wenn  in  V  statt  *  r  gesetzt  wird;  demnach  ist 
nun  der  Inhalt  voo 

CFGHB  =  £r*|  -  Jr»-|(z  V^=^+r«arcsin?)+J[r«-.(r«-i«)i] 

■■■■■   n  ■'        i  z  ''•        w-  ■     :■:  '     .  - .  \' 

Da  nun  g- — aresin -=arccos-  ist,    so  wird  hieraus  der  Inhalt 

von  Ct  CHB  gleich 

-a  t 

=  2  arecos^  —  »(2r»+3rx—  2z«)  Vr»-za, 


oder,  wenn  wir  für  2  seinen  Werth  r  — x  einfuhren: 

1^  F*^äS>-    . »  .  »  /  >t  ^»         •  1 

•  .[!«. 


V=  ^  arecos^ -  >(&»+r«-2««)  V2r*-i», 
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als  Volumen  des  Körpers,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe 
x  gleich  x  V2r*— x*  Ist. 

- 

Nach  dem  bisher  Vorgetragenen  sind  wir  nun  im  Stande,  die 
Inhalte  von  Korpern  zu  berechnen,  deren  Durchschnittsflächen 
Glieder  von  den-  folgenden  Formen  enthalten: 

a,  bx,  cx*t  a  V  ra— x2,  b  V2ox  —  x*,  iVr1-^,  x  V  2oar— x*. 

Es  lassen  sich  leicht  noch  andere  Formen  finden,  iför  welche 
die  Kubirung  der  Korper  gelingt.  Benutzt  man  die  vom  Heraus- 
geber des  Archivs  auf  elementarem  Wege  gegebene  Ferroel  für 
die  Fläche  der  Hyperbel,  dann  kann  man  auch  die  Körper  kubi- 

ren,  deren  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  x  gleich  aV px+qx* 
ist   Durch  Benutzung  der  Parabel  erhält  man  auch  den  Inhalt 

der  Körper  mit  der  Durchschnittsfläche  aV  b  +  cx.  Mit  vielem 
Vortheil  kann  man  sich  der  mitgeteilten  Metbode  bei  den  in  der 
Mechanik  vorkommenden  Summirungen  bedienen. 


Zusätze  zu  §.  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur  Summirung 
der  Reihen  im  26.  Bande  l.Heft  S.21  a.ff.  des  Archivs. 


Von 


'  Herrn  Hofrath  Oettinger 
an  der  Universität  so  Freiburg  i.  B. 


Die  in  j.  7.  und  {.9.  behandelten  Potenzen-  und  Fakultätenreihen 
bieten  so  manches  Eigentümliche,  dass  es  sich  wohl  der  Mühe 
lohnen  dürfte,  noch  etwas  über  dieselben  beizufügen. 
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Ich  hatte  die  Absicht,  das,  was  noch  beizufügen  ist,  am  ge- 
hörigen Orte  in  4fn  Text  mit  den  nöthigen  Umänderungen  auf- 
zunehmen. Die  Abhandlung  war  aber  schon  gedruckt  Meine 
Bitte  um  Rucksendung  des  Manuscripts  kam  zu  spät  und  konnte 
daher  nicht  mehr  berücksichtigt  werden.  Ich  trage  nun,  was 
beizufügen  ist,  hier  nach. 

Ausser  der  benutzten  Methode  lassen  sich  noch  andere  auf 
die  dort  behandelten  Reihen  anwenden,  wodurch  einerseits  die 
gleicheu,  andererseits  abweichende  Resultate  erzielt  werden.  Es 
dürfte  daher  sachgemäss  sein ,  hierauf  aufmerksam  zu  machen  und 
die  verschiedenen  Betrachtungsweisen  mit  den  daraus  fliessenden 
Resultaten  vorzulegen. 

. ,  *  • 

Gebt  man  von  den  Gleichungen  des  §.75.  meiner  Lehre  von 
den  aufsteigenden  Functionen  aus,  so  bat  man: 

- 

1)        art»— (x  + Jx)p  +  (x  + 2 ....(— )n(x+nJx)P 
=  (-)n^(*  +  (n  +  \)dx)f  +^p, 


2)  xv  —  (x+/lx)P 

+  (x +2  Ax)* ....  (— )» (x  +  nAx)f  (— £-*  (x + (n+1)  /ix)f= 

i 

■ 

worin  folgende  Werthbestimmungen  gelten: 

<  .  ,   -  -  • 

3)  /    S-*(x+{n  +  \)4x)v=\{x+(n+\)Jx)f 

-  \p(x  +  (n  +  \)Ax)v-*Jx  +  Up)8  (*  +  (»  +  l)^ar)P-»(^)»- 

t-1*>=l**-lp*P-l4*  +  l(p)9x*-*(4*)*--{(p)tx'-*(Ax)*+  

Nimmt  man  nun  den  Satz  zu  Hülfe,  dass  bei  unendlich  wach- 
sendem n  die  niedern  Potenzen,  welche  n  führen,  den  hohem 
gegenüber  vernachlässigt  werden  können,  und  der  oft  angewen- 
det wird,  so"  fallen  die  niedern  Potenzen  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung von 

gegenüber  der  höchsten  weg  und  man  erhält  sofort  ans  2)  und  3) 
für  ein  unendlich  wachsendes  n: 

4)  Lim  [«(—)•  (* + nJx)P  (— )n+1  4<*)*]  = 

und  hieraus  sofort:  ,  \  . 
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5)  Ltai[S(-)^»+2»i^)i»  — i(*4(2fi+l)/far)f»]==f-»a?P, 
Lim[6X-)^-H^+(2»--l)^+i(*+2«^if;p]=J-lari». 

« 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §.  7.  gegebenen  übereio. 

Eben  so  erhält  man  für  die  in  §.  9.  angegebenen  Fakultäten- 
Reihen: 

6)  xv\**  -  (*  +  Jx)p\**  +  (x+UxW* . . . . 

, s .  )«(*+n^,ac)P(--)»+1^-1(*+(»+I)^)pl^  ss  ^JH^*, 

worin  nach  §.33.  meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Func- 
tionen gilt: 

t-|(«  +  (»+l)^)P  =  i(^  +  (»  +  l)^)P^     U-llHI  U  •  .' 

— ip(*-f  (n +2)^r)P-ll^* .  4*4^ ^^r)*-91  ^(^)* — .... 
und 

f-ijtfM*  =  \xvV*  —  ip  (x  +  z*r)P-i|^* .  /tx 
+         (ar + <tex)f-*V* .  (^a:)*  —  Aj»8!"1  \x  +  ZAx)v-***{Ax)* 

/ 

m 

Nimmt  man  auch  hier  den  angezogenen  Satz  zu  Hülfe  und 
wendet  ihn  auf  Fakultäten  an,  so  ergibt  sich  aus  6)  für  ein  un- 
endlich wachsendes  n: 

7)  Um[S(-)**(a:+2nJx)P\J*-l,(x f  (2n+l)^r)Pl^]=£-i*Pl<'*, 
V\m\${-)^-\x\$n—\)Ax^ 

Diess  stimmt  mit  den  in  J.  9.  gegebenen  Resultaten  überein. 

Ganz  anders  gestattet  sich  die  Sache,  wenn  man  fotgetide 
Methode  wählt.  Die  Gleichung  13)  §.  7.  kann  unter  der  nach- 
stehende* Tom  dargestellt  wer  «■  ' 

'  =  J[(*  +  2n^r)P  -  (*  +  (2n  - 1)  Ax)v\  V. C ']  "  i 

r 

+ 1  [(* + W*)*-1  -  (x  +  (2ii    1)  Ax)P-*\  Ax 


16 


+  i*P  -  £  *p->z/*  +  i(p)i*l'-Vx)•-Kp)6a^^ri),*.'.:,.' 


Digitized  by  Google 


I 

%ur  Summirung  der  Reihen  im  26.  Bde.  U  Heft  S.  21 «.  ff.  d.  ,lrchit*.  2 1 5 
Nun  ist 

Hiernach  geht  8)  über  in: 
»)   *f— (*+^r)J»-K*+2^*)J»....—  (ar+(2n— lldxp+fo+^Jx)* 

-  Mph  Vx)z  4{*  +  (2«  - 1)  ^*)r-»  + . . . . 
+  4a*  —  IpxP-Vx  + 1  (p)axr-*(Jx)m, 

worin  für  die  Glieder  des  Snmroenausdruckes  folgende  Gleichung  gilt: 

Ii!  •  t 

10)  ^(a:+(2»-l)^)p-:*=(p— k)  (* +(2n— l)Jxy*-*-i4x 

+'(p-k)2(x+<2n-l)Jxyp-'-*(Jx)* 
+  {p—k)l(x+Q2n—l)Jx)*-i*'9(Jx)*... 
=  (p-k)(x  +  InAxp-^Ax 
— (p— k)*  (x  +  2»^ar)P-*-»( ja:)» 
;       +(^-Ä),(ar  +  2^)^-»(^)»T:.7 

Eben  so  erhält  man: 

11)  arP^*+^r)P+(a:+2^i:)P....(*+2n^ 

=  -        +  2n  ^ar)P — .  J(x  +  2nz/a:)P-1 
■  4-A(p)t(^*)»^(j:  +  W*)P-»-.... 

+  ia*  -  ^arP-^x  +  i(^)s«P- V^)8  ~  •  • 
Auch  hier  gilt  die  Darstellung  10),  wenn  man  2n+l  statt  2n  setzt 

Aus  10)  ergibt  sich,  dass  der  Summenausdruck  in  9)  und  11) 
in  mehrere  Reihen  übergeht,  die  nach  den  fallenden  Potenzen 
von  (ar  +  iW*)  oder  yon  (*-f  (2»±l)zte)  geordnet  sind.  Bei 
wachsendem  n  wächst  nun  auch  nach  10)  der  Werth  de*  hieräu« 
fliessenden  Ausdrücke,  und  weder  die  einaelnen  Ausdrücke,  noch 
auch  ihre  Gesammtheit  geht  in  0  über.  Es  entstehen  da^er  nach 
dieser  Methode  keine  Greoawerthe,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  niedere  Potenzen,  ata  auf 
der  linken  führen.  ' 

In  einem  Felle  jedoch y  wem  p=>l  iflt/ftbren  die  genanntsW 
Reihen  auf  eines  Grenzwertb,  wenn  man  diesen  Namen  gebrau- 
chen wUl,  und  man  erhält  ans  9)  und  il>  f«r  ein  «nendKct  **ftp 

senden  «:.<-<>;.•' i  •    ••  -'m  •  -u  •  t  »    w.'ff  <\-^\\ 
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!2)  UmfSC— P*~Hß  +  (2w-l)^*)r  +  \(x  f  ftul*)>]srl*, 
Lim  [S(-)»"(:r +2iu*r)r — i(*+(2n+J)  ^fo:)P]=l(x-  /*r). 

Aehnliches  gilt  von  den  Fakultäten-Reihen.  Ans  3)  §.9.  erhält 
man,  wenn  die  negativen  Aufstufungen  der  Fakultäten  nach  §.83. 
meiner  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  entwickelt 
und  die  hieraus  folgenden  Reihen  vereinigt  und  durch  Unterschiede 
dargestellt  werden: 

13)  x9\J*-(x  +  Jx)T\J*  +  (x  +  2Jx)r\J*.... 
....(— )"(a?+n^)Pl^(— )"+1i(a:  +  (»  +  1)Jx)p\j* 

■ 

Werden  die  angezeigten  Unterschiede  eingeführt,  so  entsteht: 

14)  as»!'»—  (*  +  <*r)P!^*  +  (*  + 

. . . .  (— )-  (*  +  nJx)P\J*  (— )*+1  i(.r  +  (» -f  1)  z/*)J»M* 

=(-)B+1[Ip(*+(n+2)^)i^1l^«-^-(ar+(»+3)^)P-»M* 

+        (*+    +  4)  4x)*-*\Jx(4x)*—  .... 

:       •        ,         "  -  /    •  ■ 

Aus  14)  zeigt  sich,  dass  bei  wachsendem  n  kein  Grenz wertb  ent- 
steht, und  was  vorhin  Gber  die  in  §.  7.  benutzte  Methode  gesagt 
wurde,  findet  auch  hier  Anwendung. 

Es  liegen  nun  verschiedene  Betrachtungsweisen  vor,  wovon 
die  eine  auf  das  Glied  \(x  +  2n4r)P  und  +  (2h  +  l)«4z>  Rück* 
sieht  nimmt,  die  andere  nicht.  Auch  bei  Aufnahme  dieses  Glie- 
des fliessen  für  eine  und  dieselbe  Sache  bei  verschiedener  Be- 
ll an  dl  ungs  weise  verschiedene  Resultate.  Jeder  Behandlungsweise 
stehen  Gründe  zur  Seite.  Welche  Resultate  werden  nun  als  die 
richtige*  zu  bezeichnen  sein?  Höh  man  die  Annahme  des  altmft- 
ligen  Wachsens  fiir  n  und  die  möglichst  einfache  Darstellung  der 


Digitized  by  Google 


Hoppe:   Kriterium  der  Cotitergenz  und  Dtrergenz  der  Reihen.%\7 

Suminenausdrucke,  wie  sie  in  No.  8)u.ff.  gegeben  werde,  fest, 
dann  scheint  die  zuletzt  entwickelte  Methode  den  Vorzug  vor  den 
übrigen  zu  verdienen,  und  es  müssen  sofort  die  aus  den  andern 
Metboden  hervorgehenden  Resultate  als  unzulässig  bezeichnet 
werden. 


XII. 

Kriterium  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen. 

Von 

Herrn  R,  Hoppe, 

tfcjratdoceaten  an  der  Universität  zu  Berlin. 


Unter  den  convergenten  Reihen  lassen  sich  zwei  Classen 
unterscheiden:  solche,  deren  Convergenz  bei  beliebiger  Aende- 
rung  der  Vorzeichen  der  Glieder  fortbesteht,  und  solche,  die  nur 
für  gewisse  Bestimmung  der  Vorzeichen  convergiren.  Die  Bedin- 
gung der  Convergenz  für  die  letztere  Gasse  ist  einfach,  wenn  die 
Vorzeichen  beständig  abwechseln:  es  reicht  bekanntlich  hin,  wenn 
die  absoluten  Werthe  der  Glieder  von  irgend  einem  Gliede  an 
beständig  abnehmen  und  sich  der  Grenze  0  nahern.  (Jeher  die- 
sen besonderen  Fall  hinaus  lässt  sich  hier  nicht  wohl  ein  allge- 
meines Gesetz  aufstellen.  In  Betreff  der  erstem  Classe  hingegen 
scheint  mir  das  gewöhnliche  Verfahren  bei  Beurtheilung  der  Con- 
vergenz in  mancher  Hinsicht  einer  Verbesserung  fähig  zu  sein. 
Wenn  gleich  die  Division  zweier  auf  einander  folgender  Glieder, 
auf  der  jenes  Verfahren  beruht,  für  viele  Reihen  die  Untersuchung 
vereinfacht,  so  bringt  dieser  Umweg  doch  zugleich  einige  Mängel 
mit  sich.  Erstens  bleibt  dabei  zwischen  entschieden  eonvergirenden 
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and  entschieden  divergirenden  Reihen  eine  Lücke,  die  eich  nur 
durch  neue  Kunstgriffe,  und  zwar  wieder  bloss  bis  zu  einer  neuen 
Grenze  ausfüllen  Igest.  Zweitens  lasst  diese  Verfahren  eine  wich- 
tige Eigenschaft  der  Reihen  erster  Glesse  ganz  unbenutzt,  die 
nämlich,  dass  sie  sich  nach  dem  Grade  ihrer  Convergenz  verglei- 
chen lassen,  so  dass  durch  die  Prüfung  ihrer  Convergenz  zugleich 
deutlich  wird,  welche  Veränderungen  das  allgemeine  Glied  erfah- 
ren kann,  ohne  dass  die  Convergenz  aufhört. 

Dass  eine  solche  vergleichende  Beurtheilung  der  Convergenz, 
und  zwar  bloss  nach  dem  Verhalten  der  allgemeinen  Glieder  bei 
unendlich  grossem  Stellenzeiger,  möglich  ist,  ist  ohne  Zweifel 
bekannt;  hier  soll  gezeigt  werden,  dass  zur  Feststellung  der  Ge- 
setze sowohl,  wie  zu  ihrer  Anwendung  die  Elemente  der  Diffe- 
renzialrechnung  vollkommen  ausreichen,  und  dass  in  Bezug  auf 
die  Leichtigkeit  der  Behandlung  die  vorgeschlagene  Methode  der 
gewöhnlichen  in  keiner  Weise  nachsteht.  Da  hier  nur  von  Reihen 
der  ersten  Classe  die  Rede  sein  wird,  deren  Merkmal  darin  be- 
steht, dass  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  selbst  convergente 
Reihen  bilden,  so  können  wir  die  Glieder  überhaupt  durchgängig 
positiv  annehmen.  Ferner  können  wir  uns  auf  solche  Reihen  be- 
schränken, deren  Glieder  fortwährend  abnehmen.  Denn,  entfernt 
man  vor  jedem  Gliede  einer  beliebigen  Reihe  alle  vorausgehen- 
den kleinern  Glieder,  so  erhält  man  eine  durchgängig  abnehmende 
Reihe,  die  aus  leicht  zu  übersehenden  Gründen  mit  der  ursprüng- 
lichen zu  gleicher  Zeit  convergirt  oder  divergirt;  ausgenommen 
wenn  die  Anzahl  der  zwischen  je  zwei  Gliedern  ausgestossenen 
Glieder  mit  der  Stellenzahl  ins  Unendliche  wächst,  in  welchem 
letztern  Falle  die  Reihe  die  Form  einer  unendlichen  Doppelreihe 
annimmt  und  als  solche  zu  behandeln  ist. 

Sind  nun  uk  und  vk  die  durchgängig  positiven  Und  bei  wach- 
sendem k  beständig  abnehmenden  allgemeinen  Glieder  zweier 

Vk 

Reihen,  so  braucht  man  in  Betreff  ihres  Quotienten  —  nur  die 

drei  Fälle  in  Betrachtung  zu  ziehen:  1)  wo  derselbe  fiHr  A  =  oo 
verschwindet;  2)  wo  er  einen  von  0  verschiedenen  Grenzwerth 
hat;  3)  wo  er  mit  k  ins  Unendliche  wachst  Ist  er  eine  schwan- 
kende Function  von  k,  so  lässt  sich  eine  der  Reihen  füglich  als 
Doppelreihe  betrachten ;  denn  wenn  er  zwei  verschiedene  constante 
Werthe  unendlich  oft  überschreiten  seil,  so  mass  die  Anzahl  der 
jedesmal  dazwischen  liegenden  Glieder  mit  Ain's  Unendliche  wachsen. 

Angenommen  nun,  dass  die  Reihe  der  «jt  convergirt,  so  wird 
in  den  beiden  ersten  Fällen  auch  die  Reihe  der  v*  convergiren, 
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da  ibre  Summe  bei  wachsendem  k  stets  kleiner  bleibt,  als  die 
Summe  der  «*,  multiplicirt  mit  dem  grüssten  Werthe  von  —  • 

Im  ersten  Falle  kann  man  überdiess  sagen,  die  Reibe  der  vk  con- 
vergire  stärker  als  die  der  ti*,  im  zweiten,  sie  convergire  mit  ihr 
gleich  stark'.  Im  dritten  Falle  wird  demgemäss  die  Reihe  der  r* 
entweder  schwächer  converglren  oder  divergiren.  Das  Umge- 
kehrte findet  in  Bezug  auf  Divergenz  statt,  falls  die  Reihe  der 
ttk  divergirt;  im  ersten  Fade  wird  die  der  t>k  schwächer  divergi- 
ren  oder  convergiren,  im  zweiten  gleich  stark,  im  dritten  stärker 
divergiren. 

Demzufolge  wurde  eine  Reibe  wie  die  der  «*  zur  Prüfung 
aller  Übrigen  dienen  können,  wenn  sie  unter  allen  convergenten 
Reihen  ara  schwächsten  convergirte  oder  unter  allen  divergenten 
am  schwächsten  divergirte.  Diese  Bedingung  lässt  sie  zwar,  weil 
keine  Reihe  die  verlangte  Eigenschaft  absolut  besitzt,  nur  suc- 
cessive  erfüllen.  Allein  man  kann  die  Form  des  allgemeinen  Glie- 
des angeben,  innerhalb  deren  man  den  Grad  der  Convergeoz  so* 
wohl,  als  der  Divergenz  beliebig  erniedrigen  kann. 

Zu  diesem  Ende  sei 

C(yx=xf    Clx=logx,   C^rsslogloga:,  etc.; 

im  Allgemeinen 

CffdogCn-l*. 

Setzt  man  überdiess  der  Kürze  wegen 

wo  a  eine  beliebige  Grösse  >0  bezeichnet,  so  erhält  man  durch 
Differentiation : 

(p'*=C^xClx ....  CnxiCa)«' 

Nimmt  man  x  gross  genug,  dass  nach  nmaliger  Logaritbmirun g 
noch  eine  positive  Grosse  erscheint,  so  ist  o*r  eine  bei  wachsen- 
dem x  beständig  abnehmende  und  fär  a?=»  verschwindende 
Wmcüoß,  folgjieb 

(-1)^(1) 

das  allgemeine  Glied  einer  convergenten  Reihe.  Betrachtet  man 
$a  Summe  aweiej  a*f  einander  folgender  Glieder: 

15' 
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-q>{k—\)  +  <pfe, 
welche  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze 

=  4*#<*-f> 

ist,  indem  &  eine  Grösse  zwischen  0  und  1  bezeichnet,  als  allge- 
meines Glied  derselben  Reihe,  so  besteht  diese,  von  einem  hin- 
reichend grossen  Werthe  von  k  an  gerechnet,  aus  positiven  Glie- 
dern und  convergirt  fär  irgend  einen  Werth  von  &  zwischen  0  und 
1.   Da  aber 

<p'h  =  <p'(Ä-  f ) 

ist,  so  convergirt  auch  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

*'*=CyfcQA  ....  Cnk(Cn/c)"' 

Ferner  ist: 

k=h- 1 

eine  Grosse,  die  mit  h  ins  Unendliche  wächst;  folglich  divergirt 
die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

Nun  hat  man 
woraus  erhellt,  dass 

ist;  folglich  ist  auch 

das  allgemeine  Glied  einer  divergenten  Reihe.  Demgemäss  sind 
die  Grössen 

1  1  1  . 

*M-«'   Ä(logÄ)M-«'   AlogA(loglog*)M-«'  elc* 

für  o>0  allgemeine  Glieder  coovergenter,  für  «  =  0  divergenter 
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Reihen;  und  zwar  leuchtet  ein,  dass  immer  die  folgende  schwächer 
convergirt  oder  resp.  schwächer  divergirt  als  die  vorhergehende. 
Zur  Prüfung  der  Convergenz  anderer  Reihen  ergiebt  sich  hieraus 
folgender  Satz: 

Eine  Reihe  positiver,  bestandig  abnehmender  Glieder  uk  con- 
vergirt, wenn  die  Grosse 


für  et  >  0  nicht  mit  k  in's  Unendliche  wachst,  und  divergirt,  wenn 
dieselbe  Grösse  für  a  =  0  bei  wachsendem  k  nicht  verschwindet 

Nach  Aufstellung  dieses  Kriteriums  rauchte  es  nicht  überflüs- 
sig sein,  den  Einwand  zu  widerlegen,  als  ob  dessen  Anwendung, 
insbesondere  die  Prüfung  der  eben  geoannten  Grosse  in  Bezug 
auf  ihr  Verhalten  bei  unendlich  wachsendem  k,  besondere  Schwie- 
rigkeiten böte.  Hier  ist  auf  einen  Umstand  hinzuweisen,  den  die 
Lehrbücher  der  Differenzialrechnung  unbeachtet  zu  lassen  pfle- 
gen, obwohl  er  in  vielen  ähnlichen  Fällen  sehr  nutzbar  werden 
kann.  Zu  prüfen  ist  nämlich  nicht  das  ganze  Product,  sondern 
our  der  Factor  ut>  Ich  nenne  vk  ein  Aequivalent  von  ut,  wenn 
der  Quotient  beider  Grössen  für  k  —  oc  den  Grenzwerth  1  hat. 
Es  ist  klar,  dass  alsdann  in  obigem  Producte  für  jeden  Factor 
ein  beliebiges  Aequivalent  gesetzt  werden  kann.  Nun  ist  die 
Grösse,  mit  der  ut  multiplicirt  erscheint,  schon  in  der  Form  ihres 
einfachsten  Aequivalentes  dargestellt.  Man  braucht  daher  nur 
das  Gleiche  mit  u*  zu  thun,  und  die  Entscheidung  erfolgt  augen- 
blicklich. 

Vergleicht  man  diese  Verfahren  mit  dem  gewöhnlichen,  wel- 

ches  statt  Uk  den  Quotienten       -   untersucht,   so  zeigt  sich, 

dass  der  eigentliche  Vortheil  des  letztern  darin  besteht,  dass 
Producte  von  wachsender  Anzahl  von  Factoren,  die  arithmetische 
Reiben  bilden,  durch  Division  entfernt  werden.  Um  die  gleiche 
Leichtigkeit  für  die  in  Rede  stehende  Methode  zu  erzielen,  kommt 
es  nur  darauf  an,  das  einfachste  Aequivalent  des  Products  einer 
arithmetischen  Reihe 


durch  eine  Formel  festzustellen,  was  mit  Hülfe  des  Taylor 
sehen  Lehrsatzes  geschehen  kann.   Es  sei 


UkCokt\k 


a(ö+6)(a  +  26)....(a  +  (Ä-l)ft) 


<px  —  — £ — log(a  +  for)  —  xt 
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woraus  durch  Diflferenziation  hervorgebt: 

tp'x  =  log(a  -f  bx)t 
b 


a  |  bx ' 


Nun  ist  allgemein: 


b* 


und  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze:) 

2WA + 1)  -  2q>h  =  -£<p'A  +  WA  + » 2?<(A + d)  , 
4^9>'(A  + 1)  —  l-2g>'A  =  \2<p"h  +  i^9>w(A  + 

Zählt  man  die  A  von  0  bis  k-l  uud  subtrahirt  beide  Gleichun- 
gen, so  erhält  man  gemäss  der  vorhergehenden: 

^  -  tpQ-Wk- a>'0)  =  *<p'A+  \2<jf»(h  +  0)  -  i^(A  + 

und  nach  Einfährung  der  Werthe  der  <pi 

"  +  (*~t)6log(a  +  W-^tog. -<  =  IT*  log(«  +  M)  -  «, 
wo 


-    *    I         62  6*  J 

gesetzt  ist,  und  woraus  unmittelbar  folgt: 

n(a + 6)  (o + 2Ä) ... .  (a  +  (lc  - 1)  6) = «'»-*  <a_+y  

Für  ä=qo  hat  et,  weil  sein  Reihenausdruck  convergirt,  einen 
Grenzwerth  c'.   Setzt  man 


e'a4  »  =  c, 


so  hat 
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q(q  +  6)....(o-f  (Ar— -1)6) 

den  Grenzwertb  1,  mithin  ist 

das  gesuchte  Aequivalent  des  gegebenen  Products.  Die  Grosse 
c  ist  stets  >  0  und  kann  im  Uebrigen  als  gleichgültig  angesehen 
werden.    Für  o  =  6=l  erhält  man  insbesondere 

ce-*(Jfc  + 1)*+* 

als  Aequivalent  des  Products 

1.2 ....  lc. 

Es  sei  z.  B.  die  binomische  Reibe  in  Bezug  auf  ihre  Convergenz 
zu  prüfen.    Ihr  allgemeines  Glied  ist 

q(q  — l)....(q— £+1)^ 
1 . 2 . . .  •  k 

das  Aequivalent  seines  absoluten  Werthes: 

e-*(A-q)*-»-*  . 
=  *■•-*(*+ 

Die  ersten  Factoren  haben  fär  sich  endliche,  von  0  verschiedene 
Grenzwertbe;  daher  braucht  man  als  Aequivalent  des  allgemeinen 
Gliedes  nur  einzuführen: 

Die  Reihe  wird  convergiren,  -  wenn 

einen  Grenzwerth  hat,  d.  i..l)  för  «■<!;  2)  filr  a?«  =  1,  a  >  0, 
indem  man  a  ^  o  setzt. 

Sie  wird  bei  positiven  Gliedern  divergiren,  wenn 
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nicht  verschwindet,  d.i.  1)  für  a*>l;  2)  für  x*  =  l,  «<0# 
Beide  Fälle  scbliessen  sich  vollkommen  aas. 

Hei  abwechselnden  Vorzeichen  convergirt  die  Reihe,  wenn 
das  Aequivalent  des  allgemeinen  Gliedes 

xkk~a~1 

verschwindet,  d.i.  för  a:*<l  und  für  x*=l,  o>  —  1. 


XIII. 

Ueber  die  Werthbestimmung  von  Functionen  in  unbe- 
stimmter Form. 

»  V 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lebensversicherung« - Calculator  der  k.  k.  p.  Azienda  Assicaratrice 

so  Triest. 


Im  Allgemeinen  ist  der  Werth  einer  Function  in  unbestimmter 
Form  abhängig  1)  von  der  Form  der  Function  und  2)  von  den  in 
der  Form  enthaltenen  Constanten.  So  erscheinen  z.  B.  die  Functionen 

^  !sfl+«>  uod 

X  x—\ 

für  :r  =  0  beide  unter  der  Form  jj,  aber  der  Zahlwerth  der  er- 

eteren  ist  J  und  jener  der  letzteren  ist  2.  Anderseits  sind  die' 
folgenden  Functionen  (1)  bis  (5)  sämmtlicb  in  der  Formel 
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enthalten,  reduciren  sich  für  x  =  0  auf  1+»  and  haben  Zahl- 
werthe,  welche  zugleich  mit  a,  m  und  n  sich  ändern. 

1 

(1)  (l+*)i=ef 


i  1 

(2)  (I  — #)*  =  -  , 


ii  f 
•  ,  4 


•.;..!> 


(3)  (1-^=1, 

(4)  (1+*K  =  QD, 

1 

(5)  (1—  *)*•=(). 
Ebenso  ist  fiir  ar  =  l: 

(6)  -       -  . 

Vi 


V. 


1  H 


abhängig  von  dem  Werthe  von  n. 

Es  gibt  aher,  wie  wir  im  Nachfolgenden  zeigen  werden,  un- 
bestimmte Formen,  welche  nur  einen  einzigen  Zahlwerth  zulassen, 
gleichgiltig,  aus  welcher  Function  sie  herstammen. 

Bezeichnen  u  und  ©  zwei  solche  Functionen  von  x,  dass 
X=uv  fiir  den  besonderen  Werth  a  der  Variabein  x  unter  der 
Form  0°  oder  ce°  erscheint,  so  ist  bekanntlich  der  Zahlwerth  von 

JCsze«",  wenn  w  =  — -rrr»  unter  «nd  p'  die  ersten  Diffe- 
renzial  -  Quotienten  von  tt  und  t>  verstanden. 

1)  Wenn  X=u"  fflr  x=a  sich  in  0°  verwandelt,  so  ist 
u  0 

—  =  ü»    mithin  für  -c  =  a: 

©  —  t>'  ~"  ' 

wo  h  den  bestimmten  Zahlwerth  von  "  bezeichnet.   Nun  ist 

■        ■  *         *  * 

t*=— A.£. «==--»  s=0,  also  A  =  e°=  1. 
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DIess  gilt  selbst  dann,  wenn  h  den  Werth  0  oder  00  bat,  weil 

^  identisch  der  Einheit  gleich  ist.  —  Es  gilt  daher  folgender 

.  *  ■» 

'■  •«■' 

Lehrsatz. 

Erscheint  die  Function  uv  für  einen  besonderen 
Werth  a  der  Variabein  x  unter  der  Form  0°,  so  ist  ihr 
Zahlwerth  stets  gleich  1. 

Beispiele.    Für  *  =  0  ist 
(7)      ^  =  !^±^  =  0.  aber  *=[lg(l+*)]V*=l, 

W     !r  =  ^(lxtX)==(X>*  *****  *=[ig(i        =  1. 

2)  Erzeugt  x=a  in  X=uv  die  Form  oö»,  so  hat  die 
Form        also  ist  für  a:  =  o: 

e  t>'  wa.t>'    ,  mV 

iFi=riF^  iT  oder  ""=-!?-' 

durch  Ii  abgekürzt  erhält  man  die  Gleichung: 

tar  ar=a    t>=  ^7-  , 

4 

oder  durch  v*  dividirt : 

1        ti.t/     1  _ 

—  =  5 — 7  =  — ,  mitbin  10  =  r  =  0,  also  A  =  e°  =  l. 

Diess  beweist  den 


Lehrsatz. 

Erscheint  die  Function  u°  für  den  besonderen  Werth 
a  von  a:  unter  der  Form  od0,  so  ist  ihr  Zahlwerth  stet* 
gleich  1. 

Beispiele.    Für  2=2  ist: 
(9)      «osfg«.cosas  1,  jedoch  X=[tg*]co"  =  1; 
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für  x  =  0  ist: 

(10)     «t,  =  (i).(*.lg*)  =  -oo,   X  =  Q*l6*  =  I. 

Functionen  also,  «reiche  für  einen  particulären  Werth  der  Varia- 
bein unter  einer  dieser  beiden  Formen  0°  oder  oo°  erscheinen, 
bedürfen  nicht  jedesmal  einer  besonderen  Untersuchung, 
und  diese  Formeo  können  nur  insofern  „unbestimmt"  genannt 
werden,  als  der  ihnen  entsprechende  einzige  Zahlwerth  1  aus  0° 
und  qd°  nicht  unmittelbar  mit  genügender  Strenge  hergeleitet 
werden  kann.   (S.  A.  Caocby,  Calcul  difflrentiel.  Lecon  5.) 


— — 


Ueber  die  Eigenschaften  der  Summe  einer  combina- 

torischen  Reihe. 


Von 


Hern»  Franz  Unferdinger, 

Leb eni ver«ich erungs-Calco lato r  der  k.  k.  p.  Aaienda  Atalcoratrlce 

au  Trieat. 


Oer  nothigen  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  all- 
gemein die  Anzahl  der  Combinationen  von  m  Elementen  zur  p  Classe 

durch  das  bekannte  Symbol  ypj»  un^  die  Anzahl  der  Permuta- 
tionen von  n  Elementen  durch  n!,  so  dass  folgende  beide  Glei- 
chungen besteben: 

,_x  m.(m—  l).(m—  2)....(m— p  +  l)  fm\ 
<!)  1.2.3.. ..p  =\p) 
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und 

(2)  1.2.3....(m-1).m  =  m!. 

Hierdurch  erklärt  sich  der  analytische  Bau  der  Reihe  (3),  welche, 
zuerst  von  Euler  aufgestellt,  die  Losung  eines  Problems  der 
Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung  *)  in  sich  schliesst  und  das  Ob- 
ject  unserer  nachfolgenden  Betrachtungen  ist: 

•  «^»"-OCrT+OCT2)"- 
....+<-i>.(p.Cvy+.... 

m  und  n  in  {?"  sind  Indexe,  welche  mit  den  Grossen  m  und  n 
in  der  Reihe  (3)  correspondiren;  derart,  dass  Gj^j  ,  G*m  das- 
jenige bezeichnet,  was  aus  der  Reihe  (3)  wird,  wenn  m — 1  oder 
w  —  1  an  die  Stelle  von  m  oder  n  tritt. 

• 

Wir  wollen  nun,  ohne  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zur  Wahr- 
scheinlichkeits-Recbnung,  directaus  der  Coostruction  der  Reihe  (3) 
folgenden  Lehrsatz  beweisen: 

Bezeichnen  m,  n  und  i  ganze  positive  Zahlen  und 
ist  m>m,  so  ist  die  Summe  der  Reihe  (3)  gleich  Null; 
*  und  ist  m=m,  so  ist  die  Summe  der  Reihe  (3). gleich 

(M 

-.,^n-    In  der  analytischen  Zeichensprache: 

Gm~®  wenn  m>ni  und  G^=^sn  wenn  m  =  nt. 

Beweis.  1)  So  lange  die  Werthe  von  m  und  n  von  Null 
verschieden  sind,  ist  die  Reihe  (3)  mit  dem  (m — t  +  l)ten  Gliede 
geschlossen.  Ist  in  >  0  und  ?t  =  0,  so  reducirt  sich  dieselbe 
auf  folgende  (m  +  1)  Glieder: 

und  ist  f?i=n  =  0,  so  reducirt  sich  die  Reihe  auf  das  erste  Glied 
und  wird  gleich  0°  =  l  **).   Also  hat  man: 

(4)  wenn  m>0, 

(5)  G0o  =  l. 

*)  S.  Lacroix,  Calcul  des  i>iobabiliUs    S.  54. 
**)  S.  Seite  226.  crcter  Lehrsatz. 
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der  Summe  einer  combinatoriuhen  Reihe. 

2)  Setzen  wir  in  (3)  statt  m  tn —  1  und  addiren  das  Resultat 
der  Substitution  zu  (3),  so  ist  der  erste  Theil  der  neuen  Gleichung 

fjr™  +  (rj^j.    In  dieser  neuen  setzen  wir  wieder  m  —  \  an  die 

Stelle  von  oi,  so  ist  die  Summe  der  zwei  neuen  Gleichungen 

^«+2**C-i  +  ^C-»;  verwande,t  mau  auch  nier  m  in 

«i — 1  und  addirt.  so  ist  die  Summe  fi"  4-3.G  ,+3.G 

Führen  wir  diese  Operation  tmal  aus,  indem  wir  zur  Reduction 
der  zweiten  Theile  unserer  Gleichungen  immer  von  der  aus  der 
Combinationslehre  bekannten  Gleichung  (6)  Gebrauch  machen,  so 
haben  wir  folgende  Rechnung: 

= CD"  -  (?)  CT1)" + ©  ■  (mrT-  G)  CT3)" 

^-C77^-(vy+(V)-(vy 

t  •+(-')-•(';:!) •C,7p)"+  -  ' 

d + g"-,= (T) -C"!1)  C71)" + CV)  CT2)" 

-(-').(»73)%....+(_1),.(^).(V)-+  

+ «c = CT1)"  -  CT8)  CT2)" + CT2)  CT3)" 

;     -••+(-i)-  (^)  ("T0"+- 

«;+2.G:-.+c-^=(T)"-("T2)•CT,)"  . 

+  C72)(m72)"-C'72)r73)" 
. .    ,  +....+<-».(72)(v)"+--. 
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#  pfemchafun 

^.,+<-.i)».(^,')(fl,70"+" 

Zuletzt  setzen  wir  in  dieser  Gleichung  noch  n-1  an  die  Stelle 
von  n  und  erhalten: 

i 

<8)  cl+G)o+©ci+-..+(;)<ci 

-..:.+(-i),.(7f)(v)"+- 

Nehmen  wir  nno  in  (3)  a>  Factor  heraus  und  bedenken, 

dass  allgemein: 

<9)  Oim7j<;)C7Hm7) 

\ 

und  ; 
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331 


(10) 


C)  ( V) 
(?) 


K7'> 


so  ist 


+CT0C7T- -+^-C,;0-Cvr+-J 


3)  Die  Gleichung  (12)  zeigt  den  Zusammenhang  zwischen  (t+2) 
verschiedenen  Grössen  {?  und  bildet  als  Hauptgleichung  den  Mit- 
telpunkt unseres  Beweises. 

Werden  in  dieser  Gleichung  successire,  statt  w  und  n  paar- 
weise, die  Glieder  folgender  abnehmender  Reiben  substituirt: 


Der  Factor  von 


ist  gleich  dem  zweiten  Theile  der  |5lei- 


chung  (8),  und  es  ist  daher; 


m  —  i  und  n  — 1, 
m— 2t  „    n— 2, 


m— (n -3)i 
ro— (n-2)t 


3, 
2, 
1, 


und  die  Resultate  der  Substitution  in  umgekehrter  Ordnung 
gesetzt,  so  erhält  map  folgendes  System  von  Gleichungen: 
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I  ^-(«-1)1—  (     ^    * )  *  +  (i)  • 

» 

r«         _/m-(n-2)i\  p  t  /t\  , 


(13), 


/„,_(n_3)t\  r  *  /*\  r« 

+  (2)'  **m-("-3)*-*  +  ^»-(«-»)  J' 


\ 


-  ("  r  9  •  [«c + (9  •  «et, + ©  «3- 

<c = (T)  •  [«r + (9  '»m-1, + © 


Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  in  den  reihenförmigen  Fac- 
toren  der  zweiten  Theile  unserer  Gleichungen  die  unteren  Stellen- 
zeiger von  der  Rechten  zur  Linken  wachsen. 

Ist  nun  zuvörderst  m>m,  so  ist  m  —  wi>0,  mitbin  nach  (4) 

o 

Gm__ni  =  0;  also  sind  im  zweiten  Theile  der  ersten  Gleichung  alle 

vorhergehenden  Grossen  G  um  so  mehr  gleich  Null,  weil  die  un- 
teren Stellenzeiger  von  der  Rechten  zur  Linken  wachsen;  also 


ist  auch  G 


,1 


=  0. 


m-(n-l)i 

Gl  ,    ...  ist  gleich  Null  geworden,  weil  m — m>0  oder 

weil  tn — '(n — 1)>^  t;  da  aber  auch  im  zweiten  Theile  der  zwei- 
ten Gleichung  die  unteren  Stellenzeiger  von  der  Rechten  zur  Lin- 
ken wachsen,  so  ist  diese  Relation  bei  den  vorhergehenden  G 
um  so  mehr  erfüllt,  also  sind  auch  diese  gleich  Null;  mitbin  auch 

■ 

^m-(n-i)i  *ST  8^e*cn  Null  geworden ,  weil  wi  —  (»—!)*>  i  oder, 
was  dasselbe  Ist,  weil  m— (n-2)t>2i;  da  nun  im  zweiten  Theile 
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der  dritten  Gleichung  die  unteren  Stellenzeiger  von  der  Rechten 
«ur  Linken  ebenfalls  wachsen,  wahrend  der  obere  Index  unverän- 
dert bleibt,  so  sind  auch  alle  vorhergebenden  Glieder  der  Null 
gleich;  mithin  ist  G*_(n_3)i  =  0. 

Da  endlich  jedes  G  im  ersten  Theile  einer  vorhergehenden 
Gleichung  im  letzten  Gliede  des  zweiten  Theiles  der  nächstfol- 
genden Gleichung  erscheint,  welches  in  diesem  Theile  das  Ver- 
schwinden aller  vorhergebenden  G  znr  Folge  hat,  so  muss  das 
I\ uliwerden  der  Grössen* 

um  so  mehr  statt  finden,  zu  einem  je  späteren  Gliede  dieser  Reihe 
wir  vorschreiten,  mitbin  ist  allgemein  G^  =  0,  wenn  m  >  ni, 
und  damit  ist  der  erste  Tbeil  unseres  Lehrsatzes  bewiesen. 

4)  Beweisen  wir  nun  auch  den  zweiten  Theil,  indem  wir  von 
der  Voraussetzung  ausgeben:  m=zni.  Das  Gleichungen  »System 
(12)  verwandelt  sich  alsdann  in  folgendes: 


(14) 


<z - (D  ■  [«er + (!)  ci + ©  <c\ + c-j 

Da  nach  dem  Bewiesenen  alle  jene  CT  der  Null  gleich  sind, 
deren  untere  Stellenzeiger  grosser  sind  als  die  «fachen  oberen,  so 
reduciren  sich  die  in  (14)  vorkommenden  polynomischen  Factoren 
auf  ihr  letztes  Glied.  Werden  sämmtlicbe  Gleichungen  mit  einan- 
der multiplicirt,  das  Product  abgekürzt,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  (5)  G°«=l; 

Th«il  XXVI.  i8 


* 
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«1=0  O  -CO 

p....2.1]  [2i....(t  +  l)]  [3t....(2»  +  l)]  [ni....(m-t-H)] 
1.2..<>t       1.2..».t  1.2....1  1.2....t 


_[i.2....q  [(t->-i)....2i]  [(2t+i) — 3q — »t 

"~  (1.2....i)» 


mitbin 


Zusatz.  Wird  in  unserer  combinatorischen  Reihe  (3)  i=l 
gesetzt,  so  verwandelt  sie  sich  in  folgenden,  aus  der  „ Rech- 
nung mit  endlichen  Differenzen"  bekannten  Ausdruck: 

(16)  m--(j)(w-l)«  +  (^)(m-2)»-(^)(m--3)»+....; 

und  unser  Beweis  sagt,  dass  er  Null  ist,  so  lange  m>n;  ist  aber 
m=n,  so  ist  der  Werth  desselben  =  nl  =  1.2.3. ...n,  was  mit 
dem  Resultate  anderartiger  Untersuchungen  im  Einklänge  steht. 


Zwei  Gedichte  yon  Tycho  de  Brahe  und  Kepler. 

,    Ueberaetzt  von 

Herrn  Ernst  Strehlke, 

Kandidaten  der  Philologie,  und  mitgetheilt  von  deeeen  Vater,  Herrn 
Director  Dr.  F.  Strehlke  zu  Danzig. 


Ewiger  Dank  gebührt  den  grossen  Männern,  welche  durch 
die  Entdeckung  der  wahren  Gesetze  der  Weltharmonie  Licht  und 
Wahrheit  verbreiteten  und  die  Nebel  des  Wahns  zerstreuten. 
Nach  langer  Gefangenschaft  die  freien  Schwingen  entfaltend,  er- 
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hob  sich  der  entfesselte  Geist  zu  den  Inseln  im  Aethermeere, 
den  fernen  Gestirnen,  indem  er  eich  überirdische  Werkzeuge  aus 
irdischem  Stoff  erschuf.  Eine  begeisterte  Stimmung  weht  in  den 
Werken  eines  Copernieus,  eines  Kepler;  der  gewöhnliche 
prosaische  Ausdruck  genügt  nicht  mehr  der  Erhebung  der  Seele 
und  der  Schwung  der  Gedanken  ergiesst  sich  in  dichterischen 
Worten. 

„Durch  keine  andere  Anordnung",  sagt  Copernieus  (Hum- 
hold t's  Kosmos  Thl.  2.  S.  347.),  „habe  ich  eine  so  bewunderns- 
würdige Symmetrie  des  Universums,  eine  so  harmonische  Ver- 
bindung der  Bahnen  finden  können,  als  da  ich  die  Weltleuchte, 
die  Sonne,  die  ganze  Familie  der  kreisenden  Gestirne  lenkend, 
wie  in  die  Mitte  des  schonen  Naturtempels  auf  einen  königlichen 
Thron  gesetzt." 

Gleichwohl  konnte  Tycbo  sich  nicht  von  der  Wahrheit  die- 
ser Weltharmonie  überzeugen.  Festhaltend  au  der  Vorstellung 
von  der  ruhenden  Erde,  welche  das  Zeugniss  der  Sinne  unmittel- 
bar zu  bestätigen  scheint,  fürchtet  er  in  seinem  Zuruf  an  die 
Bearbeiter  der  Sternkunde,  das  neue  System  des  Copernieus 
zerbreche  die  festen  Säulen  des  Atlas,  bewege  die  Erde  aus  ihrer 
festen  Lage  und  stürze  die  Menschen  und  alle  Geschöpfe  und  die 
ganze  Welt  in  das  alte  Chaos  zurück.  Darum  ruft  er  den  Astro- 
nomen zu,  sie  sollten  die  Gewölbe  des  Himmels  mit  neuen  Säu- 
len stützen,  bevor  der  ganze  Bau  zusammenbreche.  Eine  herr- 
liche Krone  ist  hier  zu  gewinnen,  stralend  von  Gold  und  edlem 
Gestein  und  dauernder  Ruhm  für  alle  Jahrhunderte  und  Gemein- 
schaft mit  göttlichen  Geistern.  „Aber  ich  selber",  sagt  er  am 
Schlüsse  des  Gedichts,  wohl  erkennend  den  Werth  genauer  Be- 
obachtungen, „will  wie  bisher  den  Erdgebornen  die  weiten  Säle 
*des  Himmels  aufschliessen!  Winke  nur  Du  mir  Erhörung  zu,  Du 
weiser  Gründer  des  W'eltalls,  und  hilf  dem,  der  Deine  Staunens- 

• 

würdigen  Wunder  verkündet!" 

Durch  die  Genauigkeit  der  Tychoni' sehen  Beobachtungen 
gelangte  Kepler  zur  Entdeckung  der  berühmten  Gesetze,  auf 
denen  die  neuere  Astronomie  beruht.  Der  dankbare,  bescheidene 
Kepler,  wie  keiner  „verfolgt  von  des  Geschicks  ergrimmtem 
Wetter",  errang  die  von  Tycbo  verheissene  Krone  und  ver- 
diente mehr  als  mancher  Heroe  des  Alterthums,  dass  ihm  die 
dankbare  Nachwelt  ein  stralendes  Denkmal  unter  Sternen  gesetzt 
hätte.  In  einem  Gedichte,  das  Kepler  seinem  Werke  über  die 
Bewegungen  des  Planeten  Mars  nach  Tycho  de  Brahe  s  Beob- 
achtungen  vorgesetzt  hat,  vergleicht  er  sein  Loos  mit  dem  Tycbo 's, 
die,   obwohl  äusserlicb  sehr  verschieden,  doch  darin  überein- 


• 


I 
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kämen,  dass  den  Einen  der  Reichthum,  den  Andern  die  Armuth 
von  der  Beobachtung  des  Himmel«  abhalten  konnte,  hätte  nicht 
Urania  beiden  die  göttliche  Liebe  zum  Himmel  eingehaucht.  „Von 
dieser  Liebe  entflammt",  ruft  er  aus,  „wage  ich  den  Himmel  mit 
neuen  Säulen  au  stützen !  O  lebtest  Du  doch  und  hätte  die  Paree 
Dir  nicht  die  wohlverdienten  Triumphe  Deiner  arbeitsvollen  Nächte 
entrissen!  Du  hättest  Dich  selbst  uberzeugt,  dass  nicht  andere 
Säulen  als  die  meinen  des  Himmels  Dom  zu  stützen  vermögen." 

Ich  lasse  jetzt  die  beiden  Gedichte  in  metrischer  Uebersetzong 
folgen: 

Tycfce's  Zaruf  an  die  Bearbeiter  der  Sternkunde 
ans  der  restitutio  stellarum  fixarum. 

Und  schon  bahnt  sich  der  Weg ;  Jahrtausenden  war  er  verschlossen, 
Der  durch  dauernde  Müh'  nachtwachender  Sorgen  eröffnet, 
Auf  zu  den  unerstiegenen  Höhen  des  Himmels  hinaufführt 
'  Und  zu  den  hellen  Gestirnen,  der  seeligen  Götter  Behausung. 

5.  Siehe!  der  stehenden  Ort,  wie  der  wandelnden  Sterne  Bewegung 
Löst  vor  des  Schauenden  Blick  sich  vom  Nebel  der  alten  Verwirrung, 
Und  mit  erhabener  Pracht  austraten  die  Wunder  Jehova's. 
Darum  eilet  herbei,  ihr  Janglinge,  denen  von  Eifer 
Gltthet  der  Geist,  die  der  Genius  liebt  und  Urania  selber 

10.  Bei  der  Geburt  mit  göttlicher  Liebe  zum  Himmel  beschenkt  hat; 
Junglinge,  die  kein  irdisches  Gut  vom  Streben  nach  oben 
Abzuwenden  vermag,  soll  euch  leichtsinnige  Rede 
Und  unkundigen  Volks  absprechendes  Urtel  bethören? 
Lasst  sie  dem  Maulwurf  gleich  hinleben  in  finsteren  Holen! 

15.  Lasst  sie,  wie  es  ihr  Wunsch,  hinleben  in  ewiger  Blindheit! 
Und  mit  begeistertem  Herzen,  den  Blick  zum  Himmel  gerichtet, 
Eilet  herbei !  Raubt  nicht  dem  vom  Himmel  entstammenden  Geiste 
Dies  sein  väterlich  Land,  bringt  her  ausdauernde  Kräfte 
Zu  der  Begeist'rung  gesellt  und  helft  dem  ermüdeten  König! 

20.  Nicht  mehr  trug'  Alphonsus  die  Last,  die  er  einst  von  den  Schultern 
In  zu  kühnem  Entschluss  dem  benachbarten  Atlas  gehoben; 
Auch  Copernicus  heischt,  der  gewaltige,  mächtigen  Betstand, 
Der  misskennend  die  Wucht,  herkulische  Lasten  zu  tragen 
Nicht  sich  gescheut,  nun  erliegt  der  die  Kraft  aufzehrenden  Arbeit 

25.  Denn  sonst  wanket  der  Himmel;  den  Säulen  des  hohen  Alciden, 
Atlas  festem  Gebirg  droht  sonst  ein  gewaltiger  Einsturz, 
Und  von  dem  sicheren  Orte  gelöst  um  schwinget  die  Erde, 
Nun  der  Robbeit  ein  Sita,  wie  solch  Nichtkennen  des  Himmeis 
Nur  sie  erzeugt;  unsicheren  Zugs  durch  nächtliches  Dunkel 
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30.  Reissend  der  Menschen  Geschlechter  dahin  und  die  Thiere  des 

Feldes, 

Senkt  sie  die  berufende  Welt  in  das  uranfängliche  Chaos. 
Wehret  dem  Frevel  und  bauet  entgegen  dem  dräuenden  Unheil! 
Jugendlich  kraftvoll  steigt  mit  mir  zum  erhab'nen  Olymp  auf» 
Dass  in  geraeinsamer  Müh'  wir  die  drohenden  Risse  verschliessen 
3&Und  mit  neuem  Gestein  ausbauen  des  Himmels  Gewölbe, 
Ehe  das  Weltall  ganz  einstürzt  und  in  Trümmer  dabinsiokt!  — 
Nahet  sich  wer  voll  Lust  zu  gewinnen  die  prächtige  Krone, 
Glänzend  von  Edelgestein,  aus  stralendem  Golde  bereitet, 
Die  kein  feindlich  Geschick  von  des  Tragenden  Schläfen  herab- 

reisst, 

40.  Willig,  den  eigenen  Geist  zu  gesellen  den  himmlischen  Geistern ? 
Wie?  Tritt  keiner  hervor,  der  also  Hohes  im  Sinn  trägt, 
Aus  der  unendlichen  Zahl  der  die  Erde  bewohnenden  Menschen? 
Wilhdenn  keiner  der  Welt  allmächtigen  Schöpfer  erkunden, 
Und  die  erhabene  Schrift,  die  er  schrieb  an  den  Himmel,  entziffern? 

45.  Wie?  So  schweiget  ihr  Alle,  da  euch  so  Hohes  geboten? 
Zweifelnd  murmelt  ihr  nur:  legt  Hand  an  die  harrende  Arbeit, 
Dass  sich  endlich  einmal  aufrolle  des  Himmels  Geheiranlss! 
Wen  der  Gewinn,  wen  Ruhmes  Begier,  Unwissenheit,  Prachtlust, 
Von  so  hehrem  Beginn  ablenkend  zum  Staube  verdammen, 

50.  Hemme  die  Anderen  nicht,  sie  des  schönsten  Gewinnes  beraubend  I 
Ich  auch ,  wenn  mich  mit  gnädigem  Blick  anschauen  die  Götter, 
Und  noch  ferner  dem  Geist  Ausdauer  und  Stärke  verleihen, 
Hemnisse  wiewohl  sonst  zu  bezwingen  in  mächtigem  Andrang, 
Eifere  fort,  dem  Geschlechte  der  Menseben  die  Pforten  des  Himmels 

55.  Aufzuthun  und  hinweg  den  bedeckenden  Schleier  zu  heben. 
Siehe  nur  gnädig  herab,  o  Schopfer  der  himmlischen  Wunder; 
Gteb  mir  Kräfte  dazu,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkünden! 

Kepler  antwortet: 

Herrlicher  Mann,  aus  hohem  Geschlecht,  von  erlauchtem  Geblfite, 
Dem,  wenn  Einem  ein  Geist  auch  göttlichen  Adels  verliehen, 
Kraft  auch  zu  herrlichen  Thaten  und  hehrem  Gesänge  geschenkt  ist, 
Und  durch  der  Rede  Gewalt  auch  Sterbende  neu  zu  beleben, 

5.  Warum  fachtest  Du  an  in  meinem  Gemüth,  das  sie  wünschte, 
Aber  sie  scheute  "zugleich,  der  Begier  auflodernde  Flamme? 
Hat  wohl  And're  das  Lied,  das  Du  sangst,  zu  gewaltiger  Arbeit 
Fordernden  Helfern  gewollt,  als  mich,  wohl  bessere  Meister; 
Hat  die  Natur  wohl  schwächeren  Geist  mir  als  Willen  verliehen, 

10.  Kraft,  noch  schwächer  als  ihn,  doch  senkte  die  neunte  der 

Schwestern 
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Mir  lo  den  Busen  hinein  zum  Himmel  die  göttliche  Liebe. 
Grausame  Liebe,  wohin  nicht  treibst  da  die  Herzen  der  Menschen  l 
Mir  ward  kraftig  der  Arm,  mir  wuchsen  des  Geistes  Vermögen; 
Aber  es  fehlt  zu  gleichem  Erfolg  die  belebende  Hoffnung, 

15.  Weil,  abwechselnder  Gunst,  von  Dir  mich  Juno  geschieden 
Zu  abweichendem  Glück :  Dir  bat  freigebig  der  Tugend 
Pfad  sie  gebahnt,  mir  aber  erschwert :  gleich  blieb  sich  die  Absicht, 
Ab  uns  vom  Himmel  zu  zieh'n  und  gedenk  Prometbeischen  Dieb- 
stals • 
In  sorgfaltiger  Hut  das  geheiligte  Feuer  zu  wahren. 

20.  Reichthum  schenkte  sie  Dir;  sie  gedachte  die  himmlischen  Lichter 
Dir  durch  den  blendenden  Glanz  goldstralender  Schätze  zu  leiden, 
Und  Dein  Auge  zur  Lust  an  des  Purpurs  Pomp  zu  gewöhnen, 
(Dem  beifälliges  Murmeln  ertönt  von  der  staunendeu  Menge) 
Endlich  der  Schätze  Verlust  für  den  Gipfel  zu  halten  des  Unglücks. 

25.  Sei  mir,  Sieger,  gegrfisst,  Du  bezwangest  den  Willen  der  Güttin, 
Zwangest  die  irdische  Lust;  was  Dir  als  würdigen  Zielpunkt 
Wiess  die  Vernunft,  dem  bist  Du  gefolgt  ausharrenden  Geistes; 
Was  Dir  der  Zufall  gab,  Reichthümer  und  Schätze  verachtend. 
Wahrlich !  ein  seltenes  Lob !  Lass'  ab  Tbeilnehmer  zu  rufen , 

30.  Und  auf  rinnendes  Wasser  zu  schreiben!  Es  lieben  einander 
Tugend  und  Reicbthum  nicht;  denn  über  die  trennenden  Fernen 
Klingt  nur  selten  ein  Laut  vom  Himmel  hernieder  zur  Erde. 
Mir  bat  Juno  das  Lob  so  schöner  Entsagung  verweigert; 
Hat  in  ein  enges  Geheg  die  gewaltigen  Wünsche  beschränkend 

35.  Mir  nicht  Schätze  verfieh'n,  um  die  ich  des  Himmels  Erforschung 
Nachzusetzen  vermocht',  zu  verachten  die  Gnade  der  Musen. 
Und  sie  hätte  gesiegt,  ein  mächtiges  Wagniss  gehindert, 
Hätte  den  kühneren  Schwungs  zum  Himmel  begierigen  Geist  mir 
Nieder  zu  Boden  gedrückt,  wenn  nicht,  wo  die  Wege  zum  Leben 

40.  Auf  sich  dem  Jünglinge  thun,  Sehnsucht  nach  des  Himmels  Ge- 

heimniss, 

Hätte  zu  Dir  mich  geführt,  zum  rettenden  Hafen  geleitet. 
Und  ich  schauet'  im  Geist  der  Planeten  gewaltige  Bahnen, 
Ihren  gewundenen  Lauf;  ich  schau'te  die  klaffenden  Leeren, 
Fürchtend  des  Weltengebau's  Einsturz,  das  der  Säulen  ermangelt; 

45.  Da  noch  schauriges  Dunkel  die  Gründe  verbirgt,  und  die  Weisen, 
Was  Copernicus  lehrt,  mit  trägem  Gemüthe  verschlafen, 
Und  ich  entschlossmich  kühn  mich  zu  weih'n  so  hohem  Beginnen, 
Aus  mit  neuem  Gesteine  zu  bauen  des  Himmels  Gewölbe. 
Aber  Pythagoras  lieh  mir  den  Stoff,  fünf  Körpergestalten ; 

50.  Richtscheid  gab  mir  Euclid,  das  belebende  Denken  Minerva, 
Und  Urania  hat,  am  Erfolge  sich  freuend,  des  Beifalls 
Sturm  mir  erregt  und  selber  erhebt  sie  die  Stimme  zur  Feier. 
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Deinen  beharrenden  Sinn ,  Dich  faab'  Ich,  Brahe,  bewundert. 

kk  rvL  LaU°,  f  Icr8chmfih't»  ™n  der  Meinungen  Banden  so  lassen, 
65.  Die  Dich  zu  falsche«  Vermuthen  von  Himmel  und  Erde  verlockten ; 
.  dennoch  sucht' ich  den  Ruhm,  mich  unter  die  Deinen  zu  zählen ; 
Was  Dem  nacht , eher  Fleiss  Dich  lehrte,  der  langen  Betrachtung 
Unvollendetes  Werk  zum  stralenden  Ziele  zu  bringen. 
Hätte  die  Parze  Dich  nicht  der  gewaltigen  Muhen  gerechten 
W.  Lohnes  beraubt,  Dir  den  Kranz  des  verdienten  Triumphes  entrissen 
VV  ahrheh !  es  hätte  sich  noch  vor  Deinem  durch  helfende  Künste 
Schärferen  Blick  nicht  anders  bezeugt  das  Gebäude  des  Weltalls 
Als  vor  des  Lesenden  Sinn  mein  Forschergedanken  es  aufbaut.  ' 
Doch  nun  nahmen  sie  mir,  die  unsterblichen  Schwestern,  den 

Meister; 

65.  Nahmen  den  lieblichsten  Reiz  von  der  Freude  gelingender  For- 
schung; 

Denn  ihm  sollte  sie  Lust,  ihm  festliche  Tage  bereiten 

Eins  nur  nahmen  sie  nicht  Mit  des  schaffenden  Geistes  Vermögen 

Ruf  ich  Dich  her  und  belebe  das  Bild  der  verehrten  Erinnerung. 

*n  ™*  rairLsJtehst,Du  *'n  Hoherpriester  im  Sternenge  wände, 

70.  Wo  sich  der  Altar  erhebt  am  Gewölbe  des  himmlischen  Domes, 
Gott  dem  Erbauer  geweiht,  um  den  sich  in  reissendem  Umschwung 
An  sechs  Bahnen  geknüpft,  sechs  leuchtende  Feuer  bewegen : 
Auf  ihm  selber  die  Glut  ursprunglichen  ewigen  Lichtes. 
Bittend  nah»  ich  mich  Dir;  nimm  an  der  gelehrten  Bemühung 

75.  Zeugnis«  Dankes  Beweis,  mein  Buch  aus  der  opfernden  Rechten; 
Weihrauch,  schöner  als  noch  jemals  zum  Himmel  gestiegen  • 
Aber  die  Bäume  gepflanzt  hast  Du,  mir  gabst  Du  die  Ernte  ' 
He.l  Dir  seeliger  Geist!  Wie  Du  mit  erhobener  Stimme  ' 
*leh  ich  zum  Herrscher  der  Welt:  o  Schöpfer  der  himmüschen 

cn  r«  l  Wunder, 

W.  Gieb  mir  Kräfte  dazu,  Dein  herrliches  Werk  zu  verkünden. 


XVI. 

i  s  c  e  1  1  e  n. 


au.  einem  Schreiben  de.  Herrn  Profe..ors  Steczkow.ki  an 
der  Uni^ität  zu  Cracau  an  den  Her.u.geber 
r«,  Da  v«ranl«««»ng  *u  meinem  heutigen  Schreiben  gab  mir  die 
Güte  des  Herrn  Rectors  Dr.  Nagel,  mit  welcher  Er  mit  die  ge 
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naue  und  richtige  Auskunft  aber  das  von  mir  im  24.  Bande  Ihres 
Archivs  erwähnte  geometrische  Werk  gegeben  bat.  Nachdem  ich 
mit  den  von  Herrn  Nagel  im  dritten  Hefte  des  25.  Bandes  des 
Archivs  der  Mathematik  und  Physik  angegebenen  Merkmalen  das 
In  meinen  Händen  befindliche  Werk  verglichen  hatte,  fand  ich 
wirklich  unter  der  von  Herrn  Nagel  erwähnten  Figur  die  Abbil- 
dung des  Schlosses  Strezen  und  die  Volksscene,  wie  sie  Herr 
Nagel  aus  seinem  Exemplare  beschrieben  hat;  dass  aber  die 
Ausgabe,  welche  ich  in  Händen  habe,  eine  spätere  ist,  bewei- 
sen folgende  Umstände: 

1.  Mein  Exemplar  ist  nicht  gedruckt,  aber  auf  Kupferplatten 
cursive  gestochen. 

2.  Ein  anderer  Verleger,  nämlich  Johann  Georg  Hertel. 

3.  Mein  Exemplar  fängt  gleich  auf  dem  umgekehrten  Titel - 
blatte  an  mit  „Von  denen  Auslegungen  Etlicher  in  der  Mess- 
Kunst  gebräuchlichen  WOrter",  fehlen  also  anfangs:  die  Dedica- 
tion,  die  Vorrede,  von  der  Geometria  in  gemein-*  von  dem  Nutzen 
der  Mess-Kunst  und  von  dem  Ursprung  der  Mess-Kunst;  zu  Ende 
aber  fehlt  die  „Kurzverfasste  Beschreibung  derer  Vestungen  und 
Schlosser  etc."  und  das  Register. 

Ich  ersuche  Sie  also,  dem  Herrn  Rector  Dr.  Nagel  in  Ihrem 
schätzbaren  Archive  meinen  verbindlichsten  Dank  ffir  diese  Aus- 
kunft zu  sagen,  indem  Er  dadurch  auch  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik  einigen  Dienst  erwiesen  hat;  denn  manche  Werke  nicht 
ohne  Werth  liegen  an  verschiedenen  Orten  im  Staube  begraben, 
aus  welchen  man  doch  Einiges  lernen  oder  wenigstens  auf  neue 
Gedanken  kommen  kann.  Uebrigens  wenn  man  bedenkt,  dass 
wahrscheinlich  das  hier  besprochene  Werk  von  Burckhardt 
in  der  Zeit  seines  Erscheinens  grosses  Aufsehen  gemacht  haben 
mochte,  wäre  es  unbillig,  selbes  jetzt  der  Vergessenheit  zu  fibergeben. 


Druckfehler. 

Literarischer  Bericht  Nr.  CI.  S.  I.  Z.  2.  v.  u.  statt  „ihm 
rühmenden  u.  s.  w."  setze  man  „ihn  rühmenden  u.  s.w." 

Theil  XXV.  S.  123.  Z.  3.  v.  u.  statt  „plasieure"  setze  man 
„plusieurs." 

f  hl.  XXVI.  S.  5a  Z.  7.  v.  u.  statt  „bekannt»  setze  man 
„bekanntlich."  .  i .  ::  - 
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XVII. 

Ueber  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen. 

Voo 

Herrn  Doctor  P.  Buttel, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Kiel. 


I.    Quadratische  Reste. 

Bekanntlich  lässt  sich  eine  Congruenz  vou  der  Form  aP^a, 
rnod  p,  wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  auflösen  oder 
nicht,  jenachdem  die  Congruenz  stattfindet: 

P-i  P-i 

«a  =  +  1 ,  mod  p  oder  aa  =  —  1 ,  mod  p. 

■N 

Im  ersten  Fall  heisst  a  ein  quadratischer  Rest  von  p,  im  andern 
a  ein  quadratischer  Nichtrest  von  p;  nach  Gauss  aUp  oder 

aNp  und  nach  Legendre  ^^  =  1  oder  ^^=—1.    Es  ist 

hierdurch  ein  sicheres  und  leicht  anzuwendendes  Criterium  für 
die  Möglichkeit  einer  Congruenz  zweiten  Grades  gegeben ,  welches 
sich  aber  auch  weiter  dahin  benutzen  lässt,  die  Zahlen,  welche 
quadratische  Reste  oder  Nichtreste  von  p  sind,  sogleich  aus  der 
Tafel  der  primitiven  Wurzel  zu  entnehmen.  Eine  solche  findet 
sich  bis  zu  der  Primzahl  101  in  Grelles  Journal  Bd.  IX. 
Abhandl.  2.  pag.  27.  etc. 

„  2 

Da  unter  den  Zahlen  1,  2,  3..../?—  1  immer  quadra- 

tische  Reste  und  eben  so  viel  quadratische  Nichtreste  sind,  so 
kann  man  die  ersteren  dadurch  erhalten ,  dass  man  von  den  Qua- 

draten  der  Zahlen  1,  2,  Z....^—^—  die  Reste  nach  dem  mod/> 
Thell  XXVI.  IT 
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nimmt  Alle  diese  Reste  sind  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3....p-l, 
also  kleiner  als  p ;  die  unter  diesen  Resten  nicht  vorkommenden 
Zahlen  sind  alsdann  quadratische  Nichtreste  \oo  p.  So  einfach 
dies  Verfahren  ist,  so  wird  doch  noch  immer  einige  Rechnung 
erfordert,  die  man  sich  ersparen  kann,  sobald  man  die  oben  er- 
wähnte Tafel  der  primitiven  Wurzeln  benutzt.  Da  aber  die  Zah- 
len ,  welche  von  einer  gegebenen  Primzahl  quadratische  Reste 
oder  Nichtreste  sind,  bei  Untersuchungen  in  der  Zahlentheorie 
häufig  vorkommen,  so  hielt  ich  es  nicht  für  überflussig,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  den  quadratischen  Resten  und  den  pri- 
mitiven Wurzeln  hinzuweisen,  zumal  derselbe,  wenn  ich  nicht 
irre,  nirgends  so  besonders  hervorgehoben  ist. 

Nach  dem  Fermat'schen  Satze  ist  immer  oP_1=l,  mod  p, 

unter  der  Voraussetzung,  dass  p   eine  ungerade  Primzahl  ist; 
p-i 

zugleich  ist  ä1  =  +  1,  mod  p.  Wenn  nun  unter  den  Zahlen 
1,2,3..../»  —  !  h  eine  solche  Zahl  ist,  dass  sie  erst  zu  der 
(p  —  l)sten  Potenz  erhohen  conoruent  Eins  ist,  so  heisst  sie,  wie 
bekannt  ist,  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz;  dahingegen 
können  alle  Zahlen,  die  zu  Exponenten,  welche  kleiner  wie  p — 1 
und  zugleich  Theiler  von  p — 1  sind,  gehören,  secundare  Wur- 
zeln genannt  werden,  so  dass,  wenn  g  eine  solche  Wurzel  ist, 
welche  zum  Exponenten  q  gehört,  immer  erst  #9  =  1,  modp 
wird,  worin  q  ein  Theiler  von  p  —  1  sein  muss.  Ferner  ist  die 
Anzahl  dieser  primitiven  oder  secundhren  Wurzeln  immer  gleich 
der  Anzahl  der  zu  p  —  1  oder  q  relativ  priiuen  Zahlen,  kleiner 
wie  p—1  oder  q,  oder,  um  es  kurz  zu  bezeichnen,  gleich  Sm(p  —  1) 
oder  &nq.  Diese  Anzahl  Sm(p—\)  bestimmt  sich  daraus,  dass, 
sobald  p  —1  =  aa.bß.cv —  ist,  immer  die  Relation 

S»'(p - ))  =ü  fl—1 .  (a  —  I) .  b?-1 .  (/> -  I) .  c/-1  . (c— 1)  . .. . 

stattfindet.  Will  man  also  die  quadratischen  Reste  von  p  aus 
jener  Tafel  bestimmen,  so  werden  diejenigen  Wurzeln,  welche 

p— 1 

KU  dem  Exponenten  — <£—  gehören,  Rp  sein,  da  für  diese  immer 
p— l 

die  Bedingung  d2  =  1 ,  mod  p  erfüllt  ist. 
»  —  1 

Wenn     9     eine  Primzahl  ist,  so  erhält  man  sämmtliche  Rp, 

ausgenommen  die  Eins,  während  die  Übrigen  Zahlen  aus  der 
Reihe  1,  2,  3....p  — J  Np  sind,  so  dass  man  die  quadratischen 
Reste  und  Nichtreste  sogleich  aus  der  Tafel  entnehmen  kann, 
wie  för  die  Moduli  5  ,  7,  11,  23.  47,  59  ,  83. 


Digitized  by  Google 


Buttel:  Ceoer  die  Reste  der  Potenten  der  Zahlen.  243 
p-  1 

Ist  hingegen  ^  e'nc  zusammengesetzte  Zahl,  so  erhält 
man  nicht  unmittelbar  sSmmtliche  R/>  durch  die  Zahlen,  welche 
zu  — ^ —  gehören;  es  können  jedoch  nur  diejenigen  Wurzeln 
noch  hinzukommen,  welche  zu  solchen  Exponenten,  die  Theiler 
von  ^~2~~  8ina'»  gehören.    Wenn  a?=l.  modp,  d.  h.  wenn  a  zu 

g  gehört  und  die  Bedingung  a2  =1,  mod/?  zu  erfüllen  ist,  so 

muss,  wenn  ^  ^  ^9*  ^~2~  e,n  ^'e'^acnes  von  9  8eu1,  ^an 
Kann  daher  die  Wurzeln,  welche  zu  Exponenten  als  Theilern  von 

gehören,  wieder  aus  der  Tafel  entnehmen.    Hierdurch  er- 


»—1 

hält  man  sämmtliche  Rp,  deren  Anzahl  beträgt,   aus  der 

Zahlenreihe  1,  2,  3....;> — 1,  aus  der  Tafel.  Die  übrigen  Zah- 
len  aus  dieser  Reihe  sind  dann  N/?.    Wenn  z.  B.  p=29  ist  und 

^i=14,  so  ergiebt  die  Tafel  für  aMs=l,  mod  29  die  Zahlen 

4.5.6.9.13.22.  Ausserdem  kommen  noch  als  quadratische  Reste 
von  29  die  Zahlen  hinzu,  welche  zu  den  Exponenten  I,  2  und  7 
gehören,  d.  h.  bezüglich  1 ;  28;  7. 16.20.23.24.25,  so  dass  im  Ganzen 

R.  29  sind :   1. 4. 5. 6. 7.9. 13. 16. 20. 22.23. 24. 25. '2$, 

und 

N.  29  :   2. 3.8. 10. 11. 12. 14. 15. 17. 18. 19. 21. 26.27. 

Sowohl  fiir  quadratische  Reste  als  Nichtreste  ist  die  Anzahl  14. 

Dass  man  auf  diese  Weise  sämmtliche  quadratische  Reste  und 
Nichtreste  von  p  erhalten  muss,  ergiebt  sich  aus  dem  schon  an- 
geführten Satze,  dass  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  einem  Ex- 
ponenten q  gehören,  immer  &"q  beträgt.  Wenn  man  aber  als 
quadratische  Reste  immer  die  Zahlen  erhält,  welche  zu  einem 

n  —  1  n  —  1 

Theiler  von         ,  1  und  selbst  mitgerechnet,  gehören,  so 

gilt  für  diese  die  Relation,  dass  die  Summe  der  Anzahl  derjeni- 
gen Zahlen,  welche  zu  den  Theilern  einer  Zahl,  incl.  Eins  und 
der  Zahl  selbst,  relative  Primzahlen  und  kleiner  als  diese  sind, 


immer  gleich  der  Zahl  ist.  W7enn  also  die  Theiler  von  sind 
1,  *i,  <*.  ••••  89 


IT* 
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8*\  +  9*ti  +  Ä%  +  ...  +  Sw^r  =  ^r' 

Zugleich  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz  a*  =  1? 

mod/?,  kleiner  als  p. 

Es  folgen  hierbei  noch  die  quadratischen  Reste  und  Nicht- 
reste  der  Primzahlen  von  3  bis  101 : 

rood  3.  R.  1.     mod  5.  R.  1. 4.  mod  7.  R.  1.2.4. 

N.  2.  N.2.3.  N.3.5.6. 

mod  11.  R.  1. 3. 4. 5.  9.  mod  13  .  R.  1 . 3. 4. 9. 10. 12. 

N.2.6.7.8.10.  N.2.5.6.^.  8.11. 

mod  17. R.  1.2. 4. 8.  9.13.15.16.  mod  19.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.11.16.17. 

N.3.5.6. 7. 10. 11. 12.14.  N.  2.3.8.10.12.13. 14.15. 18. 

mod  23.  R.  1.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.13.16.18. 
N.  5.7. 10. 11.14. 15. 17. 19. 20.21.22. 

mod  29.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.13.16.20.22.23.24.25.28. 
N.2.3.8.10.11.12. 14.15.17. 18.19.21.26.27. 

mod31.R.1.2.  4.  5.  7.  8.  9.10.14.16.18.19.20.25.28. 
N.3.6.11. 12. 13. 15. 17. 21. 22. 23. 24. 26. 27. 29. 30. 

mod  37.  R.  1.3.4.7.  9.10.11.12.16.21.25.26.27.28.30.33.34.36. 
N.  2. 5. 6. 8. 13. 14. 15. 17. 18. 19. 20.22. 23. 24. 29. 31 . 32. 35. 

mod  41.  R.  1.2. 4.  5.  &  9.10.16.18.20.21.23.25.31.32.33.36.37.39.40. 
N.3. 6.7. 11. 12. 13. 14. 15. 17. 19.22.24.26.27.28.29.30.34.35.38. 

mod  43.  R.  1. 4. 6. 9. 10. 1 1. 13. 14. 15. 16. 17. 21. 23.24. 25. 

31.35.36.38.40.41. 
N.2.3. 5. 7.  8.12.18.19.20.22.26.27.28.29.30. 

32  33.34.37.39.42. 

mod47.R.l.  2.  3.  4.  6.  7.  8.  9.12.14.16.17.18.21.24.25.27.28.32. 

34.36.37.42. 

N.  5. 10. 1 1. 13. 15. 1 9. 20. 22. 23. 26. 29. 30. 31. 33. 35. 38. 39. 40. 41. 

43.44.45.46. 

mod 53.  R.l.4.6.7.  9.10.11.13.15.16.17.24.25.28.29.36.37.38.40.42. 

43.44.46.47.49.52. 
N.  2. 3. 5.  ai2. 14. 18. 1 9. 20. 21. 22. 23. 26. 27. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 

39.41.45.48.50.51. 
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mod  59.  R.l.3.4.  5.  7.  9.12.15.16.17.19.20.21.22.25.26.27.28.29.36. 

36. 41 . 45. 46. 48. 49. 51 . 53. 57. 
N.  2.6.8. 10. 11. 13. 14. 18.23.24. 30. 31. 32. 33. 34. 37. 38. 39. 40. 42. 

43. 44. 47. 50. 52. 54. 55. 56. 58. 

rood  61.  R.  1.3.4. 5.  9. 12. 13. 14. 15. 16. 19.20. 22.25.27.34.36.39.41.42. 

45. 46. 47. 48. 49. 52. 56. 57. 58. 60. 
N .  2. 6. 7. 8. 10. 1 1 . 1 7. 1 8. 2 1. 23. 24. 26. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 35. 37. 

38. 40. 43. 44. 50. 51 . 53. 54. 55. 59. 

mod  67.R.  1.4.6.9. 10. 14. 15. 16. 17. 19. 21.22. 23. 24.25. 26. 29.33.35.36. 

37. 39. 40. 47. 49. 54. 55. 56. 59. 60. 62. 
64.65. 

N.  2. 3. 5. 7.  8. 1 1. 12. 13. 18. 20. 27. 28. 30. 31. 32. 34. 38. 41. 42. 43. 

44. 45. 46. 48. 50. 51. 52. 53. 57. 58. 6 1 . 
63.66. 

niod71.  R.l.  2.  3.  4.  5.  6.  8.  9.10.12.15.16.18.19.20.24.25.27.29. 

30. 32. 36. 37. 38. 40. 43. 45. 48. 49. 50. 
54.57.58.60.64. 
N.  7. 1 1 . 13. 14. 17. 21. 22. 23. 26. 28. 31. 33. 34. 35. 39. 41 . 42. 44. 46. 

47.51.52.53.55.56.59.61.62.63.65. 
66.67.68.69.70. 

niod73.R.1.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.16.18.19.23.24.25.27.32.35.36.37. 

38. 41. 46. 48.49. 50. 54. 55. 57. 61. 64. 
65.67.69.70.71.72. 
N.5.7. 10. 11. 13. 14. 15. 17.20.21.22.26.28.29.30.31.33.34.39. 

40. 42. 43, 44. 45. 47. 51. 52. 53. 56. 58. 
59.60.62.63.66.68. 

mod  79.  R.  1.2. 4.  5.  8.  9. 10.1 1.13. 16. 1&19, 20.21.22.23.25.26.31.32. 

36. 38. 40. 42. 44. 45. 46. 49. 50. 51 . 52. 
55.62.64.65.67.72.73.76. 
N.3.6. 7. 12.14.15.17.24. 27.28. 29.30.33.34. 35.37.39.41. 43.47. 

48.53.54.56. 57.58.59.60.61.  63.66. 
68.69.70.71.74.75.77.78. 

raod  83.  R.l.3.4. 7.  9.10.11.12.16.17.21.23.25.26.27.28.29.30.31.33. 

36. 37. 38. 40. 41. 44. 48. 49.51. 59. 61. 
63. 64. 65. 68. 69. 70. 76. 77. 78. 81. 
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N.  2.  ö;  6. 8. 13. 14.  !5C  18. 19. 20. 22. 24. 32. 34. 35. 39. 42. 43. 4ö. 

46.47.50.52.53.54.55.56.57.58.60. 
62. 66. 67. 71 . 72. 7a  74. 76. 79. 80. 82. 

mod  89.  R.  1.2.4.  5.  8.  9.10.11.16.17.18.20.21.22.25.32.34.36.39. 

40.42.44.45.47.49.50.53.55.67.64. 
67.68.69.71.72.73.78.79.80.81.84. 
85.87.88. 

N.  3. 6. 7. 12. 13. 14. 15. 19. 23. 24. 26. 27. 28.  29. 30. 31. 33. 35. 37. 

38.41.43.46.48.51.52.54.56.58.59. 
60.61.62.63.65.66.70.74.75.76.77. 
82. 83. 86. 

mod  97.  R.  1.2.  3.  4.  6.  8.  9.11.12.16.18.22.24.25.27.31.32.33.35. 

36. 43. 44. 47. 48. 49. 50. 53. 54. 61 . 62. 
64. 65. 66. 70. 72. 73. 75. 79. 81. 85. 86. 
88.89.91.93.94.95.96. 
N.  5. 7. 10. 13. 14. 15.17. 19. 20. 21. 23. 26. 28. 29. 30. 34. 37. 38. 39. 

40.41.42.45.46.51.52.55.56.57.58. 
59.60.63.67.68.69.71.74.76.77.78. 
80.82.83.84.87.90.92. 

raod  101.R.  1. 4. 5. 6.  9. 13. 14. 16. 17. 19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 30. 31 . 33. 

36. 37. 43. 45. 47. 49. 52. 54. 56. 58. 64. 

65.68.70.71.76.77.78.79.80.81.82. 
84. 85. 87. 88. 92. 95. 96. 97. 100. 
N.  2. 3. 7. 8. 10. 1 1  12. 15. 18  26. 27. 28. 29. 32. 34.36. 38. 39. 40. 

41.42.44.46.48.50.51.53.55.57.59. 
60.61.62.63.66.67.69.72.73.74.75. 
83. 86. 89. 90. 91. 93. 9-1. 98. 99. 


H.    Reste   der  Potenzen. 

Die  Reste  der  Potenzen  nach  einer  Primzahr  als  Modulus 
bieten,  wie  überhaupt  die  Congruenzen,  interessante  Beziehungen 
dar,  von  denen  im  Folgenden  mehrere  aufgestellt  und  nachge- 
wiesen werden  sollen.  6 

Man  bilde  die  successken  Potenzen  einer  Zahl  x;  dieselbe 
lässt  sieh  kWner  als  der  Modulus  p  annehmen,  da  immer,  so 
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bald  eine  Zahl  h  um  x  grosser  als  irgend  ein  Vielfaches  von  p 
ist,  der  Rest  einer  beliebigen  Potenz  von  A,  deren  Exponent  eine 
der  Zahlen  1,  2,  3....p~l  ist,  so  dass 

sich  auf  den  Rest  der  Potenz  xr,  mod/*  reducirt.  Wenn  daher 
x  eine  solche  Zahl  ist,  welche  zu  dem  Exponenten  qt  der  als- 
dann eio  Theiler  von  p  —  1  sein  muss,  gehurt,  oder  auch  eine 
primitive  Wurzel  der  Congruenz  ist,  d.  h.  zum  Exponenten  p  —  1 
selbst  gehurt,  so  sind  die  Reste  der  Zahlen 

sämmtlich  verschieden,  und  zwar  bilden  dieselben  eine  Periode, 
welche  sich  entweder  im  ersten  Fall  von  x9  ab  oder  im  zweiten 
Fall  von  x*~x  ab  wiederholt.  Diese  Reste  der  Potenzen  einer 
Zahl  nach  dem  Modulus  p  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise 
berechneo.  Wendet  man  das  Verfahren,  welches  sich  in  der  un- 
bestimmten Analytik  von  Scheffler  §.  142.  angegeben  findet, 
an,  so  sucht  man  sich  die  Reste  der  Vielfachen  von  x,  Ix,  2x, 
&r....(p —  l)x,mo(\p,  und  ordnet  dieselben  so,  dass  der  Fac- 
tor von  x  gleich  dem  Reste  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
ist,  bis  sich  zuletzt  eine  der  Congruenzen  wiederholt.  Substituirt 
man  für  die  Factoren  des  x  aus  der  vorhergehenden  Congruenz 
den  Werth,  welcher  diesem  Factor  congruent  ist,  so  wird  man 
nach  einander  die  Potenzen  von  x  mit  ihren  Resten  erhalten. 
Einfacher  möchte  aber  noch,  das  folgende  Verfahren  sein.  Wenn 
xn  irgend  eine  Potenz  von  x  bedeutet  mit  einem  Exponenten  n 
kleiner  als  pt  und  es  ist 

ar»Sr«,  mod  pf 

so  folgt  durch  Multiplication  mit  x: 

xn^l~rnxt  mod  p. 

* 

rnx  kann  grösser  oder  kleiner  als  pt  aber  da  p  eine  Primzahl 
.  ist,  nie  gleich  p  werden.     In  dem  Falle  r«a?>p  wird  man 
•V£==rn+i,  mod  p  haben,  also  auch 

s  rn-f-i,  mod  p\ 

in  dem  Falle  r»x  <p  ist  TuX  unmittelbar  der  Rest  der  Potenz 
Die  Regel  ist  also  diese:  Um  die  Reste  der  Potenzen 
einer  Zahl  x  nach  dem  Modulus  p  zu  erhalten,  muttiplicire  man 
die  vorhergehende  Congruenz  mit  der  Zahl  selbst,  und  bestimme, 
wen»  das  zweite  Glied  grösser  als  p  ist,  den  Rest  desselben 
nach  p;  *.  B.: 
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5l=5,  mod  13, 

5*=5.5==12,  mod  13, 

55=5.12=8,  mod  13, 

5*=5.8=1,  mod  13. 

In  diesem  Fall  gehört  5  zum  Exponenten  4;  es  werden  also  die 
Reste  der  Potenzen  von  5  von  der  vierten  Potenz  ab  wiederkeh- 
ren. Bekannt  ist  auch  die  Eigenschaft  der  Periode  dieser  Reste, 
dass,  wenn  man  dieselben  addirt,  sobald  man  den  Rest  der 
Oten  Potenz  der  Zahl  mit  hinzunimmt,  die  Summe  dieser  Reste 
innerhalb  der  Periode  immer  durch  p  ohne  Rest  theilbar  ist. 

Ausserdem  bieten  die  Reste  der  Zahlen  von  1  bis  />  —  1, 
welche  zu  gleich  hohen  Potenzen  erhoben  werden,  folgende  Be- 
ziehungen dar.  Wenn  man  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen 
1,  2,  3..../? — )  bis  zur  (p— l)sten  Potenz  bildet,  so  lassen  sich 
dieselben  in  der  Weise  anordnen,  dass  man  die  Reste  der  gleich 
hohen  Potenzen  neben  einander  schreibt;  dann  erhält  man  so- 
wohl in  vertikaler,  als  in  horizontaler  Richtung  immer  p — l  Zah- 
len, wie  dies  aus  dem  folgenden  Beispiele  hervorgeht,  in  wel- 
chem 7  der  Modulus  ist. 

Es  sind  hierin  nur  die  Reste 
angegeben,  indem  dieWurzeln 
der  Congruenzen  aus  der  er- 
sten Horizontalreihe  zu  ent- 
nehmen sind  und  die  Expo- 
nenten die  erste  Vertikalreihe 
bilden. 

Um  zu  der  Eigentümlichkeit  der  angegebeneu  Reihe  von  Resten 
zu  gelangen,  ist  zu  unterscheiden,  ob  dieWurzeln  einen  .geraden 
oder  ungeraden  Exponenten  haben. 

I.  Wenn  der  Exponent  gerade  ist.  Da  die  Anzahl  der  Zah- 
len 1,  2,  Z....p  —  1  wegen  der  ungeraden  Primzahl  p  immer  eine 
gerade  ist,  so  lassen  sich  dieselben  in  zwei  Klassen  bringen;  die 

erste  enthält  die  Zahlen  1,  2,  3....^=^;  die  zweite  die  Zahlen 

-g— »    —j~  ••••/»—  1.    Wenn  a  irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten 

Klasse  ist,  so  findet  sich  in  der  zweiten  eine  Zahl  (p— a),  welche 
von  der  Mitte  eben  so  weit  nach  rechts  entfernt  ist,  wie  a  nach 
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links.  Die  Potenz  a2"  wird  irgend  einen  Rest  r  nach  p  lassen, 
so  dass  a**~r,  mod  />. 

Da  aber  (p  —  <?)==  —  o,  mod p ,  also  (p  —  a)2"==(—  a2" 
ist,  so  folgt: 

(p— a)2n=r,  mod  p. 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3....p— 1,  welche 
von  der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  lassen  zu  geraden  Po- 
tenzen erhoben  immer  gleiche  Reste. 

Es  werden  daher  die  Reste  dieser  geraden  Potenzen  von  der 
Mitte  ab  steh  in  umgekehrter  Ordnung  wiederholen  oder  sie  He* 
gen  auf  beiden  Seiten  der  Mitte  symmetrisch. 

2.  Weun  der  Exponent  ungerade  ist.  Wenn  a'^Er,  modp, 
so  ist: 

*     (p-u)*»V  =(-a)*«»=-l.aW,modp, 

a,so   ;i;  «;..   i     '  i        :    -  ;  <  «  !  \  ... 

(p—u)2»*1  =  -  ^  =  (p  -  r^) ,  modp, 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1 , 2,  3....p  —  1,  welche 
von  der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  lassen  zu  ungeraden 
Potenzen  erhoben  zwei  Reste,  deren  Summe  immer  gleich  dem 
Modulus  p  ist. 

Beide  Resultate  lassen  sich  auch  mittelst  des  binomischen 
Lehrsatzes  leicht  ableiten.  Die  Summe  der  Zahlen,  welche  von 
der  Mitte  gleichweit  entfernt  stehen,  beträgt  immer  p,  nämlich 
a  +  (p— a)=p.  Wenn  man  (p  — a)2"  entwickelt,  so  ist  die  An- 
zahl der  (Glieder  des  Binoms  2«  -f  1 ,  also  das  letzte  Glied  a2ra 
positiv.  Da  in  allen  übrigen  Gliedern  der  Factor  p  erscheint,  so 
folgt  unmittelbar  (p  —  a)2n  =  a2".  mod  p,  d.h.  a2»  und  (p— a)4* 
lassen  gleiche  Reste.  Erhebt  man  p  —  a  zur  (2n-fl)sten  Potenz 
und  entwickelt  dieses  Binom,  so  ist,  da  die  Anzahl  der  Glieder 
2w  +  2,  also  gerade  ist,  das  letzte  Glied  a2*+1  negativ,  und  da 
die  übrigen  Glieder  den  Factor  p  enthalten,  so  folgt: 

(p  — a)^1  ==  -  a2*+1 ,  mod  p. 

Wenn  daher  a2*+1==r,  modp,  so  ist 

—  a2»+1  =— r,  =(p— n),  modp, 

also 

(p  -«)2«-M==(p— r,),  modp, 
und  r,  +  (p—  ri)  beträgt  p. 
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Ebenso  ist  die  Summe  der  ungeraden  Potenzen  zweier  solcher 
Zahlen  a  und  p  —  a  immer  gleich  einer  Zahl,  welche  durch  p 
theilbar  ist,  oder 

  =  fct 

P 

In  der  folgenden  Tafel  der  Reste  der  Potenzen  sind  nur  die 
Reste  selbst  angegeben,  während  die  Exponenten  aus  der  ersten 
Vertikalreihe,  die  Basis  aber  aus  der  ersten  Horizontalreihe  zu 
nehmen  ist.  Auch  sind  die  Reste-der  Potenzen  von  Eins  wegge- 
lassen, daher  sie  bei  der  Vergleichung  als  erste  Vertikalreihe  nach 
der  Reihe  der  Exponenten  in  Gedanken  hinzuzufügen  sind. 
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Anmerkung.  Die  Berechnung  der  Reste  der  Potenzen  einer 
Zahl  auf  die  oben  angegebene  Weise  lässt  sich  dadurch  erleich- 
tern, dass  man,  wenn  g  eine  gerade  Zahl  oder  die  Wurzel  eine 

1 

primitive  ist ,  die  Reste  nur  bis  zu  der  Potenz  ^  oder      —  durch 

Multiplication  bestimmt.  Von  da  ab  ist  es  nur  nötbig,  aus  den 
vorhergehenden  Resten  die  ErgSnzungen  zum  Mod.  p  der  Reihe 
nach  als  Reste  zu  nehmen,  da,  sobald  erst  xl  =1  oder  T>ezüg- 
lich  jf^Sil ,  modp  ist,  immer  die  Congruenzen  stattfinden : 

1  oder  x*  =  —  l,raddp.  i  j 
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Sei  also 

■  » 

x°^1,  moil p,  so  folgt  hieraus  x*    =—  Tl=(p—  rj, 

*  * 

a;2==ra,  a?»    =— l.rts=(p  — r8), 

ar'srg,  

•   •  » 

9 

:r«=-_l==p— 1,  afl=  —  1.  —  l.  =  +  l. 

Aehnlich  ist  die  Ableitung  der  Reste  för  die  Potenzen  von 
x  bis  zu  der  Potenz  p — 1»  wenn  x  eine  primitive  Wurzel  ist. 
Wenn  q  ungerade  ist,  so  müssen  die  Reste  bis  xt  berechnet 

f 

werden,  da  in  diesem  Falle  keine  Potenz  x*=—  1  existirt,  in 
welcher  der  Exponent  |  eine  ganze  Zahl  ist.  Eine  solche  Be- 
rechnung kann  hingegen  nie  bei  den  primitiven  Wurzeln  statt- 
finden, da  die  zu  diesen  gehörigen  Exponenten  immer  gerade  sind. 
Man  sieht  hieraus ,  dass  bei  der  Anfertigung  der  Tafel  der  Reste 
höchstens  der  vierte  Theil  durch  MultipJication  zu  berechnen  ist, 
während  die  übrigen  Reste  theils  in  umgekehrter  Reihenfolge 
wiederkehren,  theils  die  Ergänzungen  zum  Mod. p  bilden,  wie  es 
im  Vorhergehenden  näher  angegeben  ist. 

III.  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Da  die  Untersuchung  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  in  Folge 
der  Eigentümlichkeit  des  dekadischen  Systems  mit  den  Po 
tenzen  der  Zahl  10  und  deren  Resten  nach  einer  Zahl  als  Modu- 
lus  zusammenhängt,  so  liegt  es  nahe,  die  Frage,  ob  eine  gege- 
bene Zahl  durch  eine  andere  theilbar  ist  oder  nicht,  durch  die 
Congruenzen  zu  beantworten,  wie  es  im  Folgenden  geschehen 
soll.  Vorausgesetzt  werden  nur  die  ersten  Begriffe  der  Congruenz 
und  die  höchst  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Potenzen 
einer  Zahl  und  ihren  Resten  nach  einem  gegebenen  Modul. 

Es  l&sst  sich  irgend  eine  Zahl  allgemein  durch  an<tm-i  >^a^a0 
bezeichnen,  in  welcher  an,  o«-i....  die  Ziffern  bedeuten,  deren 
Indices  mit  den  Exponenten  der  Potenzen  der  Zahl  10  überein- 
stimmen.   Es  ist  daher: 
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10»  +  On-1 . 10— 1  +  ....+  «,  .  10»  +  «„. 

Da  aber,  wenn  r0»  ri >**»•••  •  bezüglich  die  Reste  der  Potenzen 
10°,  101,  iO2....  nach  dem  Modulus  p  sind,  wo  p  irgend  eine  be- 
liebige Zahl  sein  soll,  die  Congruenzen  stattfinden: 

an.  10"  =  OnVn,  modpt 

au-i .  10"-1  =  a»_ir«-i , 

..»,••••••• 

<7i .  10*  3  o,r, , 

4>.10°  =  ffo.l; 

so  folgt,  das»,  wenn 

- 

flu r n  +  «»-1  rn-i  + . . . .  f  «i  rx  +  öq= 0,  mod  p 

ist,  auch  die  Zahl  aNatt-i....  at  o0=0,  mod  p  sein  rauss,  d.  b. 
dieselbe  ist  durch  />  ohne  Rest  theilbar. 

Es  wird  also  eine  beliebige  Zahl  durch  eine  andere  ohne  Rest 
theilbar  sein,  sobald  die  Summe  der  Producte  der  einzelnen 
Ziffern  in  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahl  10,  auf  welche  sich 
jene  beziehen,  durch  diese  Zahl  ohne  Rest  theilbar  ist. 

Wendet  man  dies  Verfahren  auf  die  einzelnen  Zahlen  an,  so 
gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Modulus  2.  Es  ist  die  Zahl  anan— fljflo=0,mod2, 
sobald  A0~0,mod2  ist  oder  sobald  o0  eine  gerade  Zahl  ist. 
Denn  man  hat,  da  nur  10°=l,mod2,  und  alle  übrigen  Potenzen 
congruent  0  sind : 

au.  10"= 0,  mod 2, 


«i.10»==0, 

«o^«o; 

also 

a«.10"  -f  «»— i.lO*~t-K.~-f  «| .  101  +  ff0z=anan-\....  Oj a0~a0t  mod  2. 

2.  Moduli  3,  9  und  6.  Da  10*  =  1,  mod  3  ist,  so  sind  es 
auch  alle  folgenden  Potenzen  von  10,  so  dass  man  erhält: 

a».10n=fln,  mod  3, 
fln-i.10«-1  =a»_i, 

«   »  * 

.  ..... 
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folglich 

4 

cr-aw_i....a1o0=a«  + fln-1-f-....  +  ai  +  Oo,  mod  3. 

Wenn  daher  a„-fo«-i  +  +«i  +  <f0=0,  mod3  ist,  d.h.  wenn 

die  Summe  der  einzelnen  Ziffern  durch  3  theilbar  ist,  so  rouss 
es  auch  die  Zahl  selbst  sein. 

Da  9  sich  zu  den  Potenzen  von  10  eben  so  verhält  wie  3, 
indem  auch  nach  dem  Modulus  9  nur  der  Rest  1  vorkommt,  so 
folgt  unmittelbar  die  bekannte  Regel  fär  die  Zahlen,  welche  durch 
9  theilbar  sind.  « 

Wenn  man  die  durch  6  tlieil baren  Zahlen  untersucht,  so  er- 
giebt  sich,  dass,  da  die  Poteuzen  von  10,  ausgenommen  10°, 
sämmtlich  den  Rest  4  lassen: 

««.  10" =4oa ,  mod  6, 
aM-i.lOn-1=4a«_i, 


Oj.lO1^^,, 

o0  =  cr0; 

also 

anOit-i.*"  ai«o=4(an  +  a«_i  +  . ..  •  +  ffa  +  °i)+flo»  mod 6. 

Ist  daher  die  rechte  Seite  congruent  0,  so  ist  die  gegebene  Zahl 
durch  6  theilbar.  Wenn  aber  4(aB-r-aw_i-|-....-f-  fla+«i)+ffo=0>  m°d  6 
sein  soll,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  a0  eine  gerade  Zahl, 
etwa  2oo  ist.    Dann  ist 

2{2(o«  +  nn-i  +  ....  +  ff>+a1)+ao}=0,  mod 6. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Regel  für  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  6:  Man  wird  die  gewöhnliche  Regel  erhalten,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass,  sobald  zwei  Zahlen  m  und  n  relativ 
prim  sind  und 

a~6,  modm;  a=b,  mod  n,  auch  o=6,  mod  um 

sein  muss.   Wenn  daher 

an o*-i.... 0^0=0,  mod  2, 

anan-i —  ax  o0=0,  mod  3; 

so  folgt: 

4 

an  an—i . . . .  Q\Oq  ä 0,  mod  6 
oder  die  bekannte  Regel. 
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3.  Moduli  4,  8,  16,  32.,..  In  Bezug  auf  dip  Potenzen  von 
2  als  Moduli  findet  man,  dass  für  2*,  28,  2*....  bezüglich  die 
Potenzen  10*,  10*,  ICH,;...  erst  congruent  Noll  werden.  Allgemein 
mnss  sein:  .  ,    -  ». 

10"  =0,  mod  2" , 

:  ■  • 

i  |  .   ,  .   ;  . 

denn  es  ist 

=  =  5-  « int  ' 

Dahingegen  ist  .  „ 

"2"' 

also  nie  gleich  einer  ganzen  Zahl.  Alle  Potenzen  von  10,  deren 
Exponent  grösser  als  der.  des  Modnlus  ist,  werden  ebenfalls  con- 
gruent  Null. 

Wenn  daher  die  Zahl  ana»-i  o,  cro  =  0,  mod2m  sein  soll, 
worin  m<n,  so  muss  man,  sobald  die  gegebene  Zahl  im  Allge- 
meinen auf  ihre  Theilbarkeit  durch  2™  geprüft  werden  soll,  bis 
zu  der  Potenz  10"*  gehen  und  die  Reste  derselben  nach  dem 
mod  2»  untersuchen. 

Die  ersten  niedrigeren  Potenzen  geben  einfache  Resultate.  Da 

W=l,  mod 4,     102  =  2,     103  =  0; 

so  folgt: 

anon-\  ....ala0  =  2<r,  -f  cro=0,  mod 4. 

Also  ist  eine  Zahl  durch  4  theilbar,  sobald  die  Summe  aus  der 
doppelten  vorletzten  Ziffer  und  der  letzten  Ziffer  durch  4  theilbar  ist. 

»  ■  • 

Da 

100-1,  mod 8,   10*=2,   10*==2*,  10»=0; 

so  folgt 

Ofltffl-i . . . .  «jcr0  =  2a. cra  -f-  2flj  f  aQ  =  0,  mod  8. 

Also  ist  eine  Zahl  durch  8  theilbar,  sobald  die  Summe  der  drei 
letzten  Ziffern,  welche  bezüglich  mit  den  Potenzen  2°,  21, 2*  mul- 
tiplicirt  sind,  durch  8  theilbar  ist.  Geht  man  weiter,  so  tritt  bei 
dem  mod  16  für  2at  der  Rest  10a,  an  die  Stelle,  während  die  an- 
deren Potenzen  von  2  bleiben.  Man  wird  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  16,  32,  64  überhaupt  aus  dem  folgenden  Schema 
erkennen:  .  ! 

Theil  XXVI.  18 


■ 
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*n*n-\ ....  n,  aoSEViis+U«oa+ 10«!  +  ao&0;  med  16», 
o»a^i ....  o,  ö0=^a4+2»^  +  2%  + lÖu, mod32, 
o„a„_i ....    n0=2fia6  +  2*fl4+40<i3  +36aa  +  ]0a,  +«o=0,  mod64. 

Man  sieht  hieraus,  dass  sich  die  Regel  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  64  auf  diesem  Wege  complicirter  gestaltet.  Leichter 
lassen  sich  die  sonst  üblichen  Regeln  in  diesem  Falle  anwenden. 

4.  M od u Ii  5  und  10.  Da  alle  Potenzen  von  10,  ausge- 
nommen 10°,  congruent  0,  sowohl  nach  dem  mod5,  als  auch  nach 
dem  mod  10  sind ,  so  kommt  es  auf  die  Beschaffenheit  <Jer  Zif- 
fer a0  an,  indem 

ana*—\ ....  fli^o  —     =0,  mod 5,  10  i. 

sein  soll.  Diese  Ziffer  ist  nur  in  zwei  Fällen  durch  6  theil- 
bar,  sobald  sie  nämlich  0  oder  5  ist.  Ebenso  kann  a0  nur  con- 
grnent  0  nach  dem  mod  10  sein,  wenn  sie  selbst  0  ist. 

5.  Modulus  7.  Da  die  Reste  der  Potenzen  von  10  nach 
dem  mod?: 

I0l=3, 

102=2, 

103=6=- 1, 

10*=4=-3, 

10fl=5=-2, 

106=1 

44,  verschied eo  sind,  so  lassen  sich  die  Regeln  fu>  die  '^Jteilbar- 
keit  durch  7  am  zweckraässigsten  für  die  verschiedenen  mebr- 

7 

ziffrigeo  Zahlen  aufstellen,  wobei  die  Reste  grosser  als  ^  durch 
die  kleinsten  Reste,  negativ  genommen,  ausgedrückt  sind. 

«,^0=3(1!  -f  oo=0,  mod  7, 

«20^0=2^  +  30,  +  o0=0, 

«3 ....  a0  =  —  «rs  4  2oa +3oj  +  o0=0, 
,       «4;.„Oo=— (3o4  +  aa)+2aa  +  3a1  +  <ios0,  , 
>      «ft ki.. a0m~- (2»5  +  3a4  -f  «rs)  +  So^  +  &n  -f  o0?£=0, 

a4^..o0=flfl-(2a4+3ff4+63)4-2fl8+3fl1+o0— 0,  us^JV 

Da  nach  K)*sl,mod7  dieselben  Reste  wiederkehren,  so  15 est 
sich  das  Gesetz  leicht  fortbilden.  :«<».<■.:.> 
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»ÖJ  <*M  o du  Ins  11.  Hterfitr  ergiefct  steh  Äte  Regel  »ehr  leicht, 
wenn  man  die  kleinen  negativen  Reste  titt  m  Rectmftlng  «MM.-- Bit 

10°=], 

10»=+!,  u.a.  f., 

so  ist 

fl»oll_i....ii1ao=(-l)»ff„+(-L)«^aw_i+....+oa-c1+<ro=0,  mod II. 

Die  Zeichen  ergehen  sich  je  Dach  der  Beschaffenheit  des  u,  so 
wie  «Ue  bekannte  Hegel  unmittelbar  hieraus  folgt.  .  !  .  ... 

i(,  7  Modul us  17.  Da  10  eine  primitive  Wurzel  von  17  ist 
jind  die  einzelnen  Reste  kein  regelmässiges  Bildungsgesetz  hcfol- 
Jfcrn,  so  wird  die  Prüfung,  ob  eine  Zahl  durch  17  theilbnr  ist, 
nicht  kürzer  als  die  Division  selbst  sein.    Die  Reste  sind  : 

■  » 

E*p.  1,  %  3,  4,  5,  a,   7,  8,   9,  10,  11,  12,  IS,  14,  15,1«. 

T^te  l  ^  15'         4'    6*   9'    Ö'  16'    ?'    2>    3'  I3,Uj    8,  J^  1 
^  (-7,-2,-3,+4,+6,-8,+5,-l,+7,+2,+3,-4,-6,+8,-5,+l. 

JSimrat  man  negative  Reste  mit  hinzu»  so  hat  man  folgendes 
Schema :  , .  , 


«>0    ^-7^+^=0,  mod  17, 

«8....«0=  —  (3o8  +  2o2  -f  7tfx)  -f  a0=Q, 
<iA....a0z=  -  (3%  +  2aa  +  7a,)  +  4r/4  +  o0 =0, 
oa....o0=  ~  (3"3  +  2"a  +  7^)  +  6a6  +  4o4  +  a0  =0, 
a6....a0=— (8«ö  +  3aa  +  2^  +  7at)  -|-  Ba6  +  4a4  -f  <?0=Ö> 
ar.o.a6«-(8ö6+3fl8+2afc+7a1)^ffr+6fl6+4fl4+«0^,, 
8.   Modulus  19.    Die  Reste  der  Potenzen  sind  folgende: 
E*t>>   1,    2,     3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,   11,  12, 

Re,ul  1Q*    Ö>    12*    6*    3*   U'  15,  17,   18,     9,  H  7, 
f  +K),  +«,  +3,  -8,  -4,  -2,  -1,  -10;  -I*. 

Exp.   13,   14,   15,   16,   17,  18. 

i   13,   16,    8,     4,     2,  1. 
Rest«  }  •  • 

(  -6,  -3,  +8,  +4,  +2,  +h 

18* 
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Nimmt  man  die  Rente  aas  der  zweiten  Reihe,  so  gelten  fÄr  die 
verschiedenen  raehrziffrigen  Zahlen  in  Zeichen  die  folgenden  Regeln: 

a4 o0  =  lO^i  +  ao = 0 ,  mod  19., 

c#....ao=-(a9+2aa+4oy-f8aÄ)+3a6+0fl4+12fla +5aa+I0ii1+ao=0, 

u.  s.  f. 

Je  weiter  man  in  den  Zahlen  fortschreitet,  desto  zusammen- 
gesetzter werden  die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  Betrachtet 
man  aber  die  im  Vorhergehenden  aufgestellte  Tafel  der  Reste  der 
Potenzen  der  Zahlen  für  den  mod  19  näher,  so  findet  sich  ein 
solcher  Zusammenhang  zwischen  den  Resten  der  Potenzen  von 
10  und  denen  von  2,  dass  die  Reste  der  ersteren  eine  Reihe  bil- 
den, welche  die  Reste  der  Potenzen  von  2  in  umgekehrter  Reihen- 
folge enthalten.  Diese  Eigentümlichkeit  gilt  aber  nicht  allein 
von  den  beiden  Zahlen  2  und  10,  sondern  es  lassen  sfimmtliche 

Zahlen  1,  2,  3  p  —  1,  sobald  der  Modulus  p  eine  Primzahl  ist, 

sich  so  mit  einander  verbinden,  dass  deren  Reste  der  Potenzen 
die  eben  speciell  ffir  2  und  10  angegebene  Eigenschaft  besitzen. 
Da  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  sich  aus  dem  Bisherigen  beur- 
theilen  lässt,  so  bedarf  es  einer  weiteren  Entwickelung  für  be- 
stimmte Primzahlen  nicht  mehr,  und  ich  komme  daher  noch  ein? 
mal  auf  die  Reste  der  Poteuzen  zurück,  indem  ich  sie  jetzt  von 
dem  hier  schon  angedeuteten  Gesichtspunkte  aus  betrachte. 

IV.   Weitere  Betrachtung  der  Reste  der  Potenzen. 

Nehmen  wir  zur  Erleichterung  die  Reste  der  Potenzen  nach 
dem  mod  19,  so  findet  sich  bei  der  Betrachtung  der  17ten  Poten- 
zen der  Zahlen  2,  3,  4....  17,  dass  die  Reste  derselben  auf  die- 
jenigen Zahlen  hinweisen,  welche  ebenfalls  zu  den  Potenzen  von 
1  bis  17  erhoben  solche  Reste  geben,  deren  Reihe  die  umge- 
kehrte der  Reihe  der  ersteren  Reste  ist.  So  ist  217=10,  mod  19, 
und  die  Potenzen  von  10  geben  dieselben  Reste,  welche  die  Po- 
tenzen 2ir  bis  21  lassen.  Ebenso  ist  3ir  =  13  und  es  folgen  für 
IS1  bis  13"  die  Reste  der  Potenzen  3"  bis  31.  Stellen  wir  diese 
Zahlen  für  den  mod  19  zusammen,  so  sind  es  die  folgenden: 

2—10,  3-13,  4-5,  6-16,  7-11,  8-12,  9-17,  14-15. 

Die  Multiplication  je  zweier  solcher  verbundenen  Zahlen  er- 
giebt  die  Zahlen: 


> 
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'/ 

20,         39,         77.         96,        163,  «10 

* 

oder  * 

1.19+1,  2.19  +  1,  4.19  +  1,  5.19  +  1,  8.19  +  1,  11.19+1. 

d.  b.  das  Produtt  beider  hat  immer  die  Form  19m +  1.  Hierdurch 
ist  man  im  Staude,  die  Relation  zwischen  je  zwei  verbundenen 
Zahlen  allgemein  nachzuweisen.  Es  sei  p  irgend  eine  ungerade 
Primzahl  und  a  und  6  zwei  Zahlen  kleiner  als  p  von  der  Beschaf- 
fenheit, das8  ihr  Product  die  Form  tnp  +  1  hat,  so  ist  immer: 

«r=6P— 1_ r,  in  od  p. 

Hierin  bedeutet  r  eine  Zahl  ebenfalls  kleiner  als  p.  Durch  Mul- 
tiplication  dieser  Congruenz  mit  o*"  folgt: 

(ab)r=  6p-1  ==  1 ,  rood/y. 

Setzt  man  för  ab  den  Werth  mp  +  l,  so  hat  man : 

(m/>  +  l)r  =  l,  modp, 

und  durch  die  Entwicklung  des  Binoms: 

mrpr  +  r,mr-  1pr~1  +  ....  +  rxmp  +  1  =  1,  mod  p 

oder 

mrpr  +  r1mr-|pr-1  +  ....  +  rxmp  =0,  niod p. 

■ 

Dieser  Congruenz  wird,  da  in  jedem  GHede  wenigstens  p  vor- 
kommt, Genüge  geleistet;  und  da  dieselbe  eine  noth wendige  Folge 
aus  der  obigen  ar  =  6P-1-r,  mod/?  ist,  so  muss  diese  letztere 
unter  der  Voraussetzung,  dass  a6  =  wp+l,  stattfinden.  Da  man 
für  r  die  Zahlen  0,  1,  2,....p  — 1  einsetzen  darf,  so  erhält  man 
darnach : 

a°  =  6p-1,  modp, 

ai==6P-*, 

uä  =  6p-3, 

a»  =  6P-4,  ar-*=Ebl. 
....     aP-1  =  6°. 

d.  b.  die  Bestätigung  der  angegebenen  Eigentümlichkeit  der 
Reste.  Nennen  wir  zwei  solche  Zahlen  a  und  6  verbundene 
Zahlen,  so  haben  dieselben,  wenn  man  die  Congruenz  (a6)r=.l,  modp 
benutzt,  auch  noch  die  Eigenthümlicbkeit,  dass,  wenn  man  das 
Product  derselben  zu  irgend  einer  Potenz  erhebt,  diese  immer 
coogruent  1  ist  oder  die  Form  np  +  1  haben  muss. 
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Stellt1  man  die:  verbundenen  Zahlen  für  verschiedene)  Moduli 
nach  der  obigen  Tafel  zusammen,  so  ergtebt  sich: 

mod.5:  2-3      mod7:  2—4      modll:  2-6       modl3;  ^—  7 

3-5  3-4  3-  9 


«  1 

1 

i 

5-9 
7-8 

4-  10 

5-  8 

17:2-9    roodl9:  2-10 

mod23:  2-12 

m«d29;  2—1* 

3-  6 

a-13 

3-  8 

3—10 

4-13 

4-  5 

4-  6 

4—22 

5-  7 

6-16 

5-14 

5—  6 

8-15 

;-n 

7-10 

'7-25 

10-12 

8-12 

9-18 

8-11 

11-14 

9-U 

11—21 

0—13 

14-15 

■• 

13—16 

12—17 

15—20 
17-19 

14—27 
16—20 

• 

t 

18-  21 

19-  26 

23-24 

mod31:  2—16 

11-17 

mod37:  2—19 

11-27 

3-21 

12-13 

3—25 

12— U 

4—  8 

14-20 

4-28 

13-20 

5—25 

15-29 

5-15 

17-24 

6— r26 

18-19 

6-ai 

18-35 

7—  9 

22-24 

7-16 

21-30 

10-28 

23  -27 

8-14 

22-32 

9-33 
10-26 

23-29 

Die  verbundenen  Zahlen  umfassen  für  den  nxoAp  die  sämmt- 
lichen  Zahlen  2,  3,  4,  ....p— 2.  Dahingegen  können  die  Zah- 
len 1  und  p  —  1  isolirte  genannt  werden,  da  sie  weder  beide 
zusammen  verbundene  sind,  noch  auch  mit  einer  der  Zahlen 
$r  3.... 2  verbunden  vorkommen.  In  Bezug  auf  1  ist  es  ohne 
Weiteras  elnleacfctend ;  aber  auch  p  — 1  kann  mit  keiner  anderen 
Zahl  verbunden  vorkomme».  Da  nämlich  diese  Zahlen  die  Form 
haben,  **rin  k  dm  Werth«  2,  3....  ^-3  annehme»  kann* 
so  müsste  nach*  dem:  Obigem  .  s           -  i  i  .  j 
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(«  -  ky  =  {p  —  \)P-l-r ,  raod/> 

und  (p —  k)  (p —  1)  von  der  Form  mp  f-1  sein;  es  hat  aber  die 

Form  (p — 1k)p-\-kt  worin  k  nie  den  Werth  1  erhalten  kann. 

irinxtOiVI  M<«i'i  s\  HonJ  Tili  ;        .  it/ü. , «VI        lluv  i^itJÜLi 
Indessen  lassen  sich  1  und  p  —  l  insofern  dazu  rechnen .  dass 

sie  mit  sich  selbst  multiplicirt  congruent  1  werden  oder  die  Form 

mp  +  l  haben.  Denn 

(p-l)==—  I,  modp, 

also 

(,,-1)*=  +  l.modp.  '"'  ., 

Hingegen  ist  keine  der  Zahlen  2,  3  j>  -  2  eine  isolirte,  denn 

es  ist 

(p  —  k^^ip  —  lfyp  +  roodp. 

Da  aber  />•  nie  1  sein  kann,  so  hat  auch  (p  —  k)9  nie  die  Form 
mp  +  1. 


Unmittelbar  leuchtet  auch  ein,  dass  zwei  verbundene  Zahlen 
immer  zu  denselben  Exponenten  gehören  müssen ,  da  im  entgegen- 
gesetzten Falle  nie  dieselben  Reste  in  umgekehrter  Reihenfolge 
wiederkehren  konnten;  ferner  das»,  wenn  zu  einem  Exponenten 
nur  zwei  secundäre  Wurzeln  gehören,  dieselben  immer  verbun- 
dene Zahlen  sein  müssen.  —  Es  findet  eine  andere  Eigenschaft 
speciell  in  Bezug  auf  die  Zahl  10  statt,  wenn  die  Primzahl  von 
der  Form  lOn — 1  ist,  wodurch  ich  zunächst  auf  die  eben  ent- 
wickelten Gesetze  aufmerksam  gemacht  wurde.  Wenn  p  die  Form 
10»  —  1  hat,  wie  die  Zahlen  19,  29,  59....,  so  hat  die  mit  10 
verbundene  Zahl  den  Werth  n  selbst. 


Da  ab  —  mp  \  \  sein  soll  und  6  =  10,  so  ist 
\Oa=mp  +  \  =m(I0n-l)  +  1. 

I  ••••  * 

Da  die  letzte  Ziffer  in  der  Zahl  (10/* —  1)  9  ist,  so  kann  dieser 
Gleichung  nur  genügt  werden,  wenn  m  den  Werth  1,  11,21  u. s.  f. 
hat.  Ton  diesen  ist  jedoch  nur  Miss]  brauchbar,  da  die  Übrigen 
für  a  solche  Wert  Ii  e  gehen,  welche  grösser  wie  p  sind;  diese 
sind  aber  bei  allen  diesen  Untersuchungen  ausgeschlossen.  Dann 
bat  man  unmittelbar  a  =  n,  und  es  findet  nach  der  obigen  Be- 
zeichnung die  Relation  statt,  da  ti  =  n  und  6  =  10: 

nr  =  lüp-i-r,  „lod  (lOn  -  1) 

oder 


(10»)' =  10p-1  =s  1,  raod(lOn-J) 


Buttel:   lieber  die  lleste  der  Potenzen  der  Zahlen. 


d.  h.  wie  es  der  Fall  ist,  da  man  durch  Division 

die  bekannte  endliche  Reihe  erhält. 

Bisher  galt  die  Beschränkung,  dass  der  tnodp  eine  Primzahl 
bedeute;  lässt  man  diese  Bedingung  fallen,  so  gilt  auch  dann 
noch  die  angegebene  Relation ;  allein  man  darf  wie  bei  ähnlichen 
Sätzen  in  der  Zahlentheorie,  sobald  der  Modulus  keine  Primzahl 
ist,  nur  diejenigen  Zahleu  nehmen,  welche  relative  Primzahlen 
zu  dem  Modulus  sind. 

Wenn  r  irgend  eine  zusammengesetzte  Zahl  bedeutet  und  q 
die  Anzahl  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen,  also  o=Äfl,r,  so  hat 
man  nach  dem  verallgemeinerten  Fermat' sehen  Lehrsätze  die 
Beziehung: 

<rf3l,  modr,  wenn  avr. 

Wenn  aber  a  und  b  wiederum  zwei  solche  Zahlen  sind,  deren 
Product  von  der  Form  iwr-fl  ist,  und  welche  beide  relative  Prira 
zahlen  zu  r  sind,  so  muss  die  Relation  stattfinden:^ 

o«  =  6e—,  modr,  t<Q. 

Hieraus  folgt: 

(aö)*  =  6?3  I,  modr,  ■!"»' 

und  da  ab  =  mr  -f  1 : 

(wir  f  1)*=  1,  modr. 

Die  Entwickelung  ergiebt  wie  früher  die  Richtigkeit  der  Con- 
gruenz.  Also  werden  die  Reste  der  Potenzen  der  einen  verbun? 
denen  Zahl  die  umgekehrte  Reihe  der  Reste  der  Potenzen,  der 
andern  ergeben.  In  diesem  Falle  kommt  es  aber  auch  vor,  dass 
nicht  allein  die  Zahlen  1  und  r  — 1,  wie  früher  1  und  p  —  1,  mit 
sich  selbst  multiplicirt  die  Form  mr+1  haben,  sondern  es  linden 
sich  mehrere  aus  der  Reihe  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen,  wie 
man  aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen  kann: 

mod 9:  2-45  und  1— 1  '       mod  15:  2—  8  und    4-4;    1—  I 

4-  7        8-8  7-13        11— Jl;  14—14 

niodl6:3-ll  und  7-7;    1-  I      mod 28:  3— 19  und  1—1 

5-  13        9-9;  15-15  5-17  13-13 

9—25  15—15 
11-23  27-27 

Ob  die  Zahlen,  deren  Reste  der  Potenzen  nur  einmal  vor- 
kommen, sich  von  den  eigentlichen  verbundenen  Zahlen  unter- 
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scheiden,  habe  ich  nicht  weiter  untersacht,  da  die  Entwiekelungen 
schon  eine  weitere  Ausdehnung,  als  ich  beabsichtigte,  erhalten  haben. 

Er  läset  sich  nach  dem  Bisherigen  folgendes  Resultat  auf- 
stellen :  Wenn  der  Modulusp  eine  Primzahl  ist,  so  sind  alle  Zahlen 
von  2  bis  p — 2  verbundene  Zahlen  und  nur  1  und  p— 1  isolirte  Zahlen. 

Wenn  der  Modulus  r  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so 
können  ausser  1  und  r — 1  unter  den  zu  r  relativ  primen  Zah- 
len, kleiner  als  r,  noch  andere  isolirte  Zahlen  vorkommen. 

Da  ich  es  nicht  streng  nachweisen  kann,  dass  sie  sich  immer 
finden  müssen,  darf  ich  den  Satz  nur  so  aussprechen  und  be- 
halte mir  eine  weitere  Untersuchung  vor. 

Schliesslich  möchte  ich  noch  auf  diejenigen  mehrziffrigen  Zah- 
len aufmerksam  machen,  deren  Ziffern  s&mmtlich  «inander  gleich 
sind.  Dieselben  werden  durch  gewisse  Primzahlen  th  eil  bar  sein 
müssen,  wie  z.  B.  alle  zweiziffrigen  Zahlen  mit  gleichen  Ziffern 
durch  11,  alle  dreiziffrigen  durch  37  u.  s.  f. 

Es  lassen  sich  diese  Zahlen  leicht  bestimmen,  da  sie  mit  den 
secundftren  und  primären  Wurzeln  der  Congruenzen  in  Zusammen- 
hang stehen.  Ist  irgend  eine  Zahl,  anan-i^>.a0t  gegeben,  so 
wird  diese  durch  eine  Primzahl  p  theilbar  sein  müssen,  wenn 

a  (10"  +  10*-1  +  . . . .  +  10»  + 1)  ==  0,  mod  p 

ist.  Man  hat  aber  nur  nöthig,  aus  der  Tafel  der  Wurzel  der  Con- 
gruenzen diejenigen  Exponenten  zu  suchen,  zu  denen  10  für  die 
verschiedenen  Moduli  gehört,  um  zu  wissen,  wie  viel  gleiche 
Ziffern  da  sein  müssen,  damit  die  durch  sie  dargestellte  Zahl 
durch  p  theilbar  ist.  Es  folgt  ohne  Weiteres,  dass  dann  auch 
diejenigen  Zahlen  mit  gleichen  Ziffern,  deren  Anzahl  ein  Viel- 
faches des  zu  10  gehörigen  Exponenten  ist,  durch  den  Modulus/? 
theilbar  sein  müssen.  Darnach 


gehört  10  zu  dem  Expon.2,mod  11 

„     „  „  „  „  6,  mod  13 

n     >,  »i  „  • »  16,  mod  17 

„  „  .*  i,  l8,mod'19 

,»     ,t  ,>  »»  22,mo423 

„     „  „  „  „  28,  mod  29 

„     „  „  „  „  15.JU <>d  31 

„     „  „  „  „  3,  mod  37 

„     „  „  „  „  5,  mod  41 

„     „  „  „  „  21,  mod  43 

„  „  „  „  46,wod47 

»«     »»  »»  »»  »  13,  mod  53 


gehört  10 zu  dem  Expon.  58,  mod  59 
„     ,»   »»   »,  ,   i»  60,mod61 

33,  mod  67 

»  »»  »  »  .»  3Ö,mod7l 
»»  »  %*  n  tt  8,rood73 
i»  „  %»  n  »»  13,mod79 
,»  „  „  „  »»  41,  mod  83 
m     it   n  „     44,  mod  89 

»»  »»  »»  »»  »»  96,  mod  97 
tp     m   »»  •»      „     4,  mod  101 
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Hieraus  la*s£  sich  ersehen,  dass  bei  gUi  ehern  Ziffern 

zweiziffrige  Zahlen  durch  11, 

drelziffrige  „  „  37, 

vierziffrige  „  „  IUI, 

fönfziffrige  „  „  41, 

sechsziffrige  „  „  13, 

u.  S.  f. 

theilbar  «ein  müssen 


:  » .  • ;  t . 


■  i     >  . 


■       ««    •  .  I 


'  1 


XVIII. 


Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
cher drei  gegebene  Kreise  beröhrt. 


F  « 


Von 


;■<:•  •»  /    Herrn  Ferdinand  Ken? 
KUtwetMler  m  der  fcrossherzoglich  Hessischen 


Gi 


*  i  ■ 


Zweite   A  b  i  h  e  i  1  o  n  g  *). 

.       t  §.  31, 

Ist  a  (Fig.l.)  der  äussere  und  {  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt  zweier  Kreise  SR  und  M  und  bezeichnen  91' ,  ffl  die 
Durchschnittspunkte  der  Centrale  2RM  mit  der  Peripherie  des 
Kreises  2H,  ebenso  N,  N'  die  Durchschnittspunkte  der  Centrale 
mit  der  des  Kreises  M\  so  werden,  wenn  der  Punkt  iV  in  Bezug 
auf  den  Kreis  9R  seine  Lage  beibehält,  der  Halbmesser  iViüf  des 


*)  Fortsetzung  ton  Thl.  XXIV.  Hft.  2.  S.  211—228.  Alle  «n  dieser 
zweiten*  Abtheitung  gehörende«  Figorentnfeln  simi  mit  »,14er»'*  bezeich- 
net und  die  Figuren  auf  denselben  ohne  Unterbrechung  von  Fig.  1.  bis 
Fig.  28.  gezählt. 
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Kreises  M  aber  sieb  vergrössert,  sieb  auch  der  äussere  und  in- 
nere Aebnlicbkeitspunkt  a  und  i  der  Peripherie  des  Kreise*  SR, 
nämlich  den  Punkten  91'  usd  91  nähern  und  mit  diesen  Punkten 
zusammenfallen,  sobald  der  Halbmesser  JSIH  unendlich  gross  an- 
genommen wird,  nämlich  die  Peripherie  des  Kreises  M  in  die 
Tangente  MM"  des  Punktes  N  übergeht. 


;  J  •      'i  -  !  x 


Daher  kann  man  sagen  : 

Für  einen  Kreis  3R  und  eine  gerade  Linie  JTlf«  sind  «kr 
äussere  und  innere  Aebnlichkeitspunkt  die  bezüglichen  Durch- 
schnittspunkte der  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Gerade  gefällten  Senkrechten  mit  der  Peripherie  des  Kreises. 

i    "  t  <•«  .1-1  .t.!      ;'-.»..  . 1 

•  •  ■  -ii  ^    ß2  ' : ' 

•t     /  •  .       i       ,!    -      •  '     -  -  i 

VorWeujezt  sieb  aber  der  Halbmesser  des  Kreises  Ül  (Fig.  1.) 
bei  ungeändertem  Halbmesser  des  Kreises  Mf  so  rücken  auch 
der  äussere  und  innere  Aebnlichkeitspunkt  a  und  ?  dem  Mit- 
telpunkte des  Kreises  Wt  näher  und  fallen  mit  demselben  zusam- 
men» sobald i  der  Halbmesser  unendlich  klein  wifd,  der  Kreis  2R 
also  in  eiaea  Punkt  ubergent..  -f  * '      .  i 

_  .  •  •:  :•  :it:  i.i!  !  '  i  jii  riidliil  ■  — l 
Daher  kann  man  sagen: 

Für  einen  Punkt  SW  und  einen  Kreis  M  ist  ersterer  selbst 
äusserer  und  innerer  Aebnlichkeitspunkt. 

Diese  Eigenschaft  des  Punktes  9Ä  ändert  sich  nicht,  wenn 
sich  nunmehr  der  Halbmesser  des  Kreises  M  vergrüseert.  Wird 
derselbe  unendlich  gross  gedacht,  so  kann  man  sagen: 

Für  einen  Punkt  SK  und  eine  gerade  Linie  M' Hü"  ist  ersterei 
selbst  äusserer  und  iunerer  Aebnlichkeitspunkt. 

'Hl*.  1'1'tt,    «l  .   S'n  •  ji-Ii  ■■'  >    V  :      S  -V  .-I»  .ti     i    Ii  iMfr-ili 

jf.il--i      •    ».  •    •■       .      s   n.    ■»       ..•i1i  i{'!T.»iu,"i!»  -.U  nrib 

0.  »54. 

<*«Ui-  ff     -  •••<•:         «  ■  -;n  .  • 

Sind  9)2  und  (Fig.  2.)  zwei  aus  einander  liegende  Kreise 
von  gleichen  Halbniessera,  so  fällt  der  äussere  AehRlichkeitspunkt 
a  beiderseits  unendlich  weit  weg  und  der  innere  Aebnlichkeits- 
punkt i  ist  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  $JIM. 

Ii  ehalten  nun  die  Durcbschnittspunlcte  0i  und  der  Kreise 
mit  der  Centrale  ihre  Lage  bei  gleichmässiger  VergrSsserung  der 
Halbmesser,  so  ändert  sich  die  Lage  ihrer  Aehnticbkeit^punkte 
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nicht  und'  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wenn  auch  die  Halbmesser 
unendlich  gross  werden,  d.  b.  wenn  sie  mit  ihren  bezüglichen 
Tangenten  in  91  und  N  zusammenfallen. 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Parallelen  «WST  und  M'M"  fallt  der  äussere  Aehn- 
lichkeitspunkt  in  senkrechter  Richtung  auf  sie  beiderseits  unend- 
lich weit  weg  und  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  ist  der  Halbi- 
rungspunkt ihrer  Entfernung. 

§.  35. 

Werden  die  Halbmesser  der  Kreise  SW  und  M  (Fig.  2.) 
gleichmässig  kleiner,  so  ändert  sich  die  Lage  ihrer  Aebnlicb- 
keitspunkte  nicht  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wann  die  Halb- 
messer unendlich  klein  werden,  d.h.  wenn  die  Kreise  in  Punkte 
übergehen. 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Punkte  fallt  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt  beider- 
seits unendlich  weit  weg  und  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  ist 
der  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung. 

{.  36. 

Schneiden  sich  zwei  Kreise  und  M  von  gleichen  Halb* 
messern  (Fig.  3.),  so  fallt  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt  a 
in  der  Richtung  ihrer  Centrale  9Rüf  beiderseits  unendlich  weit 
weg  und  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  i  ist  der  Halbirungspunkt 
der  Centrale 

Behält  nun  der  Durchschnittspunkt  N  beider  Kreise  seine 
Lage,  vergrössern  sich  aber  die  Halbmesser  und  NM  der- 
selben gleichmässig,  so  wird  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  zwar 
immer  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  bleiben,  sich  aber  von 
dem  Durchschnittspunkt  N  entfernen,  und  er  wird  unendlich  weit 
wegfallen,  wenn  die  Halbmesser  beider  Kreise  unendlich  gross 
werden,  nämlich  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten,  STO/SR"  und 
M' Mn  %  in  N  zusammenrallen.    Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  gerade  Linien,  welche  steh  schneiden,  faflen  äus- 
serer und  innerer  Aebnlichkeitspunkt  unendlich  weit  weg,  und 
zwar  in  Richtungen ,  welche  senkrecht  auf  einander  stehen  und 
mit  den  Halbirangslinien  der  von  den  gegebenen  Linien,  >3Ä'9R* 
und  M'M" ,  gebildeten  Winkeln  zusammenfallen. 
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Die  Betrachtung  der  beiden  Kreise  3»  und  M9  welche  in  $.  36. 
in  J&ezug  auf  den ,  vor«  den  beiden  Linien  gebildeten  Winkel  iViVSR" 
angestellt  wurde,  hatte  auch  in  Bezug  auf  seinen  Nebenwinkel 

STO'iVjfi'  r  tattflnden  können,  und  sie  würde  ganz  zu  demselben  Re- 
sultat geführt  haben.  Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien 
sind  daher  die  Süsseren  Aehnlichkeitspunkte  auch  die  inneren 
und  die  inneren  auch  die  äusseren. 

•»tft*>^»<<j* '    r**  1  •* 1  '.-rt::!  -  "V-         .<    . •  1"—  r  •  <  J  •  ' 

■kr  «n!>i-,  -  §■  881  I'    f..  i 

Aas  dem  aufgestellten  Begriffe  des  äusseren  Aehnlichkcits» 
kreises  ($.  18.  1))  geht  her  vor,  dass  sein  Halbmesser  nicht  kleiner 
ist  wie  a$  und  nicht  grosser  wie  aT,  dass  also  seine  Peripherie 
eine  Lage  hat,  die  den  Berührungspunkt  $  ein-  und  den  Berüh- 
rungspunkt T  ausschliefst.  "A  ,  ll 
• 

§.  39. 

■    -I  r 

Geht,  nach  §.  31.  (Fig.  I.),  der  Kreis  M  in  eine  gerade 
Linie,  nämlich  in  seine  Tangente  in  N  über,  so  fallen  der  äus- 
sere Aehnlichkeitspunkt  a  und  der  Berührungspunkt  $  der  Tan- 
gente nach  W  und  a%  und  a$'  (Taf.  IV.  Fig.  2.  in  Tbl.  XXIV.) 
werden  unendlich  klein;  dagegen  fällt  der  Berührungspunkt  T  un- 
endlich weit  weg  und  aT  lauft  mit  M' M"  parallel.  Es  handelt 
sich  also  darum,  zwischen  aX  =  0  und  aT=cc  die  mittlere  Pro- 
portionale zu  suchen. 

Nach  §.  1.  ist  für  jede  Lage  einer  äusseren  Aehnlichkeits- 
linie  afBB: 

a&.aB  =z  aZ.aT, 


•  1 


also  im  vorliegenden  Falle: 

ü8.a£  =  0.«.   (Fig. 4.) 

d.  h.  es  ist  im  vorliegenden  Falle  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
0  und  oo  gleich  der  mittleren  Proportionale  zwischen  aB  und  «99. 
Zu  einem  Kreise  9R  und  einer  geraden  Linie  M'M"  findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  äusseren  Aehlichkeitskrei- 
•es,-  wenn  man  von  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  a  nach 
irgend  einen  Punkte  B  der  gegebenen  Linie  eine  Gerade  aB 
zieht  und  au  dieser  und  der  von  ihr  abgeschnittenen  Sehne  o© 
die  mittlere  Proportionale  0%'  bestimmt 
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Da  man  znr  Bestimmung  des  äusseren  Aehnlichkeitspunktes 
bereits  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Gerade  eine 
Senkrechte  gefällt  bat,  so  bedient  man  sieb  zweckmässig  dieser 
zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des  äusseren  Aehnlichkertskrei- 
ses,  indem  man  zu  a]S  und  ai  die  mittlere  Proportionale  sucht. 


 .  <  ■  ♦ «'  ». 


{.40. 


Geht,  nach  §.  31.  Fig.  1.,  der  Kreis  fi{  in  eine  gerade  Linie« 
nämlich  in  seine  Tangente  in  N  Aber,  so  fallen  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  i  und  der  Berührungspunkt  ©  der  Tangente 
nach  SR  und  t®  und  t®  (Taf.  IV.  Fig.  3.  in  Thl.  XXIV.)  werden  un- 
endlich klein;  dagegen  fallt  der  Berührungspunkt  G  unendlich  weit 
weg  und  iG  lauft  mit  M' Mn  parallel.  Es  handelt  sich  also  darum, 
zwischen  i®  =  0  und  iG  =  cn  die  mittlere  Proportionale  zu  suchen. 

Nach  $-3.  ist  für  jede  Lage  emer  inneren  Aehnfichkertsltnie 

V8'.iB'  =  i®.iG, 

also  in  vorliegendem  Falle: 

,  m'.iß'  —  Q.ac,  (Fig.5.) 

d.  h.  es  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  0  und  oo  gleich 
der  mittleren  Proportionale  zwischen  t$'  und  %B'. 

.  •  jCh  einem  Kreise  9R  und  einer  geraden  Linie  M'M"  .findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  inneren  AehnJichkeits- 
kreises ,  wenn  man  durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  i  irgend 
eine  Gerade  Sß'B'  legt,  welche  den  Kreis  in  99'  und  die  gegebene 
Linie  in  Bf  schneidet,  und  zu  dieser  Geraden  99'2P  und  der  von 
ihr  abgeschnittenen  Sehne  zSB'  die  mittlere  Proportionale  t$' bestimmt. 

Da  man  zur  Bestimmung  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 
bereits  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  rdie  'gegebene  .Ge- 
rade eine  Senkrechte  gefallt  hat,  so  bedient  man  sich  zweckmäs- 
sig dieser  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des  inneren  Aehnlich- 
kettskreises,  indem  rann  au >ei  und  tiVdie  mittlerePropertionalesnisht. 


§41. 


Aus  «dem  >Schlusssatze  der  •§§.  39.  und  40.  felgt  ,  d  ciss  fi>T  einen 
gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerede  der  Halbmesser  des 
äusseren  Aehnrichkeitskreises  und  der  Halbmesser  des  inneren 
sich  zugleich  ergeben.    Sie  bilden  mit  dem  Durchmesser  des  ge- 
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gebenen  Kreises  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  zu  welchem  letzte- 
rer die  eine  Cathete,  der  Halbmesser  des  inneren  Aehnlichfceite- 
kreises  die  andere  Cathete  und  der  Halbmesser  des  äusseren  Aehn- 
lichkeitskreis es  die  Hypotenuse  ist  > 

j.  42. 

Verkleinert  sich,  wie  in  §.32.,  der  Halbmesser  des  Kreises 
bei  umgeändertem  Halbmesser  des  Kreises  M ,  so  rücken  nicht 
aliein  äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitspunkt  mehr  nach  soe- 
dern  auch  die  Punkte  99',  ©  und  %  {Taf.  IV.  Fig.  2.  u.  3.  in  ThJ.  XXIV.) 
und  die  mittleren  Proportionalen  zwischen  a%  und  aT,  i®  undiG 
werden  kleiner. 

Sie  werden  aber  Neil  werden,  wenn  der  Halbmesser  des 
Kreises  3R  selbst  unendlich  klein  wird. 

Daher  kann  man  sagen : 

Für  einen  gegebenen  Kreis  M  und  einen  Punkt  9Ä  ist  Letzte- 
rer selbst  der  äussere  und  innere  Aehnlichkeitskreis. 

§.  43. 

Diese  Eigenschaft  des  Punktes  2R  ändert  sich  nicht,  wenn 
sich  nunmehr  der  Halbmesser  des  Kreises  M  vergrossert. 

Wird  derselbe  unendlich  grtoss  gedacht;  so  kann  man  sagen : 

Für  einen  Punkt  und  eine  gerade  Linie  ist  ersterer  selbst 
äusserer  und  innerer  Aehnlichkeitskreis. 

§.  44.  ■{>  I, 

Da  bei  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  (Fig.  6.) 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  in  der  Richtung  der  Centrale  un- 
endlich weit  wegfallt,  so  muss  noth wendigerweise  der  Halbmes- 
ser des  afo  Urnen  gehörigen  äusseren  Aehnlichkeits'kreises  unend- 
lich gross  sein  und  daher  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  selbst 
tn  eine  gerade,  auf  der  Centrale  senkrechte  Linie  übergehen, 
tind  da  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  (nach  §.  38.)  immer  den 
einen  Berührungspunkt  ein-  und  den  andern  ausschliesst,  auch 
in  vorliegendem  Falle  nach  beiden  Richtungen  der  Centrale  ein 
äusserer  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  auch  in  unendlicher,  doch 
aber  immer  in  gleicher  Entfernung  von  den  bezüglichen  Mittel- 
punkten 2*  obd  M  der  gegebenen  Kreise,  feedacht  werden  muss, 
**  mus»  auch  der  äussere  Aehnticnkeitsfereis  zu  den  beiden  ge» 
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gebenen  Kreisen  eine  and  dieselbe  Lage  haben  uod  man  kann 
sagen:  .  .  ■  ,  

Kur  zwei  Kreise  von  gleichen  Halbmessern  ist  der  Äussere 
Aehnlichkeitskreis  die  in  dem  flalhirungspnnkt  der  Centrale  auf 
dieselbe  senkrecht  errichtete  gerade  Linie. 

- 

.*  ,  §•  45. 

Behalten  die  Punkte  SR  und  N  der  Kreise  und  M 
(Flg. 6.)  ihre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  SftüR  und  NM 
gleich  massig  grosser,  so  ändert  sich  hierdurch  die  Lage  des  Süs- 
seren Aehnlichkeitskreises  (§.  44.)  nicht,  und  sie  wird  dieselbe 
bleiben,  wann  diese  Halbmesser  unendlich  gross  werden,  also  die 
Kjeise.SR  und  M  in  ihre  Tangenten,  und  M'M",  in  JR  und 

N  Gbergehen.    Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Parallel -Linien  ist  der  Süssere  Aehnlichkeitskreis 
selbst  eine,  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  Parallelen  mit  diesen 
-    parallel  laufende  gerade  Linie. 

§.  46. 

Werden  die  Halbmesser  der  Kreise  SW  und  M  (Fig.  6.)  gleich- 
massig  kleiner,  so  ändert  sich  die  Lage  ihres  äusseren  Aehn- 
lichkeitskreises  nicht,  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wenn  die 
Halbmesser  unendlich  klein  werden,  d.  h.  die  Kreise  in  Punkte 
fibergehen. 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Punkte  ist  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  in  dem 
Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  senkrecht  errichtete 
gerade  Linie. 

§.47. 

Da  bei  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  der  innere 
Aehulichkeitspunkt  i  der  Halbirungspunkt  der  Centrale  $RM  ist 
(Fig.  7.),  so  ist  der  Halbmesser  des  inneren  Aehnlichkeitskreis  es 
gleich  der  aus  diesem  Punkte  an  einen  der  Kreise  gelegten 
Tangente»     ,,•.).  i.    r,  • . 

§.  48. 

Behalten  die  Punkte  ffl   und  N  der  Kreise  SR  und  M 

(Fig.  7.)  ihre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  und  NM 

gleichmässig  grösser,  so  wird  auch  der  Halbmesser  des  inneren 
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Aehnüchkeitskreises  grösser,  und  derselbe  wird,  wenn  die  Halb- 
messer unendlich  gross  werden,  d.  b.  die  Kreise  2Ji  und  M  in 
gerade  Linien  übergehen  und  mit  ihren  Tangenten  in  91  und  N 
zusammenfallen,  selbst  unendlich  gross  werden;  daher  kann  man 
sagen : 

Für  zwei  parallele  Linien  fallt  der  innere  Aehnlichkeitskreis 
unendlich  weit  weg. 

t 

§.  49. 

Behalten  die  Punkte  Ül  und  iV  der  Kreise  fR  und  M 
(Fig. 7.)  ihre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  und  NM 
gleichmässig  kleiner,  so  wird  auch  der  Halbmesser  des  inneren 
Aehnlicbkeitskreises  kleiner. 

Werden  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  unendlich  klein, 
d.  h.  gehen  die  Kreise  in  Punkte  über,  so  wird  der  Halbmesser 
des  inneren  Aehnlichkeitskreises  gleich  der  Entfernung  des  inne- 
ren Aehnlichkeitspunktes  von  jedem  der  gegebenen  Punkte;  da- 
her kann  man  sagen: 

Für  zwei  Punkte  gebt  der  innere  Aehnlichkeitskreis  durch 
dieselben  und  sie  selbst  sind  Endpunkte  seines  Durchmessers. 

§.  60. 

Aus  §.  44.  folgt,  dass  für  Kreise  von  gleichen  Halbmessern, 
welche  sich  schneiden,  der  Süssere  Aehnlichkeitskreis  mit  der 
Richtung  ihrer  gemeinschaftlichen  Sehne  zusammenfällt. 

Behält  daher  der  Schneidungspunkt  2V  der  Kreise  3R  und  M 
(Fig.  3.)  seine  Lage,  vergrösseren  sich  aber  die  Halbmes- 
ser iVüR  und  NM  gleichmässig,  so  erleidet  hierdurch  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  keine  Veränderung,  und  er  wird  noch  seine 
unveränderte  Lage  behalten,  wenn  die  Halbmesser  NW  und  NM 
unendlich  gross  werden,  die  Kreise  9R  und  M  also  in  gerade 
Linien  fibergehen  und  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten  in  N  zu- 
sammenfallen ;  daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien  SB'S»"  und  M'M"  ist 
der  äussere  Aehnlichkeitskreis  die  Halbirungslinie  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels. 

§.  51. 

Aus  den  $§.  37.  und  60.  folgt  noch,  dass  der  äussere  Aehnlich- 
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keitskreis  zweier  sich  schneidenden  geraden  Linien  auch  der  inoere 
and  dek  innere  auch  der  äussere  ist,  und  das«  beide  Aehnlichkeits- 
kreise  in  dem  Schneidungspunkt  der  beiden  Geraden  sich  selbst 
schneiden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 

§.52.  ■ 

Stellt  man  ahnliche  Betrachtangen  mit  der  Linie  gleicher  Po- 
tenzen zweier  Kreise  an,  indem  man  die  Halbmesser  derselben 
bald  unendlich  gross,  bald  unendlich  klein  werden  lässt,  so  er- 
giebt  Mich: 

1)  Für  einen  Kreis  und  eine  gerade  Linie  ist  letztere  selbst 
die  Linie  gleicher  Potenzen. 

- 

2)  Für  einen  Kreis  und  einen  Punkt  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die  auf  die  Centrale  gefällte  Senkrechte,  welche 
durch  den  Halbimngspunkt  der  von  dem  Punkt  an  den 
Kreis  gelegten  Tangente  geht. 

3)  Für  einen  Punkt  und  eine  Gerade  ist  letztere  selbst  die 
Linie  gleicher  Potenzen. 

A)  Für  zwei  parallele  gerade  Linien  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die,  in  gleicher  Entfernung  von  beiden  Paral- 
lelen mit  diesen  parallellaufende  gerade  Linie.  Sie  fallt 
also  (nach  §.  45.)  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitskreise 
der  beiden  Parallelen  zusammen. 

5)  Für  zwei  Punkte  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  die  in 
dem  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  errich- 
tete Senkrechte.  Sie  fällt  also,  nach  §.46.,  mit  dem  äus- 
seren Aehnlichkeitskreise  der  beiden  Punkte  zusammen. 

6)  Für  zwei  gerade  sich  schneidende  Linien  ist  die  Linie 
gleicher  Potenzen  die  Halbirungslinie  des  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkels;  es  bestehen  zwei  Linien  gleicher  Po- 
tenzen, welche  sich  in  dem  Schneidungspunkt  der  gege- 
benen Geraden  rechtwinkelig  schneiden  und  (nach  §.  50.) 
mit  dem  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitskreise  der 
gegebenen  Geraden  zusammenfallen. 

I  1 

§.  53. 

Aehnliche  Betrachtungen  mit  der  Linie  äquidifferenter  Poten- 
zen angestellt  ergeben: 
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-  \y  Für  eine  Gerade  und  einen  Kreis  oder  eine  Gerade  und 
<!         einen  Punkt  fällt  die  Linie  äqukfifferenter  Potenzen  un- 
endlich .  weit  weg. 

2)  Fär  zwei  Gerade,  sie  mögen  sich  schneiden  oder  nicht, 
sowie  für  zwei  Punkte,  fallt  die  Linie  Squidifferenter  Po- 
tenzen mit  der  Linie  gleicher  Potenzen  jedesmal  zusammen. 

:•  .    i«j:-;<       A  i.  El'»  r  jf  »»!  -  -  ••  1 1-1  »>*  i 

J  *  t  » 

•  1  w 

•  i>  §•  64. 

Für  die  Berührungspole  ist  folgender  Satz  von  Wichtigkeit: 

Jede  Aehnlichkeitsaxe  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  der  ' 
zugehörigen  conjugirten  Berührungskreise. 

Die  Wahrheit  desselben  erhellet  aus  den  §§.  13.  und  14. 


§•  55.  j 

Nunmehr  können  wir  zur  Auflösung  sämmtlicher  Berührungs- 
aufgaben  übergehen  und  uns  fast  bei  jeder  derselben  Worte  be- 
dienen ,  welche  für  die  Aufgaben  bei  der  Berührung  dreier  Kriese 
in  den  §§.  19.,  20.,  25.  und  26.  gebraucht  sind. 


§.  56. 


i 


Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  SR  und  M  und  eine 
gerade  Linie  m'm"  (Fig.  8.) ;  man  soll  einen  Kteis  beschrei- 
ben,, welcher  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.h.  die 

U  1     •   C*»  1  Ii«        .  ° 

gegebenen  drei  otucke  ausscnliesst. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  üA%  Die  Süsseren  Aefan- 
lichkeitspunkte  A  und  91  ergeben  sich  nach  §.  31. 

*2)  Für  zwei  der  gefundenen  äusseren  Aehnlichkeitspunkte, 
etwa  für  a  und  51,  suche  mau  (nach  §.25.2)  und  bezieh- 
ungsweise §.  39.)  die  Halbmesser  a(T  und  der  zu- 
gehörigen Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe  dieselben. 

3)  Schneiden  sie  sich,  wie  in  Fig.  8.,  so  ergiebt  sich 
die  äussere  Axe  O'O"  alsbald,  und  man  suche  zu 
einem  der  Schneidungspunkte  Ü,  und  einem  der  gege- 
benen drei  Stücke,  etwa  dem  Kreise  9»,  die  Linie  glei- 
cher Potenzen,  welche  die  äussere  Aehnüchkeitsaxe  in 
dem,  zu  dem  Kreise  9ß  gehörigen  Beriihrungspole  $ 
schneidet.    Von  diesem  Berti  hnwgspole  $  lege  man  an 

19* 
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den  gegebenen  Kreis  9R  die  Tangenten  und  $8*,  so 
erhält  man  die  zwei  conjugirten  Berührungspunkte  des 
Kreises  SR. 

4)  Schneiden  sieb  aber  die  Süsseren  Aehnlichkeitskreise 
nicht,  so  verfahre  man  nach  §.  25.  3)  und  4). 

5)  Schliesslich  verfahre  man  ganz  wie  in  §.  25.  5)  und  6)  und 
(alle  zur  Bestimmung  der,  der  Linie  mW  angeha- 
ngen, Berührungspunkte  6'  und  6S  von  den  gefundenen 
Mittelpunkten  W  und  W*  der  conjugirten  Kreise  auf  die 
Linie  m'm"  die  Senkrechten  Wb'  und  2tt*6*,  weil  der  zu 
der  Linie  m'm*  gehörige  Mittelpunkt  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt. 

§.  57. 

Da  nach  §.  54.  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%  (Fig.  8.) 
die  Linie  gleicher  Potenzen  der  ßerührungskreise  Dt'  und  JU*  ist, 
so  muss  auch  der  Durchschnittspunkt  p  der  äusseren  Aehnlich- 
keitsaxe a%  mit  der  gegebenen  Linie  m'm*  der  zu  dieser  Linie 
gehörige  Berührungspol  sein. 

Verbindet  man  daher  p  mit  O,  (oder  Ou)  und  beschreibt  mit 
pO,  als  Halbmesser  aus  p  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die 
gegebene  Linie  m'm"  in  den  Punkten  6'  und  6a,  in  welchen  sie 
von  den  conjugirten  Kreisen  W  und  TQV1  berührt  wird. 

Hierdurch  erhält  man  ein  Paar  conjugirte  Berührungspunkte 
auf  kürzerem  Wege  als  dem  in  §.  56.  unter  3)  angegebenen ,  und 
wir  wollen  in  der  Folge  von  ihm  Gehrauch  machen. 

Die  Mittelpunkte  Vit'  und  Ht*  der  conjugirten  Berührungskreise 
ergeben  sich  diann  als  Durchscbnittspunkte  der  in  den  Berührungs- 
punkten 6'  und  6*  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe 
O'O». 

§.  68. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  zwei  Kreise  9R  und  M  und  eine 
gerade  Linie  m'm"  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  zwei  Kreise  gleichartig  und  die  gegebene  Linie 
ungleichartig  berührt,  d.  h.  der  die  gegebenen  Kreise  einschliesst 
und  die  gegebene  Gerade  ausschlicsst. 

Auflosung.    Man  bestimme: 

1)   die  der  gegebenen  Linie  zugehörige  innere  Aehnlich- 
keitsaxe und  es  genügt  die  Bestimmung  der  inneren 
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Aehnlichkeitspunkte  3  und  Jt  welch«  eich  nach  §.  31. 
ergeben. 

Zu  denselben  6ucbe  man,  nach  §.40.,  die  Halbmesser 
JW  und  33tV"  der  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeits- 
kreise  J  und  3,  bestimme 

3)  für  letztere  die  Linie  fiquidifferenter  Potenzen,  d.  i.  die 
innere  Axe  Q'Q"  und  beschreibe  aus  ihrem  Hauptpunkte 
Q  mit  QW  (=Q»"0  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Axe 

4)  An  diesen  Hauptkreis  Q  lege  man  von  dem  Durchschnitts- 
punkt p'  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  J3  mit  der  gege- 
benen Linie,  d.  i.  von  dem  Berührungspol  der  gegebenen 
Linie  ($.  57.),  eine  Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als 
Halbmesser  aus  p  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  so  schnei- 
det derselbe  die  gegebene  Linie  in  den  beiden  Punkten 
6 3  und  6*,  welches  die  Berührungspunkte  für  zwei  Kreise 
sind,  die  beide  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

5)  Die  Mittelpunkte  ffl»  und  Jtt4  derselben,  sowie  die  übri- 
gen Berührungspunkte,  ergeben  sich  dann  ganz  auf  be- 
reits erörterte  Weise. 

$.  59. 

Wären  zwei  Kreise  3»  und  M  und  eine  gerade  Linie  m'm" 
gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt:  einen  Kreis  zu  beschreiben, 
der  den  Kreis  M  und  die  gerade  Linie  m'm"  gleichartig  und  den 
Kreis  SR  ungleichartig  —  oder  den  Kreis  SR  und  die  gerade  Linie 
m'm"  gleichartig  und  den  Kreis  M  ungleichartig  berühre ;  so  hätte 
man  ganz  in  derselben  Weise  wie  in  §.  58.  zu  verfahren,  nur  im 
ersteren  Falle  die  zu  dem  Kreise  9JI  gehörige  innere  Aehnlich- 
keitsaxe  Ji  und  im  letzteren  die  zu  dem  Kreise  M  gehörige  in« 
nere  Aehnlichkeitsaxe  i3  zu  bestimmen  etc. 

§.  60. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Parallellinien  Sfl'SW"  und 
M'M"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  10.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.  h.  sie  sämrat* 
lieb  ausschliesst. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)   die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.    Die  Richtung  des 
Aebnlichkeitspunktes  a  ergiebt  sich  (nach  §.  34 )  durch 
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die»  vcn>  dem  Mittelpunkt  m  des  gegebenen  Kreises  auf 
die  Parallelen  gefällte  Senkrechte,  in  welcher  sich  auch 
(nach  §.  31.)  die  beiden  anderen  Punkte  A  und  Ut  ergeben. 
Es  genügt  jedoch  die  Bestimmung  von  nur  zwei  äusse- 
ren Aelnlichkeitspunkten*  etwa  der  Punkte  a  und  91. 

2)  Zu  denselben  bestimme  man  die  äusseren  Aehplichkeits- 
kreise.  Ersterer  ergiebt  sich  nach  den  §§.  45.  und  52.  4) 
als  Linie  a'a"  alsbald;  der  Halbmesser  W  des  letzte- 
ren findet  sich  nach  §.  39. 

3)  Bei  vorliegender  Figur  schneiden  sich  beide  in,  den  Punk- 
ten O,  und  Ou  und  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  a'a" 
erscheint  zugleich  als  äussere  Axe  W  O".  .j 

4)  Der  Durchschnittspunkt  der  Susseren  Aehnlichkeitsaxe 
all  mit  der  Linie  3J?'2ft/#  bestimmt  den  Berührungspol  $ 
für  diese  Linie.  (§.  57.)  Man  verbinde  denselben  mit 
einem  der  Schneidungspunkte  Ot  (oder  Ou)  und  beschreibe 
mit  $0,  als  Halbmesser  au»  $  einen  Kreis*  welcher  die 
Gerade  Wt'W  in  den  Punkten  33'  und  W  schneidet,  so 
sind  diese  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  zweier 
Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

5)  Die  von  den  Berührungspunkten  93'  und  99a  auf  die  Aze 
O'O"  gelallten  Senkrechten  ergeben  als  Durch Achmtts- 
punkte  mit  derselben  die  Mittelpunkte  der  cohjugirten 
Kreise  TO?  und  HP;  u.s.  w. 

■  •  ■  >    *•«■     .  •         >  '  t    f  *    \\*<\*  » 

•  -  * .  :!.»'••..,■<      •      .    «  .  \  «  ■     .   •£*  .  .  i 

§•  öl.  *.,     vv..  i., 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Parallelfinien  und 
M'M"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  II.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  gegebenen  Geraden  gleichartig  und  den  Kreis  un- 
gleichartig berührt,  d.  h.  die  erst  er  en  ausscbliesst  und  den  letz- 
teren einschliesst. 

Auflösung.    Man  bestimme 

1)  die  dem  gegebenen  Kreise  m  zugehörige  innere'  Aehn- 
lichkeitsaxe  a%J.  Der  Punkt  a  findet  sich  nacli  $.34. 
und  die  Punkte  3  und  J  nach  §.  31.  ,f  •  ' 

2)  Zu  letzteren  suche  man,  nach  §.  40.,  die  Halbmesser  X8* 
und  der  zugehörigen  inneren  Aehnlichkeitsfcreise  J 
und  3,  beschreibe  diese  Kreise  und  bestimme 

3)  deren  Lieie  äqutdifferenter  Potenzen,  d.  i.  die  innere  Axe 
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Q'Qf.  Aus  dem  Hauptpuokte  Q  derselben  beschreibe 
man  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe  mit  dem  Halbmes- 
ser QW  (=  QW). 

4)   Der  Durchschnittspunkt      der  inneren  Aehnlichkeitsaxe 
mit  der  Linie  ist  der  Berührungspol  dieser  Linie, 

(§.  58.  4))  und  man  verfahre  nunmehr  ganz  auf  bereit* 
erörterte  Weise,  indem  mau  von  dem  Berührungspol  an. 
den  Hauptkreis  eine  Tangente  legt,  u.s.  w. 


$.  62. 

Es  ist  augenblicklich  auffallend,  dass  in  $.61.  (Fig.  II.)  die 
innere  Axe  Q'Q"  mit  der  zu  den' gegebenen  Parallelen  SW'SR"  und 
M' Mu  gehörigen  äusseren  Axe  O'O",  §.  60.  (Fig.  10.) ,  oder  mit 
dem  äusseren  Aehnlichkeitskreise  a'a"  identisch  ist.  Der  Grund 
hierfür  ist  folgender: 

in  §.  14.  sind  zur  Bestimmung  der  Linie  gleicher  Potenzen 
der  Kreise  p't  P*  nur  zwei  Kreise,  nämlich  die  inneren  Aehn-' 
lichkeitskreise  J  und  3,  in  Betracht  gezogen  worden,  und  es 
wurde  nachgewiesen,  dass  die  Linie  gleicher  Potenzen  jener  drei 
Kreise  zugleich  die  Linie  äquidrfferenter  Potenzen  dieser  zwei 
Kreise  sei.  Die  innere  Aebnlichkeitsaxe  a«/3  wird  aber,  wie  die 
äussere  Aebnlichkeitsaxe  afliA  durch  drei  Punkte  markirt,  und 
so  wie  man  zur  Bestimmung  der  äusseren  Axe  willkührlich  zwei 
von  den  drei  äusseren  Aehnlichkeitskreisen  wählen  kann,  so  koDi- 
nen  auch  zur  Bestimmung  der  inneren  Axe  von  den  drei  Aehnlich- 
keitskreisen a,  J  und  3  willkührlich  zwei  gewählt  werden  [der 
Einfachheit  wegen  wurden  bisher  immer  die  inneren  Aehnlichkeits- 
kreise «7  und  3  und  aus  ihnen  die  innere  Axe  bestimmt];  denn  es 
läset  sich  nachweisen,  dass  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  der 
Kreise  J  und  3  zugleich  eine  Linie  ist,  welche,  wenn  man  aus 
irgend  einem  ihrer  Punkte  eine  Tangente  an  den  äusseren  Aehn- 
Hchkeitskreis  a  legt  und  damit  als  Halbmesser  einen  Kreis  be- 
schreibt, also  den  äusseren  Aebnlicbkeitskreis  «i  rechtwinkelig 
schneidet,  durch  diesen  Kreis  zugleich  die  Peripherien  beider 
inneren  Aehnlichkeitskreise  J  und  3  halbirt  werden. 

In  vorliegendem  Falle  (Fig.  II.)  muss  daher  auch  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  a'a",  welcher  eine  gerade  Linie  ist,  von  dem 
Kreise  zum  Halbmesser  Q»"  (=  W"),  welcher  die  Peripherien 
der  Kreise  J  und  3  halbirt,  rechtwinkelig  geschnitten  werden, 
Dies  geschiebt  aber  nur,  wenn  Q  selbst  ein  Punkt  dieser  Gera 
den  a'a"  ist.  r<  ,  { 
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§.63. 

Da  die  innere  Axe  Q'Q"  (Fig.  11.)  mit  dem  äusseren  Aehn- 
Ifchkeitskreise  a'af  zusammenfallt,  sich  daher  der  Hauptpunkt  Q 
der  inneren  Axe  alsbald  als  Durchschnittspunkt  des  äusseren 
Aehnlichkeitskreises  a'af  mit  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  aJ3 
ergiebt,  so  erleidet  hierdurch  die  in  §.  61.  gegebene  Auflösung 
eine  Abkürzung.  Es  genügt  nämlich  nur  für  einen  inneren  Aebn- 
lichkeitskreis  J(3)  den  Halbmesser  zu  bestimmen.  Derselbe  ist 
dann  in  dem  inneren  Aehnlichkeitspunkt  J(3)  auf  die  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe senkrecht  zu  errichten  und  der  Endpunkt  38"  0&m) 
desselben  mit  dem  Hauptpunkte  Q  der  inneren  Axe  durch  eine 
Gerade  zu  verbinden.  Letztere  ist  dann  der  Halbmesser  des 
Hauptkreises  der  inneren  Axe. 

§.  64. 

Für  die  gegebenen  Stücke  der  §§.  60.  und  61.  (Fig.  10.  u.  11.) 
fallt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  t  der  beiden  Geraden 
und  M' M"  mit  den  Hauptpunkten  O  und  Q  der  äusseren  und 
inneren  Axe  zusammen  (§.34.)  und  es  fallen  die  vier  Aehnlich- 
keitsaxen  a%A,  a/3,  %Ji,  A$i  in  eine  und  dieselbe  Richtung. 
Offenbar  sind  daher  die  Aufgaben  der  §§.  60.  und  61.  mit  der  Auf- 
gabe: einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  Kreise  berührt, 
deren  Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  (§.  19.  und  20.), 
von  derselben  Gattung. 

Da  nun  nach  §.  48.  der  innere  Aebnlichkeitskreis  t  unendlich 
gros^t  ist,  so  fallen  auch  für  die  inneren  Aehnlichkeitsaxen  %Ji 
und  Ä§i  die  zugehörigen  inneren  Axen  unendlich  weit  weg  und 
mit  ihnen  zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise,  so  dass  für 
zwei  Parallelen  und  einen  Kreis  nur  zwei  Paar  conjugirte  Beruh- 
rungskreise  existiren. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Existenz  der  Berührungs- 
kreise nicht  von  der  der  Aehnlichkeitsaxen  allein  abhängig  ist. 

$.6«. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  sieb  schneidende  gerade 
Linien  und  WM"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  12.);  man  soll 

einen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebenen  Stücke  gleichartig 
berührt,  d.  h.  sie  sämmtlich  ausschliesst. 
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Auflösung.    Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehulichkeitsaxe  a%A.  Die  Punkte  %  und 
A  ergeben  sich  nach  §.  31.  Es  genügt  jedoch  die  Be- 
stimmung nur  eines  dieser  Punkte,  etwa  des  Punktes  %. 
Ist  derselbe  gefunden,  so  ziehe  man  durch  ihn  eine  Ge- 
rade, welche  mit  derjenigen  Linie  parallel  läuft,  welche 
den  Nebenwinkel  des  von  den  gegebenen  geraden  Linien 
gebildeten  Winkels  halbirt,  so  ist  die  so  gezogene  Ge-, 
rade  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe,  in  welcher  der  äus- 
sere Aehnlichkeitspunkt  a  beiderseits  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt.   (§.  36.) 

2)  Zu  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkten  a  und  Ol  bestimme 
man  die  Aehnlichkeitskreise.  Ersterer  findet  sich  (nach 
§.  50.)  als  die  den  Winkel,  welchen  die  gegebenen  Ge- 
raden bilden,  halbireode  Linie  afa",  letzterer  ergiebt  sich 
nach  §.  39. 

3)  Beide  Aehnlichkeitskreise  schneiden  sich  [bei  vorliegen- 
der Figur]  in  den  Punkten  O,  und  Ou  und  der  äussere 
Aehntichkeitskreis  ergiebt  sich  zugleich  als  äussere  Axe 
O'O". 

4)  Man  verfahre  im  Uebrigen  ganz  wie  in  §.  60. 

§.66. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  SW'SW  und  MM"  und  ein  Kreis  m  (Fig.  13.);  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebenen  Geraden  gleichartig 
und  den  Kreis  ungleichartig  berührt,  d.  h.  die  ersteren  ausschliesst 
und  den  letzteren  einschliesst. 

Auflosung.    Man  bestimme 

1)  die  dem  gegebenen  Kreise  m  zugehörige  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe a3«/.  Die  inneren  Aehnlichkeitspunkte  3  und 
J  ergeben  sich  nach  §.  31.  Zur  Bestimmung  der  Linie 
a3J  würde  indessen  nur  ein  innerer  Aehnlichkeitspunkt 
3  oder  J  genügen,  denn,  hat  man  einen  solchen  gefun- 
den und  man  legt  durch  ihn  eine  Gerade,  die  mit  derje- 
nigen geraden  Linie  parallel  läuft,  welche  den  Neben* 
winkel  des  von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten 
Winkels  halbirt,  so  ist  die  so  gezogene  Linie  die  ver- 
langte innere  Aehnlichkeitsaxe,  in  welcher  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  a  beiderseits  unendlich  weit  entfernt 
liegt  (§.  36.) 
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282     Ker%:  lieber  die  Aufgabe,  einen  Kreit  m  beschreiben, 

2)  Zu  den  Punkten  J  und  3  bestimme  man  die  Halbmesser 

JW  und  der  inneren  Aebulicbkeitskreise,.  beschreibe 
dieselben  und  suche  , 

3)  au  beiden  die  Linie  äqoidifferenter  Potenzen,  d.  i.  die 
Innere  Aze  Q'Q?>  Aue  dem  Hauptpunkte  Q  derselben 
beschreibe  man  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe  und 
Verfahre  im  Uebrigen  ganz  wie  in  §.  61. 

-  .•     •    "  ■..  Vi 

. ,  •       •  §•  67. 

Auch  für  die  innere  Axe  0*0°  (Fig.  13.)  ist  das  von  der  in- 
neren Axe  Q'Q"  (Fig.  11.)  in  §.62.  Gesagte  gültig»  und  die  Auf- 
gabe §.66.  erleidet  hiernach  ebenfalls  eine  Abkürzung,  indem  man 
nur  den  Halbmesser  eines  inneren  Aebnlichkeitskreises  zu  be- 
stimmen und  überhaupt  ganz  nach  $.63.  zb  verfahren  braucht. 

'  '*•  i  '  $.  68. 

i  ..  •, 

Für  die  gegebenen  Stucke  der  §§.  65.  und  66.  (Fig.  12.  und 
Fig.  13.)  fällt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  i  in  der  Richtung  der 
Linie  a'a"  beiderseits  unendlich  weit  weg  (§.36.)  und  der  innere 
Aehnlichkeitskreis  i  mit  der  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels  des 
von  den  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  Winkels  zusammen 
(§.  51.).  Da  nun  (nach  §.  53.  ]))  für  eine  Gerade  und  einen  Kreis 
die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  unendlich  weit  wegfallt,  so  ist 
auch  die  Bestimmung  der  zu  den  inneren  Aehnlichkeitsaxen  9Ui 
und  A%i  gehörigen  inneren  Axen  in  vorliegendem  Falle  unmöglich, 
d.  h.  es  existiren  hierfür  nur  zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise 

§.  60.  xx,, t 

Für  die  nachfolgenden  Aufgaben,  $.70.  und  71., .Ist  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  dass  für  zwei  gerade  Linien  die  zugehörige 
äussere  und  innere  Axe  ohne  die  respektiven  Aehnlichkeitsaxen 
bestimmt  werden  können,  da  sie,  nach  den  §§.65.  3)  und  66.3), 
mit' den  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitskreisen  zusammen- 
fallen und  diese»  nach  $.52.6),  rak  der,  zu  den  gegebenen  Ge- 
raden gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  identisch  sind.  Ferner 
ist  noch  von  Wichtigkeit,  dass;  weil  für  zwei  gerade  Linien  äus- 
serer und  innerer  Aehnlichkeitspunkt  sich  durch  kein  Merkmal 
unterscheiden,  auch  eine  eigentliche  Verschiedenheit  zwischen  der 
äussereu  und  den  inneren  Aehnlichkeitsaxen  für  den  Fall,  dass 
die  drei  gegebenen  Stücke  gerade  Linien  seien,  wegfallen  müsse 
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welcher  drei  gegebene  Arelse  berührt.       Abtheil.  tm 

und  daher  ein  besonderer  Construktionsunterschied  für  gleichartige 
und  ungleichartige  Berührung  nicht  stattfinden  könne. 

.  ■■  »   >l  "    .  ■  -  I    .  ••  •       .   «         •  ■  .  .    «I  /. 

,i>  J.  70. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  drei  gerade  Liuien,  WWt  M'M", 
m'm"  (Fig.  14.);  man  soll  die  zwei  conjugirten  Kreise  beschrei- 
ben, welche  sieb,  auf  die  Äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A  beziehen. 

Auflösung.  Da  die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  sfimmf lieh 
unendlich  weit  wegfallen ,  so  ist  dies  auch  mit  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe der  Fall.  Die  drei  Aehniichkeitskreise  ergeben  sich 
als  die  Halbirungslinien  der  von  den  gegebenen  Geraden  gebilde- 
ten Winkel.  Es  genügt  indessen  die  Bestimmung  von  nur  zwei 
Aebnlichkeitskreisen,  etwa  a'a"  und  A'A". 

Da  nach  §.  65.  3)  der  zu  zwei  gegebenen  Geraden  gehurige 
äussere  Aehnlichkeitskreis  a'a"  zugleich  die  äussere  Axe  ftir  die 
drei  gegebenen  Stücke  ist,  so  muss  dies  auch  mit  dem  Aehniich- 
keitskreise A'A'1  der  Fall  sein,  etc.;  und  es  ist  daher  klar,  dass 
sich  für  drei  gegebene  Geraden  auch  drei  äussere  Axeh  ergeben, 
die  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  0/  schneiden:  ' 

Nach  §.  57.  ist,  wenn  sich  eioe  Gerade  unter  den  drei  gege- 
benen Stüeken  befindet,  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  betreffen; 
den  Aehnlichkeitsaxe  ihr  Berührungspol,  die  Berührungspolare 
fallt  mit  der  Geraden  zusammen  und  der  aus  dem  Beruh rungspol 
.  beschriebene  Kreis,  welcher  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Aehniichkeitskreise  geht,  schneidet  die  gegebene  Gerade  recht* 
winkelig.  Da  aber  in  vorliegendem  Falle  die  Aehnlichkeitsaxe 
unendlich  weit  entfernt  liegt,  so  liegen  auch  die  bezüglichen  Be- 
rührungspole P,  p  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  die  Halb- 
messer $0,,  PO,,  pOt  sind  unendlich  gross  und  daher  sind 
die  mit  ihnen  beschriebene  Bogen  gerade,  durch  den  gemeinschaft 
liehen  Durchschnittspunkt  O,  gehende  und  aüf  den  bezüglichen 
Geraden  senkrecht  stehende  Linien. 

Fällt  man  daher  von  O,  auf  jede  gegebene  Gerade  eine  Senk- 
rechte, so  ergeben  sieb  als  Durchschnittspunkte  die  Berührungs- 
punkte 39',  B\  b'  und  O,  selbst  als  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  gegebeneu  Geraden  sämmtlicb  berührt. 

Gleichzeitig  ergiebt  sich,  dass  die  bezüglichen  Berührungs- 
punkte Ö32,  unendlich  weit  wegfallen.  Es  existirt  daher 
fflr  die  äussere  Aeholiohkeitsaxe  dreier  gegebener  gereder  Linien 
kein  Paar  conjugirter  Kreise,  sondern  nur  ein  Kreis,  4er  sie  von 
innen  berührt  >  ....... 
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$.  7t 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben  drei  gerade  Linien,  3R'9R", 
M'M" ,  m'm"  (Fig.  15.);  man  soll  die  zwei  conjugirten  Kreise 
beschreiben ,  welche  sich  auf  die  (etwa  der  Linie  m'm"  zugehö- 
rige) inqere  Aehnlichkeitsaxe  aJ3  beziehen. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  zwei  inneren  Aehnlicbkeits- 
axen  J'J",  3'3",  so  ist  ihr  Durchschnittspunkt  Q  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises,  welcher  die  drei  Geraden  berührt.  Die  Be- 
rührungspunkte $*,  B*,  6S  ergeben  sich  ganz  wie  im  vorigen 
Paragraphen  die  Punkte  53',  B' ,  6',  und  ebenso  ergiebt  sich, 
dass  fdr  die  Aehnlichkeitsaxe  aJ%  kein  Paar  conjugirter  Kreise, 
sondern  nur  ein  Kreis  existirt,  der  die  gegebenen  Geraden  von 
aussen  berührt. 

§.  72. 

■ 

Letzteres  ergiebt  sich  auch  fär  die  den  Linien  QR'SR"  und 
M'M"  zugehörigen  inneren  Axen  %Ji  und  A%i,  und  es  folgt  (aus 
den  §§.  70.  und  71.),  dass  der  Unterschied  zwischen  gleichartiger 
und  ungleichartiger  Berührung  dreier  Geraden  sich  auf  eine  Be- 
rührung von  innen  und  von  aussen  erstrecke,  sowie  dass  im  Gan- 
zen vier  Berührungskreise  möglich  seien,  nämlich  fär  jede  Aebn- 
lichkeitsaxe  ein  Berührungskreis. 

§.  73. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  STO  und  M  und  aus- 
serhalb derselben  ein  Punkt  m  (Fig.  16.) ;  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  gleichartig  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.  Da  nach  §.  32.  die 
äusseren  Aehnliclikeitspunkte  21  und  A  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zusammenfallen,  so  verbinde  man,  wenn 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  a  bestimmt  ist,  densel- 
ben mit  dem  gegebenen  Punkte  m.  Die  gerade  Verbin- 
dungslinie beider  ist  die  verlangte  äussere  Aehnlichkeitsaxe. 

2)  Der  äussere  Aehnlichkeitskreis  a  ergiebt  sich  auf  bereits 
erörterte  Weise  (§.  25.  2)).    Jeder  der  äusseren  Aehnlich- 

>■••■/        keitskreise  91  und  A  fallt,  nach  §.  42.,  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zusammen.    Man  suche  daher 
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3)  20  dem  Susseren  Aehnlichkeitskreise  a  und  dem  gege- 
benen Punkte  m  die  Linie  gleicher  Potenzen  O'O",  d.i. 
die  äussere  Axe,  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  an  einen 
der  Aehn!ichkeit8krei8e  eine  Tangente  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  in  vorliegender  Auf- 
gabe am  einfachsten  mit  der  Entfernung  Om,  den  Haupt- 
kreis O  der  äusseren  Axe. 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  SR,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen, beziehungsweise  deren  Durchschnitt  $  mit  der 
äusseren  Aehnlichkeitsaxe ;  so  erhält  man  den  Berflh- 
rungspol  $  für  diesen  Kreis  9R ,  und  die  von  diesem  Pol 
an  den  Kreis  2R  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann 
zwei  conjugirte  Berührungspunkte  93'  und  *82. 

5)  Im  fJebrigen  verfahre  man  weiter  wie  in  §.  26. 5)  etc. 
Die  Berührungspunkte  6'  und  6*  daselbst  fallen  hier  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen. 

§.  74. 

i 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  SR  und  üf  und 
ausserhalb  derselben  ein  Punkt  in  (Fig.  17.) ;  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  ungleichartig  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  zu  einem  der  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  2R,  gehörige  innere  Aehnlichkeitsaxe  %Ji. 
Nach  §.  32.  fallen  hier  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt  91 
und  der  innere  Aebnlichkeitspunkt  J  mit  dem  gegebenen 
Punkte  m  zusammen.  Man  verbinde  daher,  wenn  der 
innere  Aebnlichkeitspunkt  t  bestimmt  ist,  denselben  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m,  so  ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie beider  die  verlangte  innere  Axe.  * 

2)  Der  Halbmesser  des  inneren  Aehnlichkeitskreises  t 
ergiebt  sich  auf  bereits  erörterte  Weise,  $.26.2),  und 
der  Aehnlichkeitskreis  J  fallt,  nach  §.  42.,  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  m  zusammen.    Man  suche  daher 

3)  zu  dem  inneren  Aehnlichkeitskreise  i  und  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  die  Linie  äq indifferenter  Potenzen  O'O", 
d.  i.  die  innere  Axe,  und  beschreibe  aus  ihrem  Haupt- 
punkte  Q  mit  QW  (=Qm)  [siehe  §.26.3)]  den  Haupt- 
kreis  Q  der  inneren  Axe. 
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4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einen  der  gegebenen  Kreise, 
etwa  "dem  Kreise  401,  bestimme  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen ,  beziehungsweise  deren  Durebschnittspünkt 

-  mit  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  Ji,  eo  ist  derselbe  der 
Benih rungspol  für  diesen  Kreis  SR«  Die  von  diesem 
Pol  an  den  Kreis  Wl  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann 
zwei  conjugirte  Berührungspunkte  SB8  und  ffl*. 

5)  Man  verfahre  weiter  nach  {j.  26. 5)  etc.  und  es  ist  noch 
zu  bemerken ,  dass  die  Berührungspunkte  ft*  rind  64  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen  fallen. 

§•  75. 

Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  73.  und  74.  fallt  ausser 
den  Punkten  91,  A  und  J  auch  noch  der  innere  Aehnlichkeitspunkt 
3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen,  d.  h.  es  ist  die  äus- 
sere Aehnlichkeitsaxe  cFHA  mit  der  inneren  und  ebenso  die 
innere  %Ji  mit  der  inneren  Ä$i  identisch ;  es  existiren  also  fflr 
die  gegebenen  Stücke  nur  zwei  Aehnlichkeitsaxen ,  der  Gleichheit 
der  Aehnlichkeitskreise  21,  A,  J  und  3  wegen  nur  zwei  Axenund 

zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise. 

.        •■«•.*.  .'»•*»• 
* 

§•  76.  .  , 

A ufgabe.  Es  sind  gegeben :  zwei  Punkte  SR  und  m  und  ein 
Kreis  M  (Fig.  18);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  durch 
die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  den  gegebenen  Kreis  berührt. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  zu  den  gegebenen  drei  Stücken  gehurige  äussere  Aehn- 
lichkeitsaxe a%A.  Nach  §.  32.  fällt  der  äussere  Aehn- 
lichkeitspunkt a  mit  dem  Punkte  9tf  und  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  91  mit  dem  Punkte  m  zusammen,  da 
gegen  fallt,  nach  §.  35.,  der  zu  den  gegebenen  Punkten 
gehörige  äussere  Aehnlichkeitspunkt  A  in  der  Richtung 
9J2m  der  beiden  Punkte  beiderseits  unendlich  weit  weg. 
Die  gerade  Verbindungslinie  SDton  der  beiden  gegebenen 
Punkte  ist  daher  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe, 

' .  ■  .' 

2)  Die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  a  und  91  fallen,  nach 

§.43.,  mit  den  gegebenen  Punkten  2JI  und  m  zusammen. 
Daher  ergiebt  sich 

3)  nach  §.52.5)  die  Linie  gleicher  Potenzen  der  äusseren 
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Aehnlicbkeltskreise  ä  und  %  (oder  der  Punkte  «K  tind  m) 
•      als  die,  die  Entfernung  STOrn  halbhende  und  auf  ihr  senk- 
»- >      recht* stehende  Linie  O'O",  d.  i.  die  äussere  Axe.  Aua 
r    idem  Hauptpunkte  O  derselben  beschreibe  man  mit  einem 
Halbmesser  09R  (=  Om)  den  Hauptkreis  der  äusseren 
.  Axe  und  bestimme 

4)  zu  ihm  und  dem  gegebenen  Kreise  M  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  welche  die  Aehnlichkeitsaxe  9J?m  in  dem  Be- 
rtihrungspole  P  schneidet.  Die  aus  demselben  an  den 
Kreis  M  gelegten  Tangenten  bestimmen  die  conjugirten 
Berührungspunkte  B'  und  B*  und  die  geraden  Verbin- 
dungslinien jedes  derselben  mit  dem  Mittelpunkte  M  des 
gegebenen  Kreises  ergeben  als  Üurchschnittspunkte  mit 
der  äusseren  Axe  die  Mittelpunkte  Jtt'  und  Wa  zweier 
Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  die  Berü'hrungspole 
$  und  p,  sowie  die  Beruhrungspolaren  93'33a  und  6'6* 

mit  den  bezuglichen  Punkten  SK  und  m  zusammenfallen. 

:     l  .       ..         .  '      '  •    .  t  . 

§.  77. 

Fflr  die  in  §.  76.  gegebenen  Stücke  fallt  nach  §.  32.  auch  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  t  mit  dem  gegebenen  Punkt  9ß  und  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  zu- 
sammen, daher  ist  auch  die  Äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A  mit 
der  inneren  A%i  identisch.  Aber  auch  die  inneren  Aehnlicbkeits- 
kreise  i  und  3  fallen  (wie  die  äusseren  a  und  51),  nach  §.  43., 
mit  den  gegebenen  Punkten  Wl  und  m  zusammen;  da  nun,  nach 
j,  53.  2)  ,  auch  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  zweier  Punkte 
mit  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  zusammenfällt,  so  ist  auch  die 
zur  inneren  Aehnlichkeitsaxe  A$i  gehörige  innere  Axe  mit  der 
äusseren  identisch.  ,  .,; 

Für  die  inneren  Aehnlichkeitsaxen  oV3  und  2lJx,  beziehungs- 
weise ihre  zugehörigen  inneren  Axen,  ergiebt  sich  folgende  Be- 
trachtung: 

Nach  $.35.  fallt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  J  mit  dem, 
die  gerade  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte  halbirenden 
Punkte  O  zusammen;  dagegen  ist  der  innere  Aebnlicbkeitskreis 
/,  nach  §.4Ö.,  der  durch  9Ji  und  an  (reap.  i  und  3)  gehende  Kreis, 
fflr  welchen  diese  beiden  Punkte  Endpunkte  des  Durchmessers 
sind.  Es  ergiebt  sich  daher,  weil  der  Aehnlichkeitskreis  i  (und  3) 
ein  Endpunkt  des  Durchmessers  des  Adnlichkeitskreises  J  ist, 
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(fr  beide  Aebnlicbkeitskrelse  i  und  J  (i  und  3)  die  Linie  Mqul- 
differenter  Potenzen  als  die  durch  den  Mittelpunkt  den  Kreise« 
J  gehende  und  auf  dem  Durchmesser  Ö  senkrecht  stehende, 
also  ebenfalls  als  eine  mit  der  äusseren  Axe  identische  Linie. 

Hieraus  folgt,  dass  für  die  gegebenen  Stücke  die  äussere 
Axe  mit  den  drei  inneren  Axen  zusammenfalle  und  nur  ein  Paar 
conjugirte  Berührungskreise  besteheo. 

§.  78. 

Aus  den  §§.  76.  und 77.  folgt  noch,  dass,  wenn  sich  unter  den 
drei  gegebenen  Stücken  zwei  Punkte  befinden,  sich  die  äussere 
(und  innere  Axe)  alsbald  als  äusserer  Aehnlichkeitskreis  der  bei- 
den Punkte,  nämlich  als  die  in  dem  Halbirungspunkt  ihrer  gera- 
den Verbindungslinie  auf  sie  senkrecht  errichtete  gerade  Linie 
ergiebt. 

§.  79. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  drei  Punkte  3R,  M,  m  (Fig.  19.); 
man  soll  einen  Kreis  beschreiben ,  der  durch  die  drei  Punkte  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.  Dieselbe  föllt,  weil 
nach  §.35.' der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  gege- 
benen Punkte  unendlich  jpeit  wegfällt,  selbst  unendlich 
weit  weg. 

2)  Die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  a'a",  ,  A'A"  er- 
geben sich,  nach  §.  40.,  als  auf  den  bezüglichen  Verbin- 
dungslinien JlfSW,  Mm,  der  gegebenen  Punkte  in 
ihren  Halbirungspunkten  senkrecht  errichtete  gerade  Linien 
und  schneiden  sich,  nach  §.  11.  2),  in  einem  gemeinschaft- 
liehen  Punkte  Or 

3)  Zu  diesem  Schneidungspunkte  O,  und  einem  der  gege- 
benen Punkte,  etwa  My  suche  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  so  ist  deren  Durchschnitt  mit  der  äusseren 
Aehnlichkeitsaxe  der  Berührungspol  P  für  den  gegebe- 
nen Punkt  M.  Da  .aber  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
unendlich  weit  weglallt,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Berüh- 
rungspole P  der  Fall,  und  die  von  ihm  an  den  Punkt  M 
gelegte  Tangente  Ptf  ergiebt  sich  als  mit  der  für  M  und 
O,  gezogenen  Linie  gleicher  Potenzen  parallele  Linie* 
Errichtet  man  nun  auf  diesen  unendlich  grossen  Halbmesser 
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PM  in  M  eine  Senkrechte,  so  findet  sieh  der  Durch- 
schnitt Ot  selbst  als  Mittelpunkt  des  zu  suchenden  Krei- 
ses und,  weil  die  Bertihrungspolare  B'B*  hier  mit  dem 
gegebenen  Punkte  M  zusammenfallt,  so  vereinigen  sich 

die  conjugirten  Kreise  W  und  Hl2  in  einen  Kreis  Oi. 

••:>     1,1  m  • 

»  -  ■  / 

§.  80. 

Aehnlich  hätte  die  Aufgabe  §.  79.  durch  Bestimmung  einer 
inneren  Aehnlichkeitsaxe  und  unter  Anwendung  des  für  ungleich- 
artige  Berührung  beobachteten  Verfahrens  aufgelöst  werden  kön- 
nen, und  man  hätte  ganz  dasselbe  Resultat  gefunden,  so  dass 
für  drei  gegebene  Punkte  die  vier  Paar  conjugirten  Berührungs- 
kreise in  einen  einzigen  Berührungskreis  zusammenfallen. 

$.  81. 

Es  ergiebt  sieb  daher  für  die  Aufgabe  §.  79.  die  kurze  Auf- 
lösung: man  halbire  zwei  gerade  Verbindungslinien  der  drei  ge- 
gebenen Punkte,  errichte  in  den  Halbirungspunkten  auf  die  be- 
züglichen Linien  Senkrechte,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser 
der  Mittelpunkt  und  die  gerade  Verbindung  desselben  mit  jedem 
der  gegebenen  Punkte  ein  Halbmesser  des  verlangten  Kreises. 

e 

§.  82. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  üf,  ein  Punkt  9R  und 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  20.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  gleichartig 
berührt,  d.  h.  beide  ausschliefst,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a%A.  Die  Punkte  a  und  A 
fallen,  nach  den  §§.  32*  und  33.,  mit  dem  gegebenen 
Punkte  SR  zusammen,  der  Punkt  Ol  ergiebt  sich  nach  §.31. 

2)  Der  Aehnlich keitskreis  21  ergiebt  sich  nach  §.  25.  2)  und 
die  Aehnlichkeitskreise  a  und  A  fallen,  nach  den  §§.  42.  und 

,j  ;        43.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  3)2  zusammen. 

3)  Zu  dem  Aehnlichkeitskreise  %  und  dem  Punkte  9R  be- 
stimme man  die  Linie  gleicher  Potenzen,  d.  i.  die  äus- 
sere Axe  O'O",  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  eine 
Tangente  an  einen  der  Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  ho  vorliegender  Auf- 

Tb.il  XXVI.  20 
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gäbe  am  einfachsten  mit  der  Entfernung  OSR  den  Haupt- 
kreis O  der  äusseren  Axe. 

4)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnittspunkt  p  der  Süsseren 
Aehnlichkeitsaxe  o5l  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
m'm"  der  Berührungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p  an  den  gezogenen  Hauptkreis  O  eine 
Tangente  und  beschreibe  mit  derselben  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Gerade  m'm"  in  den  Punkten  b'  und  6* schneidet. 

Diese  Punkte  sind  die  conjugirten  Berührungspunkte 
der  gegebenen  geraden  Linie  und  die  Durcbschnittspunkte 
HI'  und  Dt9  der  iti  ihnen  auf  die  Gerade  errichteten 
Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe  O'O"  bestimmen  die 
Mittelpunkte  zweier  Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe 
genügen ;  u.  s.  w. 

§.  83. 

♦ 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  M,  ein  Punkt  SDlund 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  21.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  ungleichar- 
tig berührt,  d.  h.  den  gegebenen  Kreis  einschliesst  und  die  gerade 
Linie  ausschliesst,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht 

Auflösung,   lyan  bestimme 

1)  die  der  gegebenen  Linie  m'm"  zugehörige  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe aJ%  Die  Punkte  a  und  J  fallen,  nach  $.32. 
und  $.  33.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  9R  zusammen  und 
der  Punkt  3  ergiebt  sich  nach  §.  31. 

2)  Der  Aehnlichkeitskreis  3  ergiebt  sich  nach  §.  40.  und 
der  Aehnlichkeitskreis  J  fallt  nach  §.  43.  mit  dem  gege- 
benen Punkte  9Ä  zusammen. 

3)  Zu  beiden  bestimme  man  die  Linie  äquidiffe  renter  Po- 
tenzen, d.i.  die  innere  Axe  QQ",  und  beschreibe  aus 
ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  Q2R  (=  QX")  [§.  26.  2)]  den 
Hauptkreis  Q  der  inneren  Axe. 

4)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnittspunkt  p'  der  inneren 
Aehnlichkeitsaxe  J3  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
m'm"  der  ßerührungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
von  diesem  Pol  p'  an  den  gezogenen  Hauptkreis  Q  eine 
Tangente,  beschreibe  mit  derselben  zur  Bestimmung  der 
conjugirten  Berührungspunkte  6*  und  6*  einen  Halbkreis 
und  verfahre  zur  Bestimmimg  der  Mittelpunkte  Bf»  und 
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Hl4  der  beiden  eonjugirten  Berührungspunkte  u.  s.  w.  gen* 
auf  bereits  erörterte  Weise. 

§.  84. 

Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  82.  und  83.  fällt  ausser 
den  Punkten  A,  a  und  J  auch  noch  der  zu  dem  gegebenen  Kreise 
M  und  dem  gegebenen  Punkte  9R  gehurige  innere  Aehnlichkeits- 
punkt  i  mit  dem  gegebenen  Punkte  SR  zusammen,  d.  h.  es  ist  die 
äussere  Aehnlichkeitsaxe  aA%  mit  der  inneren  %Ji,  und  ebenso 
die  innere  c/3  mit  der  inneren  A$i  identisch;  es  existiren  also 
für  die  gegebenen  Stücke  nur  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  und  der 
Gleichheit  der  Aehnlichkeitskreise  a,  A,  J  und  t  wegen  nur  zwei 
Axen  und  zwei  Paar  conjugirte  Berührungskreise. 

§.  85. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Punkte  M  und  SR  örid 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  22.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  durch  die  beiden  Punkte  geht  und  die  gerade  Linie  berührt 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  <MA.  Dieselbe  geht,  weil 
A  in  9JI  und  51  in  M  fallt,  §.  33. ,  durch  die  beiden  ge- 
gebenen Punkte. 

2)  Ihre  Linie  gleicher  Potenzen  O'O"  [siehe  §.  78.]  erglebt 
sich  als  äussere  Axe,  weil  die  Aehnlichkeitskreise  91  und 
A  ebenfalls  mit  M  und  2R  zusammenfallen. 

3)  Der  aus  dem  Hauptpunkte  O  mit  OM  (=  OSW)  beschrie- 
bene Kreis  ist  der  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  und 

4)  nach  $.  57.,  der  Durchschnittspunkt  p  der  Linie  AHM  mit 
m'm"  der  Berührungspol  für  letztere.  Man  lege  daher 
von  p  an  den  Hauptkreis  eine  Tangente,  beschreibe  da- 
mit den  Halbkreis,  welcher  die  gegebene  Linie  m'm"  in 
den  Punkten  6',  b2  schneidet,  so  sind  solche  die  Be- 
rührungspunkte der  gegebenen  Linie  mit  zwei  Kreisen, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen ;  u.  s,  w. 

• 

$.  86. 

Löst  man  die  Aufgabe  §.  85.  nach  der  für  ungleichartige  Be- 
rührung stattfindenden  Weise  und  bestimmt  eine  innere  Aehnlich- 
keitsaxe, etwa  a«/3,  so  erhält  man  —  da  ebenfalls  der  innere 
Aehnlichkertspunkt  3  mit  Mt  J  mit  SW,  daher  auch  aA%  mit  aj$ 
zusammenftNt  und  ebenso  die  inneren  A  eh  niichaeitWk  reise  3  und  J 

to* 


Digitized  by  Google 


■ 

292     Kern:  üeber  die  hvfgabe ,  einen  Kreit  tu  betchreieen, 

mit  den  gegebenen  Punkten  M  and  SR  zusammen  fallen  und  aus- 
serdem die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  zweier  Punkte  gleich 
ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  ist,  —  ganz  dasselbe  Resultat. 
Bestimmt  man  eine  andere  innere  Aehnlichkeitsaxe,  also  %\J  oder 
Ai%,  so  erhält  man,  nach  $.49.,  den  inneren  Aehnlichkeitskreis 
t  als  den  Kreis,  für  welchen  ISftM  Durchmesser  ist,  und  da  der 
Aehnlichkeitskreis  J  (und  3)  ein  Endpunkt  dieses  Durchmessers 
ist,  so  findet  sich  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  der  inneren 
Aehnlichkeitskreise  i  und  J  (3)  als  die  durch  den  Mittelpunkt  i 
gehende  und  auf  WM  senkrecht  stehende  Gerade  etc.  —  also 
ebenfalls  wieder  ganz  dasselbe  Resultat.  Es  existirt  daher  für 
zwei  Punkte  und  eine  Gerade  nur  ein  Paar  conjugirter  Berüh- 
rungskreise. 

§.  87. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  gerade  Linien  SR'SR"  und 
m'm"  und  ausserhalb  derselben  ein  Punkt  ß§  (Fig.  23.) ;  man  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  zwei  geraden  Linien  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
und  die  äussere  Axe,  indem  man  den,  von  den  gegebenen  Gera- 
den gebildeten  Winkel  halbirt  und  auf  die  Halbirungslinie  die  ver- 
langte äussere  Axe  0*0"  [siehe  §.  60.],  durch  den  gegebenen 
Punkt  M  eine  Senkrechte,  die  verlangte  Süssere  Aehnlichkeits- 
axe a%A,  fallt.  Die  Punkte  a  und  31  fallen  aus  erörterten  Grün* 
den  mit  M  zusammen  und  der  Punkt  A  unendlich  weit  weg. 
Aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  Axe  beschreibe  man,  mit 
einem  Halbmesser  ==  OJf ,  den  Hauptkreis  O  und  lege  an  ihn 
von  dem  Durchschnittspunkte  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  mit 
einer  der  gegebenen  Linien,  etwa  der  Linie  m'm",  also  von  dem 
Berührungspole  p  dieser  Linie,  eine  Tangente.  Der  mit  dieser 
aus  p  beschriebene  Halbkreis  schneidet  die  Linie  m'm"  in  den 
conjugirten  Berührungspunkten  6'  und  6a;  u.  s.  w. 

§.  88. 

Es  lässt  sich  auf  bereits  erörterte  Weise  von  den  in  der  Auf- 
gabe §.87.  gegebenen  Stücken  nachweisen,  dass  fär  sie  nur  ein 
Paar  conjugirter  Kreise  besteht. 


Es  möchte  aus  dem  Bisherigen  hinlänglich  erhellen,  wie  man 
au  verfahret)  habe,  wenn,  im  Falle  unter  den  drei  gegebenen 
Stücken  ein  Punkt  ist,  derselbe  sich  in  einer  gegebenen  Linie 
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oder  In  der  Peripherie  eines  gegebenen  Kreises  beündet,  d.  h. 
wenn  eine  gerade  Linie  oder  ein  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte 
berührt  werden  soll. 

8.  90. 

Sind  zwei  auseinanderliegende  Kreise,  97i  und  m,  ganz  inner- 
halb der  Peripherie  eines  dritten  Kreises  M  gegeben,  und  ist  das 
Verlangen  gestellt,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  die  drei  ge- 
gebenen Kreise  berührt,  so  weicht  offenbar  dasselbe  von  den  in 
den  §§.  19.,  20.,  25.,  26.  gestellten  Aufgaben  darin  ab,  dass  in 
vorliegendem  Falle  einer  der  gegebenen  Kreise  von  innen  und 
die  beiden  andern  von  aussen,  dort  aber  sämmtliche  drei  Kreise 
von  aussen  berührt  werden.  Es  ergiebt  sieb  nun  leicht,  dass  ßr 
beide  Berührungsweisen  in  Bezug  auf  gleichartige  und  ungleich- 
artige Berührung  ein  gewisses  Stellewechseln  in  Bestimmung  der 
betreffenden  Aehnlichkeitsaxen  stattfindet.  Wir  haben  gesehen, 
dass,  wenn  die  drei  Kreise  M,  3Ä,  m  ganz  auseinander  liegen. 
Folgendes  stattfindet: 

1)  Für  gleichartige  Berührung  der  drei  Kreise,  Bestimmung  der 

äusseren  Aehnlichkeitsaze  a%A. 

2)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  AJ% 

3)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  9ß,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  %Ji. 

4)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  M ,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  Ä$L 

Sind  aber  ganz  innerhalb  eines  Kreises  M  zwei  auseinanderlie- 
gende Kreise  SR  und  m  gegeben,  so  findet  Folgendes  statt: 

1)  Für  gleichartige  Berührung  der  drei  Kreise,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  A%i. 

2)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  %Ji. 

3)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  STO,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  a%J. 

4)  Für  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  M,  Bestimmung  der 

äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a%A. 

Die  dritte  Abtheilnng  dieser  Abhandlung  folgt  in  einem  der  nächsten 
Hefte.  Mao  wird  aber  leicht  sehen,  da««  sowohl  die  Abhandlung 
Tbl.  XII V.  No.  XV.,  als  auch  deren  vorliegende  Fortsetzung,  jede  für 
«leb,  ein  gewisse«  Gauxe»  bildet.  G. 
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XIX.  .  .1 

Notice  aar  le  parc  astronomique  de  la  Socie'te'  Tech- 
nomatique  ou  se  troure  en  ce  moment  la  plus  grande 

lunette  du  monde  *). 

:  ' 

Die  folgende  „Notice"  ist  mir  von  Puria  au«  unter  Kreuzband 
zur  Bekanntmachung  im  „Archiv"  zugesandt  worden.  Ich  thue  dies 
gern  ,  aber  im  Archiv  selbst,  und  nicht  im  Literarischen  Berichte, 
wo  frcjljcb,  solche  Mittheiluagen  eigentlich  immer  ihre  geeignetste 
Stelle  finden,  weil  durch  die  Mittheilung  der  „Notice"  in  demselben 
der  Raum  für  literarische  Anzeigen,  von  denen  noch  eine  nur  zu  grosse 
Anzahl  zurück  ist,  zu  sehr  beschränkt  worden  wäre.  Das,  wie  es  scheint, 
«ehr  grossartige 

Institut  technomatlque 

befindet  «ich 

Paris  Boulevart  d'Knfer  lO, 

und  scheint  vorzüglich  mit  durch  Herrn  Porro  begründet  worden  zu 
•ein,  was  nur  ein  sehr  günstiges  Vorurthetl  von  diesem  Institute  zu 
erregen  geeignet  ist,  du  Herr  Porro  sich  schon  durch  viele  sinnreiche 
Erfindungen  bekannt  gemacht  hat.  Mehrere  derselben  kennt  man  schon 
aus  dem  trefflichen  „Court  de  Topographie  et  de  Glod^sie 
fait  a  l'lcole  d'application  du  corps  d'ltat-roajor  par  J.  F. 
Snlnenve,  Chef  d'escadron  d'ltat-major.  Seconde  Edition. 
Paris.  1850.**),  wo  |]err  Salneuve  in  der  Vorrede  p.  1.  es  als  einen 
besonderen  Vorzug  der  neuen  Ausgabe  seines  ausgezeichneten  Werkes 
einsieht indem  er  sagt:  ,,«I'y  ai  fait  de  nombreuse«  additions.  Ainsi, 
je  dlcris  plusieurs  instrument«  tnventös  par  M.  Porro, 


*)  iL  est  curifux  <jue  cet  immense  instrument  est  l'oeuvre  de  l'invenfeur 
de  la  Longne-Vue  NapoHon  III,  qni  est  bien  le  plus  petit  et  le  plus 
commode ,  le  plus  portatif  de  tous  les  Instruments  d'oplique  pour  voir  d«  loin» 

•*)  Angezeigt  im  Litsrar.  Bar.  Nr.  LXIII.  8.  835. 
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officier  «uperiear  pietnontai«,  q«l,  4  une  prafonde  In- 
struction, joint  une  aagacite  merveille««e  dana  1'applU 
r.ation  de«  principe«  d'optique  qu'il  possede  «i  bien.  On 
tir»  «urtout  avec  inte>6t,  je  penae,  la  deacription  de  «a 
lanette  anallatlque,  de  «a  lonarue-vne  cornet, 
et,  «urtout,  de  l'apparell  propre  k  meiurer  lern 
baici."  Der  Herausgeber. 


»  - 

A  ('instar  d'un  parc  d'artillerie  prdte  ä  eutrer  en  campagne, 
le  parc  astronomique  de  la  soctetö  technomatique  se  compose 
d'instruraents  acbevls  ou  en  construetion  tres-avanc£e,  installes 
sous  des  abris  plus  ou  moins  provisoires,  mais  sur  des  Supports 
solides,  de  maniere  que  les  astronomes  puissent  les  essayer  par 
des  observations  reelles  et  suivies  sur  le  ciel.  Sa  composition, 
continuellement  variable,  präsente  toujours  beaueoup  d'interet  au 
point  de  vue  du  progres:  rareraent  il  arrive  qu'un  second  exem- 
plaire  d'un  iostrument  rcssemble  exaetement  ä  celui  qui  l'a  pre- 
cede*;  toujours  on  y  remarque  quelque  perfectionnement  nouveau. 
Teile  est  la  mission  que  s'est  donnee  la  Societe  Technomatique, 
le  progres  de  la  science  par  celui  des  moyens  d'obser- 
vation:  l'astronomie,  la  geodesie,  la  marine,  l'art  militaire,  lui 
doivent  une  foule  de  perfectionnements  et  d'instruments  oouveaux. 

L'Exposition  universelle,  qui  a  donne*  une  si  vive  impulsion 
ä  l'industrie  et  aux  sciences,  avait  de'terminö  la  Societe*  Techno- 
matique ä  faire  construire  plusieurs  grands  Instruments  d'astrono- 
mie,  que  d'autres  alTaires  urgentes  ont  emplchä  d'aehever  entemps 
utile:  trois  de  ces  Instruments,  qui  figurent  aujourd'hui  dans  son 
parc  astronomique,  attirent  puissament  l'attention  des  astronomes. 
On  remarque,  tout  d'abord  en  en  tränt,  un  immense  refracteur, 
•  qui  ne  touche  ä  son  support,  pour  ainsi  dire,  que  par  son  ocu- 
laire,  et  qui  s'elance  d'un  seul  jet  vers  les  espaces  Celestes. 

Au  sud  de  ce  reTracteur,  ä  quelques  metres  de  distance,  est 
un  pavillon  de  cinq  metres  de  diametre  et  autant  de  bauteur,  cou- 
vert  d'un  dorne  tournant  sous  lequel  est  montä  un  äquatorial  de 
quarante-quatre  deeimetres  de  longueur  et  de  vingt-quatre  centi- 
metres  d'ouverture  nette  et  utile. 

Cet  Instrument,  *qu?  ägale  ä  peu  pres  en  dimensions  et  en 
puissance  celui  qu'on  appelait,  il  y  a  vingt  ans,  le  colosse  de 
Dorpat,  parait  aujourd'hui  bien  petit,  ä  cdte  de  la  grande  lunette 
qui  se  live  au-dessus  lui;  et,  pourtant,  dans  le  cours  d'undemi- 
siecle,  le  colosse  de  Dorpat  n'avait  4t6  depasse  en  dimensions, 
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•loon  en  puissance,  que  par  la  lonette  de  Poulkova,  qoi  n'a  que 
trente-buit  centimetres  d'ouverture  et  sept  metres  de,  foyer,  et  qui 
a  tenu  depuis,  et  tiendrait  encore  la  premiere  place  dans  le  monde 
astronomique,  sans  le  grand  Instrument  qui  fait  l'objet  principal 
de  cette  notice  et  qui  a  ci nquante-deux  Centime tres  d'ou- 
verture et  quinze  metres  de  longueur. 

A  quelques  pas  de  lä,  a  l'ouest,  dans  un  modeste  cabinet  en 
planches,  existe  une  lunette  xenithale:  c'est  le  Direct-xthtith-tube 
de  M.  Porro,  Instrument  remarquable  que  l'auteur  a  nomine*  ainsl 
par  Opposition  au  reflexe-xdnith-tube  de  M.  Airy,  qu'il  remplace 
avec  avantage. 

Entrons  dans  quelques  detail»  sur  ces  trois  remarquable*  in« 
•truments. 

Tout  le  monde  sait  que  la  difficultä  de  confectionner  les  grands 
'Instruments  d'astronomie  augmente  en  raison  bi-carree  du  dia- 
metre  de  l'objectif,  tant  en  ce  qui  regarde  la  fusion  du  verre  qu'eo 
ce  qui  se  rapporte  au  taillage  et  au  montage.  L'Angleterre,  qui 
avait  eu  longuement  la  superiorite  sur  toutes  les  nations  pour  la 
production  du  verre  d'optique,  n'avait  jamais  depasse  un  d^ci- 
metre  de  diametre:  eile  n'avait  ete  ägalee  que  par  la  verrerie 
italienne  de  Murano  jusqu'ä  l'epoque  oü  Fraunhofer,  informe' 
des  premiers  succes  de  Guinand  deSoleure,  eut  attirä  cet  ar- 

tiste  ä  Munich,  oüilfonda  l'usine  byalurgique  de  Benedi  et  beurn. 

. 

En  1827,  sous  le  ministere  Villele,  la  France  etait  sur  le 
point  d'avoir,  eile  aussi,  son  usine  hyalurgique,  en  attirant  a  son 
tour  Guinand  ä  Paris,  mais  la  mort  de  celui-ci  empeeba  la  rea- 
lisation  de  ce  projet,  et  sa  tombe  enferma,  pour  toujours,  des 
secrets  que  Guinand  üls,  abandonuö  ä  ses  propres  moyeos,  ne 
put  inventer  ä  nouveau. 

Toutefois,  il  est  juste  de  dire  que  ses  efforts  furent  couron- 
nes  de  quelques  succes,  et  que  la  masse  du  flint-glass,  d'oü  a 
etä  tire  Tun  des  disques  de  l'objectif  de  la  lunette- monstre  qui 
nous  occupe,  avait  ete-  fournie,  il  y  a  bien  longtemps,  par  ce 
Guinand,  mais  on  ignore  si  eile  sortit  de  ses  fontes  ou  si  eile 
provenait  encore  de  Celles  de  son  pere. 

Le  disque  deCrown Glass  a  e^e*  fournipar  M.  Maös  de  Clichy, 
qui,  de  nos  jours,  a  pris  ä  tache  d'elever  en  France  l'hyalurgie 
optique  ä  un  baut  degre  de  perfection. 

Le  taillage  des  verres  d'optique  n'avait  pu,  jusqu'ä  ce  jour, 
4tre  fait  par  machine :  le  degr^  de  precisioo  auquel  on  arrive  par 
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le  travail  k  la  niain  est  d'ailleurs  insuffisant:  ce  serait  en  vain 
qu'on  aurait  coostruit  un  grand  Instrument,  s'H  ne  p4n4trait  pas 
plus  efGcacement  que  Ies  plus  petits  dans  Ies  profondeurs  Celes- 
tes; c'est  pourtant  lä  ce  qui  arrivait  avant  M.  Porro,  qui  a  Io- 
vente  et  fait  construire  une  machine  bien  simple  au  moyen  de 
laquelle  on  peut  tailler  sans  bassins  une  surface  spheVique  d'un 
rayon  donnö,  puis  faire  varier  ce  rayon  par  degres  insensibles 
avec  la  plus  rare  perfection;  ce  moyen,  joint  ä  lemploi  du  polyop- 
tometre*),  pour  Ies  explorations  qui  doivent  precäder  le  tailtagc, 
et  ä  une  application  nouvelle  de  la  methode  de  Frisiani  en  ce 
qui  concerne  la  verification  du  travail,  ä  tous  Ies  degres  d'avan- 
cement,  a  permis  d'arriver  de  premier  jet,  sans  consulter  le  ciel, 
si  pres  de  la  perfection  que  bien  peu  de  chose  est  reste*  ä  faire 
pour  atteindre  toutc  la  nettete"  desirablö:  de  premier  jet  cette 
lunette  a  montre  les  plus  petites  etoiles  parfaitement  rondes  et  a 
dedouble  nettement  et  largement  dans  Fexperience,  par  la  methode 
de  Frisiani,  deux  e'toiles  artißcielles  de  deux  dixiemes  de  seconde 
en  diametres,  se'paräes  par  un  intervalle  de  moins  d'une  seconde. 
Le  temps  constamment  contraire  n'a  point  encore  permis  de  faire 
sur  Ic  ciel  des  comparaisons  efbcaces,  mais  H  ne  parait  pas  dou- 
teux  que,  dans  un  meilleur  climat,  en  Algetie,  par  exemple,  cet 
Instrument  supporterait  utilement  des  grossissements  de  1500  ä 
2000  fois,  et  on  ne  peut  pas  prevoir  quelles  merveilles  on  doit 
espörer  de  de*couvrir  dans  le  ciel  avec  de  tels  grossissements  que 
les  immenses  telescopes  ä  miroir  de  Hörschel  et  de  lord  Rosse 
n'ont  jamats  utilement  supporte's. 

Le  niontage  d'une  st  grande  lunette  eüt  presente*  des  difficul- 
tes  tres-graves,  si  on  avait  suivi  les  systemes  en  usage,  et  il 
eüt  ete*  impossible,  d'apres  les  idees  recues,  d^en  faire  un  Instru- 
ment mesurant.  M.  Porro  a  vaincu  toutes  ces  diföcnlt4s  en  fai- 
sant  pivoter  autour  de  l'oculaire  immobile  toute  la  lunette  equili- 
bree  par  deux  contre-poids:  cette  construction,  a  la  fois  simple 
et  hardie,  permet  de  placer  confortablement  l'astronome  sur  un 
fauteuil  pareillement  immobile,  doü  il  peut  observer  comuiodement 
vers  tous  les  points  du  ciel. 

Les  mouvements  natu  reis  de  Instrument,  ainsi  que  les  moyens 
de  mesurer  sont  alt-azimutaux;  mais,  par  un  artifice  bien  simple, 
Taxe  optique  de  la  lunette  peut,  ä  volonte*,  suivre  aussi  le  mou* 
vement  diurne  comme  un  äquatorial  et  donner,  avec  une  precision 
süffisante,  sur  deux  cercles  supplrfmentaires,  les  coordonnees 


•)  Instrument  in»cnte  aussi  par  M.  Porro.    Voy  C o m p t  •»- r «n d  n • 

de  l'Academie  des  ScienceB  toi.  XXV..  ji.  433. 
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stellaires ;  l'astronome  n'a  pas  besoin  de  quitter  son  fauteuii  pour 
lire  toua  ses  oercles,  ses  niveaux,  etc.  Cet  Instrument  peut 
aussi,  a  tout  Instant,  e"tre  amene  rigoureusement  dans  le  plan  du 
meYidien  et  fonctionner  a  la  maolere  d'un  Instrument  meridien  im- 
mense et  complet  de  la  plus  haute  precision. 

Malgre*  ses  lourdes  masses  et  la  grande  longueur  du  tube  de 
cet  Instrument,  les  mesures  azimutales,  naturellement  independan- 
tes  de  la  reTraction,  sont  ici  absolues,  c'est-ä-dire  qu'elles  sont 
independantesde  l'excentricitd,  de  la  flection,  etc.,  gräce  aux  moyen* 
aussi  nouveaux  que  precis  par  lesquels  la  ligne  de  visee  de  la 
lunette  est  mise  optiquement  en  rapport  immediat  avec  les  lignes 
fixes,  la  meridienne  et  la  verticale.  II  en  en  est  de  meme  des 
apozeVitbs,  ä  la  reTraction  pres;  les  astronomes  savent,  d'ailleurs» 
et  Sawitch  a  demontre  que  les  mesures  azimutales,  seules  inde-  , 
pendantes  de  la  reTraction,  peuvent  entrer  avantageusement  et 
pour  une  tres- grande  part  dans  l'etude  du  ciel. 

En  un  mot,  ce  n'est  pas  seulement  par  les  dimensions  et  la 
puissance  optique  que  cet  Instrument  laisse  de  beaucoup  derriere 
lui  tout  ce  qui  a  e*te*  fait  jusqu'ä  ce  jour,  c'est  eocore  par  les 
moyens  entierement  nouveaux  de  mesure,  dont  la  precision  est 
incomparablement  superieure  ä  celle  de  tous  les  Instruments  con- 
nus.  II  est  ä  desirer  que  cet  Instrument  soit  bien  vite  acheve 
et  passe  bien  vite  dans  les  mains  de  quelque  habile  astronome 
qui  en  tire  pour  la  sciencc,  et  pour  la  gloire  du  siede,  tout  le 
parti  dont  il  est  susceptible ;  la  moderation  du  prix  (160,000  fr.), 
comparativement  ä  celui  de  la  de'sormais  fort  petite  lunette  de 
Poulkova  (90,000  fr.),  le  met  ä  la  porte*e  non- seulement  des  gou- 
vernements,  mais  d*un  bon  nombre  aussi  de  riches  amateurs. 

L  equatorial  etabli  dans-  le  pavillon  au  sud  egale,  avons-nous 
dit,  en  dimensions  et  en  puissance,  le  ci-devant  colosse  de 
Darpatt  mais  U  präsente  quelques  particularites  remarquables  et 
tout  d'abord  son  Elegante  simplicite*. 

Les  rotations  de  cet  Instrument  sont  spheriqnes,  et  la  trans- 
mission  du  mouvement -diurne  se  fait  par  l'adherence  de  deux 
surfaces  spbeYiques.  —  II  n'y  a  pas  de  contre-poids  d'alle'ge, 
mais  l'huüe  lubriflcatrice  qui  est  introduite  avec  pression  en  tient 
lieu  avec  avantage:  le  mouvement  d'horlogerie  y  est  reinplace 
par  un.petit  moteur  hydraulique  d'une  construction  particuliere ; 
les  dispositions  en  sont  commodes  et  convenables. 

Toutes  ces  combinaisons  sont  telles  qu'elles  eludent  les  defauts 
de  l'qaure,  que  me^me  ces  mäcanismes  se  perfectiouneraient  d'eux- 
meme  par  l'usore  s'IIm  n'4taient  deja  parfaits. 
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La  lunette  z^nlthale  vient  d'etre  acfaet^e  par  un  astronome  des 
plus  distingues,  mais  eile  sera  bientdt  remplacee  par  ane  autre 
pareille:  eile  a  18  deeimetres  de  lonerueur  et  an  de'cimetre  d'ou- 
verture;  eile  est  constraite  d'apres  le  principe  cathyalique  de 
M.  Porro. 

Cet  instruroent  donne  ä  tout  instant,  sans  inrersion  et  saus 
nlveau,  le  Heu  abtolu  du  zenith;  il  perraet,  en  consäquence,  de 
determiner  avec  la  plus  gründe  precision  et  dans  un  temps  tres- 
CQurt  la  latitude  et  le  terops. 

Quoique  non  encore  entierement  acheväs  tous  ces  Instruments 
temoignent  dejä  assez  hautement  de  leur  extreme  bonte  et  pre- 
cision pour  que  nul  doute  ne  puisse  rester  sur  leurs  effets. 

Le  parc  astronomique  de  la  Soci&e*  Technomatique  prendra 
bientöt  la  proportion  et  les  qualites  d'un  observatoire  tres  -  irapor- 
tant  dans  lequel  les  Instruments  seront  remplaces  au  für  et  ä 
mesure  de  la  vente:  un  astronome  y  sera,  dit-on,  attachtf  qui, 
4tudiant  avec  intelligence  et  continuite  les  effets  et  les  defauts  des 
Instruments  de  toute  espece ,  permettra  ä  la  France ,  sous  ce  rap- 
port,  d'atteindre,  par  les  ateliers  de  construction  de  cette  sociäte, 
une  superiorite  qui  lui  etait  depuis  longterops  contestee. 

On  nous  laisse  esperer  aussi  que  ce  parc  astronomique  sera 
ouvert,  moyennant  une  retribution  modique,  aux  astronomes  ama- 
teurs  qui  voudraient  y  faire  des  Stüdes  speciales,  ainsi  qu'aux 
Colleges  et  aux  institutions  qui  voudraient  donner  ä  leurs  eleves 
quelques  lecons  pratiques  sur  l'usage  des  Instruments  d'astrono- 
mie  de  geodesie  et  de  marine. 

Nous  terminons  en  faisant  des  voeux  pour  que  la  France, 
qui  s'est  laiss*  enlever  par  l'Angleterre  les  deux  seuls  grands 
objeetifs  quelle  ait produit  *)  durant  la  premiere  moitie de  ce  siecle*  . 
ne  laisse  pas  aussi  passer  ä  I  etranger  cet  admirable  instrument. 


Das  mir  znge«andte  PreieTeraciehnlsa  theile  ich  im  Folgenden  gleich- 
falls mit.  Der  Herausgeber. 

Grand  reTracteur  astronomique  de  cinquante- 
deux  centrimetres  d'ouverture  nette  et  utile, 


*)  Caachoix,  erliste  da  premier  merite,  dont  non«  regreltons  la  perle, 
•  fsit  deox  ohjectif«,  un  de  ringt -tept  et  un  de  irente-deax  centimetree  de 
diamehre,  qui  tont  msintenant ,  l'un  ä  Cambridge,  l'autre  a  Markee. 
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et  de  quinze  metres  de  foyer  monte  en  alt-ati- 
mut,  donnant  par  mesure  exacte  et  absolut  l'azimut, 
et  l'apozenitb;  donnant  aussi  sur  deuz  cercles  sup- 
plementäres, l'asceusion  droite  et  la  decliuaison :  la 
Lunette  peut  suivre,  par  un  mouvement  comp  ose ,  le 
mouvement  diurne:  l'astronome,  confortablement  eta- 
bli  dans  ün  fauteuil,  peut  diriger  ('Instrument  vera 
tous  les  points  du  ciel,  et  lire  sans  se  deplacer  les 
cercles  et  les  oiveaux;  assortiment  d'ocutaires,  de 
micrometres,  etc   160,000  fr. 

Instrument  äquatorial  de  vingt-quatre  centimetres 
d'ouverture  et  de  quarante- quatre  decimetres  de  foyor, 
rotations  spheriques  perfectionnees,  allege  ä  pression 
d'huile:  mouvement  diurne  spontane,  assortiment  docu- 
laires, micrometres  ä  double  effet,  cercles  horairee  . 
et  de  de'clioaison  de  cinquante  centimetres,  appareil 
pour  diminuer  la  flection,  et  accessoire«  .   .   .   .   .     30,000  fr. 

Cet  Instrument  est  ä  peu  prcs  par  eil  ä  celui  com- 
mandi  par  le  Gouvernement  frangais  pour  lEcole 
normale  superieure  de  Paris ,  mais  non  encore  acheve* 
pour  des  motifs  de  ßnance  independants  de  t Insti- 
tut Tecknomatigue. 


Un  Refracteur  de  quarante  centimetres  d'ouverture, 
suivant  le  montage  qui  sera  demande  .   .   40,000  ä     60,000  fr. 


Un  Re'flecteur  de  vingt-sept  centimetres  d'ou- 

  8,000  fr. 

Un  Cercle  meVidien  cathyalique  complet  avec  lu- 
nette de  16  centimetres  d'ouverture  ä  mesures  absolues     22,000  fr 

Plusieurs  autres  Instruments  de  plus  petites  di- 
mensions  construits  d'apres  les  perfectionnements  les 
plus  recents. 


> 
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XX. 

p 

I 

Schreiben  des  Herrn  Oberlehrers  Dr.  H.  Birnbaum 
in  Braunschweig  an  den  Herausgeber  über  eine 

Eigenschaft  des  Kreises. 


Sie  haben  auf  S.  231.  im  zweiten  Hefte  des  25sten 
Tbeils  Ihres  Archivs  eine  neue  Eigenschaft  des  Kreises  ent- 
wickelt, welche  gewiss  vielfache  Beachtung  gefunden  haben  wird, 
aber  ganz  besonders  mich  lebhaft  interessirte,  da  ich  kurz  vor 
dem  Lesen  Ihrer  vortrefflichen  Arbeit  auf  einem  ganz  andern  Wege 
zu  demselben  Resultate  gekommen  war.  Vielleicht  macht  es  Ihnen 
Vergnügen,  mein  Verfahren  auch  kennen  zu  lernen,  und  ich  er* 
laube  es  mir  daher,  dasselbe  Ihnen  hier  zur  Mittheilung  zu  bringen. 

l.    Ich  ging  von  folgendem  Satze  der  Elementargeometrie  aus: 

„Wenn  bei  einem  Dreiecke  die  eine  Seite 
nach  eben  dem  Verhältnisse  getheilt  worden 
ist,  in  welchem  die  andern  beiden  Seiten  zu 
einander  stehen,  so  halbirt  die  gerade  Ver- 
bindungslinie zwischen  dem  Theilungspunkte 
und  der  gegenüberliegenden  Winkelspitze 
den  hier  vorkommenden  Winkel  des  Drei- 
ecks;" —  (oder  auch  umgekehrt) 

und  ich  legte  mir  nun  die  Frage  vor,  was  wird  das  für  eine  krumme 
Linie  sein,  welche  die  gegenüberliegenden  Winkelspitzen  von 
allen  Dreiecken  in  sich  schliesst,  wobei  jedes  Mal  die  beiden  an- 
dern Seiten  in  demselben  Verhältnisse  stehen,  als  die  erste  un- 
veränderlich fest  gewählte  getheilte  Seite.  Die  Beantwortung  er- 
gab einen  Kreis.  Es  sei  ADC  (Taf.lX.  Fig.  1.)  ein  solches  Dreieck, 
wobei  AC\n  B  so  getheilt  ist,  dass  AB:  BC=  AD:DC.  Denkt 
man  sich  nun  AD,  DO  veränderlich,  während  die  in  B  getheilte 
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Seite  AC  unveränderlich  dieselbe  bleibt,  so  liest  sich  zeigen, 
dass  der  Punkt  D  bestfindig  in  der  Peripherie  eines  anwandelbar 
festen  Kreises  gelegen  ist.  Denn  nennen  wir  BC~a,  AB=b 
und  beziehen  D  auf  rechtwinkelige  Coordinaten  x,  y,  die  in  B 
Abscissenanfang  und  längs  ABC  die  Abseissenrichtung  haben, 
so  ist 

AD=  V(6  +  *)*  +  y*,   Z)C=  V(a-*)*+y» 
und  mithin: 

V(6  +  ar)»+p:  V  («-*)* +  y»= 6:  a, 
woraus  leicht  zu  folgern,  dass 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebtsich  nun  sogleich,  dass  y=0,  wenn 
1)  x=0  oder  2)a:  =  ^— -.  Setzt  man  j~~~  —  T>  so  ist  a=^j-^*» 
und  substituirt  man  diesen  Werth  für  a  in  (1),  so  kommt 


3,*  =  *(2r-*), 

also  die  Gleichung  für  den  Kreis,  dessen  Radius  *=r  oder  =sg^  ist 


2.  Als  ich  nun  so  leicht  zu  diesem  Resultate  gekommen  war, 
so  machte  ich  mir  Hoffnung,  auch  auf  dem  Wege  der  Analyst* 
der  Alten  rein  durch  elementare  Construction  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Im  &ADC  (Taf.  IX.  Fig.  2.)  sei  wieder  ADDC=AB:BC 
und  D  mit  B  durch  eine  gerade  Linie  verbunden,  wodurch 
^  CDB  =  BDA  wird.  Macht  man  dann  ^  BDE  =  ÜBE,  so 
ist  DE  =  BE  und  Z  EDC=  EAD,  also  auch  A  dem 
&EAD  ähnlich.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  letztgenannten  Drei- 
ecke folgt  AD:DC=:AE:DE. 

Jetzt  denken  wir  uns  ausser  D  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  noch  einen 
beliebigen  zweiten  Punkt  F  über  ABC  so  gewählt,  dass  eben- 
falls FA : FC = AB : BC,  und  also  die  Linie  FB  den  JLAFC 
auch  halbirt.  Auch  denken  wir  wie  vorhin  ^BFG=FBG  ge- 
macht, wodurch  dann  ebenso  das  A  dem  A  ähnlich 
sein  müsste:  Wir  hätten  daher 

AD:DCt=AE:DE 

und 

AF'.FCss  AG:FG, 
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woraus  AE:DE  =  AG:FG  folgt,  weil  die  ersten  beiden  Ver- 
hältnisse der  vorstehenden  beiden  Proportionen  =AB:  BC  nach 
der  Voraussetzung  sind. 

In  AE:DE=AG:FG  für  DE  das  gleiche  EB und  für  FG  das 
gleichet  gesetzt,  giebt  AE:EB=AG:BG;  hieraus  leitet  man  ab: 

(AE—EB) :  EB  =  (AG- BG):BG 

oder 

AB:EB  =  AB.BG 

und 

AB  AB  =  EB.BG 

Da  aber  diese  Proportion  nur  wahr  sein  kann,  wenn  BG  —  BE 
ist,  so  fallt  G  in  JE,  also  müssen  alle  Punkte  D,  F....  mit  B 
in  der  Peripherie  des  Kreises  liegen,  der  um  E  als  Mittelpunkt 
und  mit  EB  als  Radius  beschrieben  wird.  Man  findet  EB  nach 
der  Proportion  (AB - BC):  BC=  AB.EB ,  die  sich  von  AD.DC 
=AE:ED  leicht  ableiten  lässt. 

3.  Jetzt  auch  die  Synthesis.  Wählt  man  eine  beliebige  ge- 
rade Linie  AC  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  und  theilt  dieselbe  in  B  nach  irgend 
einem  Verhältnisse,  verlängert  dann  BC  über  C  hinaus  nach  Dt 
so  dass  (AB—BC):BC=AB:BD  ist,  und  beschreibt  um  D 
als  Mittelpunkt  mit  DB  als  Radius  einen  Kreis,  ss  lässt  sich 
zeigen,  dass,  wenn  man  irgend  einen  Punkt  E  der  Peripherie 
dieses  Kreises  mit  A  und  C  durch  gerade  Linien  verbindet,  diese 
Verbindungslinien  EA,  EC  immer  in  demselben  Verhältnisse  wie 
AB,  BC  zu  einander  stehen. 

Aus  (AB  —  BC) :  Z?C=  AB :  BD  folgt  AB :  BC=z  AD:  BD 
oder  auch  AB:AD—BC:BD.  so  wie  aus  dieser  (AD— AB):  AD 
=  (BD  —  BQ:BD  oder  BD:  AD  =  CD :  BD  oder  AD:  BD 
=  BD:  CD  folgt.  Setzt  man  för  BD  das  gleiche  ED  an  den  Platz, 
so  wird  aus  dieser  letzten  Proportion  AD: DE  =  DE:CD.  Rich- 
tet man  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  die  beiden  Dreiecke  ADE, 
EDCt  so  haben  sie  den  Winkel  an  D  gleich  und  die  umschlies- 
senden  Seiten  proportionirt  und  sind  daher  einander  ähnlich.  Aus 
der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  die  Gleichheit  der  gleich* 
liegenden  Winkel  EAD  und  CED.  Es  ist  aber  jLEBD=zBEA 
+  EAB,  und  da  EBD—DER,  so  ist  auch  DEB  =  BEA + EÄB, 
oder  DEC\CEB=.BEA\EAB\  nimmt  man  hiervon  die  vorbin 
gleich  gefundenen  .Winkel  DEC,  EAB  hinweg,  so  bleibt  ?noch 
CEB=  BEA.  Mithin  ist  im  Dreieck  CEA  die  Linie  EB  die  Hai- 
blrungslinle  dfes  Winkels  CEA,  von  dieser  weiss  man  aber,  Jass  sie 
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die  gegenüberliegende  Seite  de»  zugehörigen  Dreiecks  jedesmal 
nach  demselben  Verhältnisse  theilt,  in  welchem  die  beiden  andern 
Seiten  zueinander  stehen,  dass  sich  also  AE:EC—AB:BC  verhält. 


Die  hier  besprochene  Eigenschaft  gilt  übrigens  nicht  blos  für 
den  Kreis,  sondern  auch  für  die  ganze  Kugel,  welche  mit  dem 

betreffenden  Radius  r=  r— —  beschrieben  wird.    Auch  will  es 

b — a 

mir  scheinen,  als  wenn  sich  dieser  Satz  zu  katöptrischen  Zwecken 
praktisch  fruchtbar  machen  lasse.    Doch  davon  vielleicht  später. 


Ueber  den  Potenzialaasdruck  ((1))'. 

Von 

Herrn  H,  Kinkelin, 
Besirktlehrer  sn  Aarborg  im  Canton  Aargan. 


§.  1. 


Bei  Gelegenheit  der  Ausarbeitung  eines  Aufsatzes  über  Funk- 
tionsbestimmungen gerieth  ich  auf  den  Ausdruck  ((1))*.  Da  mir 
keine  direkte  Ableitung  desselben  aus  der  Natur  der  Einheit  be- 
kannt war,  so  hielt  ich  es  für  nicht  ganz  nutzlos,  die  nähere  Be- 
stimmung desselben  und  Zurückfübrung  auf  den  bekannten  Aus- 
druck Co82lcita:  +  i Sin Iknx  auf  direktem  Wege  zu  versuchen. 
Was  ich  gefunden,  mag  hier  folgen. 


Unter  ((!))*  verstehe  ich  mit  Cauchy  irgend  einen  imaginä- 
.....  1 
ren  oder  reellen  Werth  der  -ten  Wurzel  aus  der  Einheit.  Wie 
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bekannt,  läset  sich  jede  Vieldeutigkeit  einer  Funktion  durch  ein- 
deutige Ausdrücke  wiedergeben,  welche  veränderliche  ganze  Zah- 
len enthalten,  welche  wir  Indices  heissen  wollen. 


$.2. 

Dem  Ebengesagten  zufolge  ist  also  die  Form  von  ((1))* : 

((l))*=ra>tf*)+i>*(*),    wo  i=V^l,  (1) 

und  wo  k  den  Index  bedeutet.  <pk(x)  und  t//*(ar)  sind  dabei  reelle 
Funktionen,  um  deren  nähere  Bestimmung  es  sich  nunmehr  ban- 
delt, so  zwar,  dass 

<p0(x)  +  fy0(x)  =1  (2) 

ist.   Diesem  zufolge  ist  also 

g>0(*)  =  l,  = 

welche  Ausdrucke  von  x  unabhängig  sind. 

Stellt  x  eine  ganze  Zahl  p  vor,  die  auch  Null  sein  kann,  so 
wird  ferner 

Hl)Y  =  1  =  <pk(fi)  +  ty*«, 

woraus 

9»G0  =  1.   ^(p)  =  0  (3) 

folgt. 

■ 

Es  sind  also  (pk(x)  und  t//*(a?)  periodische  Funktionen,  d.h.  jedes- 
mal, wenn  x  einen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlwerth  er- 
hält, geht  q>k(x)  durch  1  und  i\tk(x)  durch  0.  Es  hat  also,  wenn 
wir  zuerst  die  Funktion  tyk(x)  ins  Auge  fassen,  die  Gleichung 
yk(x)  =  Q  die  Wurzeln 

....-3,  -2,  -1,  0,  +1,  +2,  +3,....,  (4) 

und  es  ist  daher 

yk{x)  =  f(x) . x*o (x         .  (x  —  2)** .  (x — 3)*. . . . . 

.  (x  + 1) V  (x  +  2)**' .  (x  +  3)V  . . . . ,  (5) 

wo  f{x)  eine  Funktion  von  x  ist,  die  för  keinen  der  in  (4)  ange- 
gebenen Wertbe  von  x  verschwindet.     Was  die  Exponenten 

Ao,        1»  ,V,         V» ....  betrifft,    so  wird  die  spätere 

Untersuchung  Näheres  ergeben. 

Theil  XXVI.  21 
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Kinkelin:  üeber  den  Potenzialautdruck  ((t))*. 


§.  3. 

Multiplizirt  man  die  Gleichung  (1)  mit 

<(l))»  =  ?»fr)  +  ty*to)» 

« 

wobei  der  nemliche  Index  angenommen  wird,  so  erhält  man: 

(6) 

=  ( <pk{x)  +         }  |  <pk{y)  +         }  =  <Pk(x  +    + t>*(*  +  y), 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  das  Imaginäre  vom  Reellen  ge- 
trennt wird: 

[  (7) 
tyk(x)  •  q>k(y)  +  <pk(x) .        = tyk(x-\-y).  J 

Wird  hier  y  als  ganze  Zahl  p  angesehen,  so  erhält  man  mit 
Zuziehung  von  (3): 

<pk(x  +  (i)  =  g>*(ar) ,  +  p)  =         ;  \ 

und  umgekehrt:  >  (8) 

<pt(  x  —  f*)  =  g>k(x) ,    r}>k(x — ft)  =  %>k(x) ;  ) 

wodurch  sich  (pk(x)  und  *}>k(x)  als  vollkommen  periodische  Funk- 
tionen in  x  herausstellen,  die  bei  einer  Vermehrung  oder  Ver- 
minderung von  x  um  eine  ganze  Zahl  denselben  Werth  anneh- 
men, wie  vorher.  Man  hat  somit  bloss  nuthig,  die  Werthe  von 
<Pk(x)  und  il>k(x)  von  x=0  bis  x=\  zu  kennen,  um  sofort  auch 
die  für  alle  anderen  Argumente  zu  erhalten. 

§.  4. 

Aus  der  Theorie  der  Gleichungen  weiss  man,  dass  auch 

(<1))*  = 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  Wurzel  der  Gleichung  y *  =  I  in  « 

l 

auch  zugleich  Wurzeln  der  Gleichung         =1  oder  y~l=l  sind, 

so  folgt,  dass  auch  x)  -f  x)  Wurzel  eben  der  erstem 
Gleichung  ist.  Es  kann  aber  letztere  Wurzel  mit  q>k(x)  -f-  ityk(x) 
nicht  identisch  sein,  weil 
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welches  nie  gleich  <pk(x)  +  tyk{x)  sein  kann;  es  muss  also 

<¥>*(-  x)  + t>*(—  x)  =  <pk(x)  - 
sein,  d.  h.  es  ist 


[~-*)=+<Pk(x),  1 
{—x)  =  -tl>i(x).  5 


(U) 

1 

.Setet  man  aber  in  der  ersten  Gleichung  in  (?)  y=—  so  kommt 
wegen  der  Gleichung  (3): 


<*>*(*)?*(—  *)  -  ^*(#)t/>*(—  *)  =1, 

•  .  -i 

oder  also  wegen  (9): 

+  t  1-  (10) 


». « 


Und  substituirt  man  endlich  in  (7)  —  y  für  y,  so  kommt  mit  Hälfe 
von  (9): 

<Pk(x-y)  =  <pk(x)q>k(y)  +  il;k(x)yk(y)>  )  ^ 


§.  5. 

■[":••» 

Ehe  nun  zur  Entwicklung  von  yk(x)t  tyk(x)  in  ihrer  Abh&i 
gigkeit  von  x  geschritten  wird,  muss  zuerst  ihre  Abhängigkeit 
von  Vermittelt  werden.   Zu  dem  Ende  ist 

«l)y«  =  ((l'))M, 

also 

9^)  +  t>^)=={^(4r)+t>*(a:)^,  (12) 

wo  fi  eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt.  Setzt  man  hierin  —  sc 
anstatt  x  und  bedenkt  die  Gleichung  (9),  so  wird 

q>k{—  (IX)  +  px)  =  l  rpk(x)  -  tyk(x)  }f*, 

oder  da,  wenn  (10)  in  zwei  Faktoren  aufgelost  wird: 

= vmIhm  •  m 

so  ist 

<p*(- (ix)  +  ty*(~  px)  =  |  <pk(x)  +  ty»(*)  }-K 

21  • 
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Diese  Gleichung,  mit  (12)  verglichen,  begründet  die  Behauptung, 
dass  dieselbe  auch  noch  für  negative  ganze  ft  gilt. 

Macht  man  nun  in  (12)  A  =  1,  so  erhält  man: 

9i  (f**)  +  tyi  (f*#)  =  {<Pj(*)  +  *>i 
Ueberlegt  man  nun,  dass  ((!))"*=  ((I*1))*  =  ((!))*  ist,  so  ist  also 

((1))*  =<Pi(px)  +  »>i(f*#) 

oder  kurz 

((!))*  ss^t^O»),  (14) 

wo  p  alle  positiven  und  negativen  Zahlenwerthe  annehmen  kann. 
Vertauscht  man  endlich  in  letzter  Gleichung  fx  mit  kt  so  stellen 
sich  die  beiden  Bestimmungen  heraus: 

(pk(x)  =  <p{kx) ,   ^jfc(a?)  =  y{kx).  (15) 

Die  Gleichung  (12)  gilt  mit  gewissen  Modificationen  auch  för 
gebrochene  Werthe  von       denn  aus  der  identischen  Gleichung 

((1))^=  ((((!))*)£ 

folgt: 

* 

oder 

'Kir) +i*(7!'),,',  (t^Kt)1^**^^' 

oder  wegen  Gleichung  (6) : 

v 

allgemein,  wenn  y  für  -  geschrieben  wird: 

<p  (y  (kx  +  A')) + (y  ikx  +A'))  =  (g>  (Aar)  + (fcr))v. 

Setzt  man  nun  noch  x  anstatt  ltx  und  k  anstatt  K ,  so  kommt 
endlich : 

*%(*  +  *))  +  ty(y(;r-M))  =  {?(*)  +         |srf  (16) 

■ 

welches  die  angekündigte  Gleichung  ist.  x  wird  immer  als  reelle 
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Zahl  betrachtet;  man  kann  daher  nach  derselben  differenziren. 
Thut  man  dies,  so  kommt  nach  der  Bezeichnung  Cauchy's: 

Dyx  <p(yx + yk)  +  i.  Dyx  tftyx +y£) 
=  { q>(x)  -MX*)      1  D*  q>(x)  +  i.  Dxy{x)  \ 

oder 

Dyx  g>(yx  +  yk)  +  i .  Dyx  t  (yx  +  y£) 

=  { 9>  «y  - 1)  (*  +  *'))  +  (*  +  k')) }  { Z),g> (*)+*.  DM*)  )• 

Multiplizirt  man  rechterhand  aus  und  trennt  das  Imaginäre  vom 
Reellen,  so  erhält  man  hieraus: 

(17) 

Dyx<p(yx+yk) = />,?(*) .  <p((y- 1)  (*+*'))  -/>*iK*)  •  t((y- 1)  (*+*'))* 

=  D*<P  {?) .  ^((y-1)  (*+*'))  + *M>(*)  •  <K(y-l) 

{.  6. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (17)  können  nun  gehraucht 
werden,  um  sowohl  <p(x)  als  ty(x)  in  Reiben  nach  x  zu  entwickeln. 
Vorerst  muss  von  denselben  bemerkt  werden,  dass  sowohl  k  als 
k'  ganz  beliebige  ganze  Zahlwerthe,  die  Null  mitbegriffen,  an- 
nehmen können.  Legt  man  ihnen  den  Werth  Null  bei,  so  erhält 
man  als  Spezialisirung: 

Dyx<p(yx)  =  DS(p(x) . <p(yx  -x)-  DxV(x).H>(yx—x) » 

Dy* V(VX)  =  Dx<p(x) .ty(yx—x)-\-  Dx^(x) . y(yx — x) . 

Setzt  man  hierin  x=\  und  abkürzend 

(Dx<p(x))x=A = a ,   (Dxty(x))x=i  =  6; 

so  wird  erhalten: 

Dy<p(y)  =  a<p(y  —  >)— Wy— l), 

oder  mit  Zuziehung  von  (8): 

Dy<p(y) = «9>(y) —tyiy)  > 

Hierin  sind  nun  a  und  6  näher  zu  bestimmen.  Differenzirt  man 
zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (10)  nach  x  und  ersetzt  *  durch 
y,  so  wird: 
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Werden  in  diese  Gleichungen  die  eben  gefundenen  Werthe  von 
&y<p(y)  und  DyViy)  eingesetzt,  se  ergibt  sieb: 

«K<p(y))fl  +  0Ky))*}=»> 

woraus  a=0  folgt,   da  {g>(y)l*  +  =  1.   Somit  ist  endlich 

» 

oder,  wenn  y  in  x  umgetauscht  wird, 


/)jrqP(^)  =  -6.^),  1 


Man  erhält  demnach  nach  dem  Mac  lau  ri  n* sehen  Lehrsatze 
mit  Hülfe  der  Gleichungen  (8)  und  (4) : 

b*x*    b*x*  b6x* 
<p(x)  =  l-  "2T  +  -4»  gf  +  •.«. 

•       •         b*x*    b*x*  b*x6 
y(x)  —  bx- —  gr 

in  welchen  Formeln  nur  noch  6  unbestimmt  ist. 


(19) 


§.  7. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Bestimmung  von  6.  Zu  dem  Ende 
bemerkt  man  aus  der.  zweiten  Gleichung  in  (19),  dass  in  ty(x)x 
b  als  Faktor  von  x  auftritt  Gelingt  es.  daher,  ty(x)  in  Faktoren 
zu  zerlegen  und  b  auszuscheiden,  so  hat  man  dann  nur  nöthig, 
dem  x  einen  bestimmten  Werth  beizulegen,  um  sofort  b  zu  er- 
halten. Wir  wollen  daher  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  x 
y(x)  =  0  werden  kann. 

Es  sei  also  a  ein  solcher  Werth,  dass 

i/>(a)  =  0,  so  muss  wegen  (10)  <p(a)=z±l 
sein.    Die  Gleichungen  (7)  ergeben  nun  für  y=x: 

(p(<ix)  =  \cp(x)\*-W(x)\ 

^)  =  ^tp{x)M»)\ 

und  also 


tf>(2ar)  =  2$>(ar) .  tp(x) ;  S 
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9>(2«)  =  1,  -iK2«)=0. 

Letzteres  trifft  aber  nur  Hann  ein,  wenn  2a  eine  ganze  Zahl  ist, 
d.  h.  wenn  2a  =  £  oder 

so  lange  wir  x  als  reelle  Grosse  betrachten.  Unter  der  Voraus- 
setzung also,  dass  x  reell  sei,  hat  die  Gleichung  y(x)=0  bloss 
die  Wurzeln 

3      2      1  n  4.1   j.2  +? 

••••»  *        2'        ^»   v>       2'        2'  T^»""» 

und  folglich  hat  ty(x)  bloss  die  Faktoren: 

3        2        1  12  3 

#  +  2»  ^"^"2'  ^^2*       ^ — 2*  X    2 '  a?*—2*""' 

und  somit  ist 

iK*)  =f{x).x*<>(x  —      (*— 1)*.  (x  —  |)*»(*-2)*  

•  (*  +  g)».  (*  +  1)».  (x  +  |)".(ar+2)"*._ 

Aus  der  Bestimmung,  dass  ip(x)=z— i//(—  x)  ist,  entnimmt  man, 
dass  die  resp.  Xk=  vk  sein  müssen;  ferner  folgt  aus  der  zweiten 
Gleichung  (19) ,  dass     =  1 ,  und  somit  ist  nun 

(22) 

/ta^ist  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  .r,  welche  nur  für  ima- 
ginäre Werthe  von  x  Null  werden  kann.  Um  sie  näher  zu  be- 
stimmen, stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an.  Es  sei  y  +  %i 
ein  imaginärer  Werth  von  x,  so  ist 

((l))*+*<  =  ((1))M(1))*< 

oder 

((]))»+»<  =  { ip(ky)  + i>(%) }  { 9(Ä2i)  +  ty(Aii) }. 

Aus  den  Gleichungen  (19)  ersieht  man  aber,  dass  <p{kii)  und 
ty(Azt)  reell  sind.    Man  setze  daher 
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•o  wird 


Im  Fall  also  x  imaginär  wird,  lassen  sich  <p(kx)  und  4\>(kx)  io 
zwei  Faktoren  trennen,  von  denen  der  eine  nur  den  reellen  Theil 
von  x,  der  andere  nur  den  imaginären  enthält.  ty(kx)  kann  da- 
her Null  werden,  entweder  wenn  ty(ky)=zQ  oder  wenn  #(Ai)=0. 
Findet  Letzteres  statt,  so  wird  auch  <p(kx)=0,  welches  aber  mit 
y(kx)  =  0  wegen  Gleichung  (10)  nicht  zugleich  statthahen  kann. 
Es  kann  also  ty(kx)  nur  Null  werden  in  Folge  von  y\>{ky)  —  0t  d.h. 
nur  für  reelle  Werthe  von  x»  Folglich  ist  /\x)  keine  Funktion 
von  x,  sondern  bloss  eine  Konstante,  und  somit  gebt  (22)  über  in 


Uro  jli,  Ii,  lj         zu  bestimmen,  setzen  wir  in  der  zweiten 

Gleichung  in  (7)  #  =      so  kommt  wegen  (21): 
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Dividirt  man  hier  beiderseits  durch  x9  setzt  alsdann  a:  =  0  und 
bedenkt,  dass  aus  (19) 

folgt,  so  erhält  man 

_  2^2*^2*.... 

so  dass  nun  durch  Substitution: 

.     (2*)»   .     (2x)*  ,  (2*)* 
^*)=6*.(l-4^-)(l-^-)(l-^-)....  (25) 


§.  8. 

Dem  Eingangs  des  vorhergehenden  Paragraphen  Gesagten  ge- 
mäss hat  man  nun  nöthig,  einen  Werth  von  y(x)  fiir  ein  bestimm- 
tes x  zu  kennen,  der  von  Null  verschieden  ist.  Suchen  wir  da- 
her den  Werth  a  von  x,  für  welchen  ty(x)~l  wird,  so  ist  also 
wegen  (10): 

<K«)  =  1,  <K«)  =  0; 

somit  nach  (20): 

^(2a)=0,   g>(2a)  =  -]. 

k 

Letzteres  findet  aber  nach  (21)  statt,  wenn  2«= also  muss 

«=f  (26) 


sein.    Setzt  man  also  io  (25)  x=z^*  80  erhält  man: 

}  \             «4       ■  )  \        -  t    \  [ 
b=  i  i  i-  j  =6.283185307.  (27) 

Eleganter  wird  der  Ausdruck  lur  6  erhalten,  wenn  man  y(x) 
umwandelt  in 

•  *2jt         2a:         2jt  k1x 
tK*) = *  •  x  (1  -  y)  (1  -  T )  (1  — 3 )  (1  -  T).-. 

"  (28) 

•  .a  +  ^(l  +  y)0  +  7)(l.+  x)- 


- 
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Jetzt  x  =  |  gesetzt  gibt 

% 

l  =  \  (1  -\)  •  (1  - 1)  •  (1  -§)  •  (1  -  g).». 


oder 


oder  endlich 


6  1357  3579 


_  2.2.4.4.6.6.8.8.... 
6-4,1.3.3.5.5.7.7.9~T7.'  (29) 


dessen  Gesetz  leicht  zu  übersehen  ist. 

Mit  Hälfe  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Re 
sultate  lässt  sich  nun  leicht  auch  q>{x)  in  eine  Faktorielie  ent- 
wickeln.   Die  Gleichungen  (7)  ergeben  nemlich,  wenn  man  darin 

setzt,  der  Bestimmung  (26)  zufolge: 
9>(*+j)  =  — 

*  x  )  (30) 

Setzt  man  also  in  (28)  ;r  -f-  J  für  a?,  so  erhält  man: 

1   (\    2x\  /3    2a;\  /5    2x\  /7  2*\ 

= b .  (*  +  -4) .  ^  -  t)  \i  ~~     •  U  -  t)  \s  -  TJ  ' 

■6+¥)-ß+T)-ö+T)-a+?)- 

oder,  wenn  man  den  Werth  voo  6  aus  (29)  substituirt, 

2/3  .  „  \  4/5  .  2a:\  6/7  .  2jc\  8/9  2*\ 

•  3  +2ay  •  5  \i + t;  •  tU + "3  /    -  TJ 
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9(*)  =  (l  +  4«)(l-4r).(l-^).(l-~).(I-y)... 


oder  endlich 


<p(:r)  =  (l  iä~)(I--32_)(»  5ä~)(»  75"")—  (3l) 


4.r  4.t  4.r 


(4a:)2 


§.  10. 

Der  in  $.  I.  angegebene  Zweck  gegenwärtiger  Abhandlung 
ist  nun  erfüllt.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  darauf  hinzuweisen, 
das8t/;(ar)  und  <p(x)  die  bekannten  Funktionen  Sinlnx  und  Cos2twt 
sind,  dass  also  o=2rc  ist,  und  dass  somit 


(32) 


Aus  Vorstehendem  kann  nun  auch  leicht  ((—1))*  entwickelt 
werden,  was  aber  hier,  um  nicht  weitläufig  zu  werden,  übergan- 
gen werden  soll.  Es  genügt,  darauf  hingewiesen  zu  haben. 
Üebrigens  möge  noch  die  Bemerkung  hier  Platz  finden,  dass  man 
Obiges  auch  benutzen  kann,  um  die  Funktionen  Sina:  und  Cosa; 
in  die  Analysis  einzuführen ,  wenn  man  von  ihrer  trigonometrischen 
Bedeutung  Umgang  nehmen  will.  Jedenfalls  aber  ist  die  hier  gege- 
bene Definition  bestimmter,  als  die  gewöhnliche  c,"x=Cosar-f  iS'inx, 
indem  eix  vieldeutig  ist,  und  darum  derselben  vorzuziehen. 


'  Ii» 
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XXII. 

Zur  Geschichte  und  Literatur  der  Logarithmen. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Doctor  Gieswald 

an  der  St.  Johannis -Schule  zu  Danzig. 


Vorwort  des  Herausgebers. 

Allen  Logarithmentafeln  Jobst  Burgi 's  oder  Justus  Byrg's 
fehlt  bekanntlich  die  zum  Verständniss  der  Tafeln  nothwendige 
Einleitung,  der  „Gründliche  Unterricht",  wie  ßyrg  selbst 
diese  Einleitung  genannt  hat.  Es  ist  daher  sehr  merkwürdig  und 
als  ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  sehr  wichtiger  Fund 
zu  betrachten,  dass  Herr  Doctor  Gieswald  diese  Einleitung  im 
Manuscript  auf  der  an  literarischen  Schätzen  so  reichen  Stadt- 
bibliothek zu  Danzig  aufgefunden  hat.  In  dem  Programm  der 
St.  Johannis -Schule  zu  Danzig  von  Ostern  d.  J.  hat  er  dieses 
Manuscript  bekannt  gemacht,  und  Byrg  als  Geometer  und  Alge- 
braiker  in  interessanter  Weise  geschildert,  wodurch  er  sich  jeden- 
falls ein  sehr  anerkennungswerthes  Verdienst  um  die  Geschichte 
der  Mathematik  erworben  hat.  Gewiss  werden  die  Leser  des 
Archivs  es  mir  Dank  wissen,  wenn  ich  im  Folgenden  Byrg's 
gründlichen  Unterricht  nach  der  von  Herrn  Doctor  Gies- 
wald gemachten  Mittheilung  abdrucken  lasse,  und  auf  diese  Weise 
dieses  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wichtige  Aktenstück 
im  Archive  aufbewahre.  Was  Herr  Dr.  Gieswald  über  seinen 
Fund  bemerkt,  nehme  ich  auch  vollständig  auf,  verweise  aber 
wegen  der  Schilderung  Byrg's  als  Geometer  und  Algebraiker  auf 
das  lesenswerthe  Programm  (Danzig.  Wedel 'sehe  Hofbuchdrucke- 
rei. 1856.  4.)  selbst,  da  der  Kaum  mir  nicht  erlaubt,  auch  diese 
Schilderung  mitzutheilen  und  dieselbe  natürlich  manches  den 
Lesern  schon  Bekannte  enthält.    Unbemerkt  darf  ich  aber  nicht 

- 
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lassen,  dass  rücksichtlich  des  von  Herrn  Doctor  Grebe  im  Ar- 
chiv Thl.  XVI.  S.  364.  namhaft  gemachten  Druckfehlers  Herr 
Doctor  Gieswald  S.  22.  seines  Programms  Folgendes  anfahrt: 

„Dr.  Grebe  (Grunert's  Archiv  Thl.  XVI.  pag.  364.) 
bemerkt,  dass  er  an  citirter  Stelle  einen  Druckfehler  im  drittletz- 
ten Gliede  der  von  Bramer  angeführten  Progress- Reihen  ver- 
bessert habe,  der  sich  im  gedruckten  Werke  vorfindet.  Merk- 
würdiger Weise  ist  auch  in  dem  mir  vorliegenden  Manuscripte 
ein  Schreibcfehler  in  diesem  Gliede,  der  später  verbessert  ist,  so 
dass  statt  2048,  so  viel  ich  erkennen  kann,  1408  gestanden  hat; 
—  die  Ziffer  1  ist  deutlich  zu  erkennen.  Hat  Bramer  dieses 
Manuscript  benutzt  und  ohne  nachzurechnen  die  Zahl  abgeschrie- 
ben? Es  müsste  ein  eigentümlicher  Zufall  sein,  wenn  ein  Ab- 
schreiber sich  auch  hier  gerade  verschrieben  hätte." 

Ich  lasse  nun  Herrn  Dr.  Gieswald  selbst  sprechen.  G. 


Obwohl  die  Geschichte  der  Mathematik  vielfach  von  Gelehr- 
ten bearbeitet  worden  ist,  einige  die  ältesten,  andere  die  spätem 
und  die  neuesten  Perioden  der  Wissenschaft  mit  besonderer  Vor- 
liebe  studirt  und  uns  ihre  schätzenswerthen  Arbeiten  überliefert 
haben,  so  sind  doch  zu  verschiedenen  Zeiten  durch  Entdeckun- 
gen neuer  Quellen  Ergänzungen  hinzugekommen,  die  für  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  einen  grossen  Werth  hatten.  — -  Wenn 
nun  auch  das  Geschichtliche  und  Literarische  der  Logarithmen 
mannigfach  bearbeitet  worden  ist,  so  dürften  einige  Zusätze,  die 
im  Folgenden  enthalten  sind,  vielleicht  nicht  ganz  uninteressant 
erscheinen. 

Iu  der  neuesten  Zeit  hat  Prof.  Dr.  Matzka  in  Prag  einen 
interessanten  und  gelehrten  Aufsatz  über:  die  höhere  Lehre 
der  Logarithmen  in  Grunert's  „Archiv  für  Mathematik  und 
Physik*«  veröffentlicht  (Bd.  XV.  pag.  121.  u.  f.).  Er  stellt  dort 
neben  der  Betrachtung  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der  Loga- 
rithmen einen  neuen  auf,  so  dass  ein  Theil  seiner  Arbeit  in  fihif 
Abschnitte  zerfallt: 

1)  der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen  John 
Nepper  ursprünglich  gegebene  Begriff, 

2)  der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
Logarithmen,  gebrauchte, 

■   3)  der  von  Johann  Keppler  verwendete, 
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4)  der  gegenwärtig  seit  Euler  in  den  Lehrgebäuden  der 
%.  Algebra  abliebe, 

5)  der  neue  von  Matzka  aufgestellte  Begriff; 

hier  soll  nur  die  zweite  Deutung:  der  Begriff  der  Logarith- 
men, wie  er  durch  Jobst  Byrg  festgestellt  wurde,  näher 
untersucht  werden.  —  Aus  den  bekannten  Schriften  Byrg 's  wurde 
sich  Neues  sehr  schwer  geben  lassen,  da  geistreiche  Männer, 
wie  Montucla  in  seiner  „Histoire  des  mathematiques",  Matzka 
in  seiner  vorhin  erwähnten  Arbeit  und  mehrere  andere  Mathema- 
tiker richtig  und  tief  in  die  Idee  Byrg's  eingedrungen  und  seine 
Theorie  verdeutlicht  haben.  Indess  soll  hier  —  und  das  ist  der 
Zweck  dieser  Abhandlung  —  der  bisher  nicht  gedruckte 
„Unterricht",  jene  Erklärung,  die  Byrg  selbst  über 
seine  Logarithmentafeln  gab,   veröffentlicht  werden. 

Byrg  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  heraus  unter 
dem  Titel: 

Arithmetif#e  tmb  Geomettifdje  Progress-Sobulen, 
famot  ßrünbüdjen  bnterrtäH  ate  foldje  nüfclid?  in 
allerlei  8ie<t}nunflett  gu  flcfcrau$en  bnb  berfianben  wer« 
ben  fol.  ©ebrutft,  3n  ber  alten  ©tobt  $rag.,  6et  $aul 
©etffen,  ber  £$uU$en  Untberfitet  Jßudjbrutfer,  3m 
3a$re  1620. 

* 

Wie  Matzka  angiebt,  sind  diese  auf  7%  Bogen  in  Klein-Quart 
gedruckten  Tafeln  schon  äusserst  selten,  allen  aber  fehlt  der 
gründliche  Unterricht;  so  nennt  Byrg  selbst  die  von  ihm 
gegebene,  zum  leichtern  Verständniss  seiner  Tafeln  nothwendige 
Erläuterung.  Diese  Ansicht  Matzka's  spricht  schon  Montu- 
cla  Tom.  II.  p.  10.  aus,  er  sagt:  Ces  tables  sont  sur  sept  feuil- 
les  .et  demi  in  f.  d'impression;  mais  ("Instruction  annonce'e  par  le 
titre  y  manque,  ce  qui  donne  lieu  de  conjecturer  que  quelques 
circonstances  particulieres  eropecherent  la  continuation  de  cet 
ouvrage  etc. 

Es  dürfte  wohl  feststehen,  dass  Byrg  selbst  nie  diesen 
gründlichen  Unterricht  drucken  Hess,  und  auch  seine 
Freunde  —  die  sich  so  oft  Arbeiten  Byrg's,  wie  es  scheint  mit 
seinem  Vorwissen,  zueigneten  —  ihn  nicht  veröffentlichten. 

Sein  Schwager  Bramer,  der,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll,  genau  diesen  Unterricht  gekannt,  fiat  ihn  nicht  dem 
Drucke  übergeben,  und  somit  steht  die  Annahme  Montucla's 
wohl  gerechtfertigt  da:  Byrg,  der  so  viele  seiner  Entdeckungen 
seinen   Freunden  zur  Veröffentlichung  übergeben,  wollte  auch 
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einmal  selbstständig  auftreten  und  ein  vollständiges  Werk,  das 
alle  seine  Arbeiten  und  somit  auch  die  von  ihm  erfundenen  Lo- 
garithmen enthalten  sollte,  herausgeben.  Diese  Vermuthung  JVlon» 
tucla's  stützt  sich  wohl  ohne  Zweifel  auf  eine  Stelle  der  Vor- 
rede Bramer's  zn  einer  Abhandlung:  Problema  99B3e  auf 
«tfanntgefltbenem  Sinu  eineö  ©rabeö  SWfituUn  ober  ©ffunben 
olle  folflenben  Sinus  auff'ö  Ieiä)teite  §u  ftnben  bnb  ber  Ca- 
non Sinuum  ju  oofolbiren  fc^e.  39efdjrie6en  bon  Benjamin 
Bramero,  bei  5Rat$ematif$en  bnb  a»ea)anifa>fn  Äfinfte  Iieb- 
$aber  bnb  ievia,cm  Satbmeifter  ju  aßarpurg.  ©ebrueft  gu 
3»arl>urg  burd>  »flaul  (Sflenolff  im  3a$r  1624.  Braraer  sagt 
in  der  Vorrede  pag.  8.  und  i».,  dass  zu  seiner  Zeit:  b<§  93 uro, i 
Cossa  an  bfn  Zag,  flfßfbcn  werben  wirbt. 

Ob  indess  körperliche  Leiden  oder  der  Alles  verheerende 
Krieg  ihn  an  der  Veröffentlichung  seiner  Arbeiten  verhinderten, 
muss  dahin  gestellt  bleiben.  Die  Erklärung  der  Byrg' sehen  Ta- 
feln, die  der  Verfasser  selbst  gab,  blieb  somit  ungekannt,  und 
es  war  mir  daher  interessant,  als  ich  vor  längerer  Zeit  von  mei- 
nem geehrten  Freunde  und  Collegen  Oberlehrer  Gronau  auf  ein 
Manuscript  aufmerksam  gemacht  wurde,  das  den  Logarith- 
mentafeln Byrg's  angeheftet  war,  in  jenen  geschriebenen 
Blättern,  wie  Herr  Gronau  es  ganz  richtig  bemerkt,  den  gründ- 
lichen Unterricht  Byrg's  vorzufinden. 

Jobst  Burgi  oder  Justus  Byrg  war  im  Jahre  1552  zu 
Lichtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gal- 
len, an  der  Thür  geboren.  Ob  er  die  mathematischen  Kennt- 
ntsse,  die  ihn  in  spätem  Jahren  so  rühmlich  auszeichnen,  in  sei- 
ner Vaterstadt  erworben,  wissen  wir  nicht;  wir  sehen  ihn  in  spätem 
Jahren  in  Cassel  am  Hofe  des  den  Wissenschaften  sehr  ergebenen 
und  namentlich  um  die  Astronomie  hochverdienten  Landgrafen 
von  Hessen -Cassel  Wilhelm  IV.  als  Hofuhrmacher,  Mechanikus 
und  Gehilfen;  1604  verlässt  er  diese  Stellung,  geachtet  und  ge- 
ehrt von  dem  Fürsten,  der  ihn  in  einem  Briefe  an  Tycho  de 
Brahe  (Epist.  astron.  Vraniburgi  L.  I.  p.2I.)  homo,  qui  quasi  in- 
dagine  alter  Archimedes  nennt,  und  lebt  als  Kammer-Uhrmacher 
unter  den  Kaisern  Matthias  und  Ferdinand  II.  längere  Zeit,  kehrt 
dann  wieder  nach  Cassel  zurück  und  stirbt  daselbst  im  Jahre  1633. 
Ausführlicheres  über  das  Leben  Byrg's  ist  in  Doppelmayr's 
„Von  deu  Nürnbergern  Mathematikern"  zu  finden. 

Die  In  der  hiesigen  Stadtbibliothek  vorhandenen  Logarithmen- 
tafeln Byrg's,  die  auf  dem  Titelblatte  nur  die  Buchstaben  J.  B. 
zeigen,  und  auch  das  angeheftete  Manuskript  gehörten  früher  der 
Bibliothek  des  Denziger  Rathsherrn  Adrian  Engelke  an.  Wie 
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es  scheint,  bat  dieser  die  Logarithmentafeln  mit  der  Erklärung 
nebst  einigen  Schriften  Bramels  in  Nürnberg,  das  er  auch  auf 
seinen  Reisen  berührte,  an  sich  gebracht.  Seine  Bibliothek  eben- 
so wie  die  eines  Eichstadt,  Kulraus,  Bartholomäus  Kecker- 
mann, Fabricius,  Neander  und  Lossius  wurden  später  der 
Stadtbibliothek  einverleibt  und  somit  wuchs  die  Zahl  der  mathe- 
matischen Werke  theils  durch  Ankauf  der  Bücher  Crügers,  He- 
ye Ii us  u.  m.  a.,  theils  durch  Schenkungen,  wie  es  u.  a.  die 
„Theoria  Matbematica  etc."  des  Michael  Angeln  Fardella 
beweiset. 

Byrg  giebt  folgende  Erklärung  seiner  Tafeln: 

&o*rete  an  btn  &teitf>e?gtgen  gefc*. 

ftreunblidjet  IUBer  fiefrr ,  Db  raol  bon  3ßortreffliel)en  Mathematicis, 
unb  Arithmeticis,  mandjerleb.  Sabulen  feinbt  erbietet  unb  calculiert  wor* 
ben,  umb  bie  <5cbwierigfeitcn  be$  SWultlpUcirenö  bibibirenö  unb  Radices 
extrahirens  auf  ju  heben,  fo  ftnbt  bodj  biefelbige  allzeit  nur  particular 
getoefen,  olfo  ba§  baö  Multipliciren  unb  Diuidiren  it)te  eigene  Tabulen, 
al£  abacum  pythagoricum  erfordert  t)at  baö  Extrahiren  ber  radicum 
quadratarum  feine  quadrattabulen  bie  cubifdje  Extraction  ihre  Cubic 
Tabulen  unb  olfo  fort  in  iebere  quantitet  ihre  befonbere  tabulen  bonnöten 
hat,  bielheit  ber  Tabulen  nicht  aUein  berbrieplich,  fonbem  auch  inut)efelig 
unb  befchtberliä)  fein....  2>erotregen  ich  ju  aller  Seit  gefugt  unb  gcarbeU 
tet  habe,  general  Tabulen  ju  erßnben,  mit  melden  mann  bie  borgcnamt« 
ten  dachen  alle  benidjten  möchte.  —  93etraa)tent  berowegen  bie  cigenfchafft 
unb  Correspondenz  ber  2  progressen  al§  ber  Arithmetifchen  mit  ber 
Geometrifchen,  bad  wa8  in  ber  iß  Multipliciren,  iß  in  iener  nur  Addiern 
unb  teaö  in  ber  iß  Diuidiren  in  iener  subtrahiern  unb  waö  in  ber  iß 
radicem  quadratam  extrahirn  in  iener  nur  iß  tyalbiren,  radicem  cubi- 
cam  extrahirn  nur  in  3  diuidiern,  radicem  Zensi  in  4.  Diuidiern, 
Sursolidam  in  5  unb  alfo  fort  in  anbern  quantiteten,  fo  tjabe  ich  nicfytd 
nufcliehreG  erachtet,  al§  biefe  Tabulen  alfo  ju  continuiern  ba§  alle  Qai)lm 
fo  borfaUen  in  berfelben  mögen  gefunben  werben ,  auch  welcher  continuation 
bte§e  Tabulen  erwachsen,  bura)  welche  man  nicht  aUein  bie  f^rrcrltc^fetten 
be$  Multiplicierns  Diuidierns  unb  allerlei}  Radices  extrabierens,  Wel* 
(j^efl  in  ber  Algebra  ober  Cos  ein  trefflichen  Sßortheil  unb  nufcen  hat,  ber* 
hütet  werben,  fonber  auö?  ba«  mehr  iß  S^ifa*"  2  gegebene  Bahlen  fo  blel 
media  proportionalis  alfj  mann  begert  mögen  gefunben  werben,  welch** 
wie  fdfwer  eö  olme  bie§e  Tabulen  jugebet,  iß  benen  bewuß,  fo  ftct)  ein 
wenig  in  biedern  puluere  exerciert  haben.  Unb  ob  wol  ich  tnit  biefett 
Tabulen  bor  ertlichen  3ahren  bin  umbgang  fo  hat  boeh  meto  ©eruff  oon 
ber  Edition  berfelben  enthalten,  wolle  berowegen  ber  ©uttherjige  «efer  biefce 
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tym  olfo  gefallen  lafjrn  unb  bie  Tabulen  mit  boigenben  SBntenreifung,  bei 
Sßerfianbeö  mit  etlichen  Grengel  erfiart  »ie  folgt; 


tRutfcer  8eri$t  fcet  Progress  Tabnlen,  SBie  We= 
fettigen  ttttftUc$  in  aflttitp  9tee$tiitttgeit  gtt  ge*ratt<$t* 

du  biefen  Tabulen  ftnbet  man  Btottoltty  S^Itn,  ©ine  mitt  rotten 
Caractren ,  toel(be  tote  einem  ieben  lei(btli$  ju  fepen  n($td  anbreö  bann 
ein  Arithmetifcber  progress,  bie  anbere  aber  mit  fdjmargen  nimt6  anberd 
bann  ein  Geometrifcber  progress  ift,  unb  auf  baf  toir  in  biefjem  befto 
furjer  bur<bge$en,  2öoU  toir  borten  ben  Arithmetifcben  progress  bie 
rottye  unb  ben  Geometrif(ben  progress  bie  fdjtoaqe  nennen,  bamit 
au*  ein  lebe*  bie  fundamenta  bie§er  Tabulen  grunbtli^er  fo&e  unb  bie* 
felbigen  befto  be§er  gebraueben  mag,  fo  motten  mir  in  folgenben  begriff  bie 
fcigenfdjafft  biefjer  2  progressen  für  Bugen  ftellet  unb  btefeloen  mit  etil« 
eben  «rempeln  erflären. 

0.  /.  2.  3.  4.   5.   6.     7.    8.    P.    10.     11.  12. 

2lritbmetifd)  —  ■ — - —  *) 

V     w  1.  2.  4.  8.  16.  32.  64.  128.  256.  512.  1024.  2048.  4096.  } 

l 

2Bir  $abm  in  ber  Sßorebt  angeregt,  tofe  aud>  bon  etlidjen  Arithmetik 
eis  Simon  Jacob  Moritius  Zons  unb  anbere  iß  berflrt  aotben,  ba6  roaö 
in  ber  Geometrifcben  Progress  ober  in  ber  @d  »argen  ßa\)\  MultiplicierC 
ba§elbige  ift  in  ber  'Arithmetifdjen  Progress  ober  in  ber  rotten  Qaffi 
addiern,  3tl§  jum  (frentyel  mann  fott  multipliciren  8  mit  64.  £)ie  rottye 
Qaf)l  oon  64  ift  6  unb  uon  8  ift  3.  Der  ©umma  ifi  P,  benn  6  unb  8 
ift  P.  £>ie§e  febroarje  ßaf)l  Ift  512  unb  fobtel  fombt  awb,  fp  man  8  mit 
64  multipliciert 

3tem  man  fott  multiplicirn  32  mit  256  tbre  rotbe  3a$l  fmb  5  unb  8 
tyuet  gufammen  bie$e  ftbtoarje  3«$l  ift  8193  unb  fo  btel  fombt  fo  man 
32  mit  256  multipliciert. 

3tem  man  fol  l>ividirn  16384  bur*  512  i$re  rotben  ßablen  ftnb  14 
unu  9  @ubtra$ire  berowegen  P  bon  14  bleibt  5  fein  fdjtoarje  3a$l  ij!  32 
unb  fobiel  fombt  16384  bunb  512  Dividiert,  ©eil  bann  bie  Regula 
Detri  niebtd  anbert  al«  Multipliciren  unb  Dividirens  bebarff,  fo  folget 
ba§  bie  Regul  Detri  au$  furberlicb  burdj  biefje  Tabula  erreicht  mag 
»erben,  alg  gum  (Krempel  8  geben  128  traft  geben  32.  gib  ber  £abi  ibre 
gebörenbe 


*)  Alle  liier  und  im  Folgenden  eursiv  und  mit  Schwnhncher  Schrift 
gedruckten  Ziffern  und  Worte  eind  im  Manuacripte  roth  geichrieben.  G. 

Tb«il  XXVI.  M 
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;  8  128  32 

3  •  '  *"         7  S  Addier  unb  jufammen. 

7 

•  3  »  « 

*  '  ift  IT  baoon  (Subtra^ire  bie  rotfce  3a^t  3 

~fT  ifcre  f($fbarje  3a$l  ift  512.  wel#e« 
ift  ber  begehrten  3<W  facit  genannt. 

•<  »  -  •  * 

3tem  man  WÜ  Radicem  quadratam  aujj  256  Extrahirn  fein  rotfce 
3atf  Ift  5  biö  tyalbire  fombt  4  biefje  <Sd)warje  3a#  ift  16  roelc^cd  ift 
Radix  quadrata  ou§  256. 

Stern  man  toll  Radicem  Cubicara  au§  512  Extrahiern  fein  rot&e 
3a#  ift  P  ba«  in  3  dividiert  fombt  3  fein  ©djwarje  ßaty  ift  8  urtb  tfl 
Radix  Cubioa  au§  512. 

3tem  man  teil  Radicem  Zensi  Zensicum  extrahiern  au§  4096  fein 
rotye  ßaty  ift  i2  bif  Dividiert  in  4  fombt  3  beffen  S^warfte  ßaty  ift 
8  Wel#e«  Radix  Zensi  Zensico  ift  au*  4096. 

3tem  man  wil  $wifd?en  4  unb  64  bie  mittler.  Proportional  ftnben, 
tyr«  rotten  Qalflm  feinbt  2  unb  6  bie§e  abbirt  geben  8  beffen  t)elfft  ift  4, 
fein  fömarge  3<W  ift  16  unb  blepeS  tft  bie  Media  proportiooalis  gtmföen 
4  unb  64. 

3tem  man  wil  2  media  proportionalia  jwfföen  64  unb  512  ftnben, 
tyre  rotten  Sailen  feinbt  6  unb  9  fo  man  bie  eine  bon  ber  anbem  sub- 
trahiert bleibt  3  biefce  in  3  dividirt  foinbt  /  bie&  /  addiere  i$  gu  ber 
6  fombt  7  fein  fäwarje  3atyl  ift  128,  meiere«  ift  bie  erfte  ber  3»eien  mitt- 
lem proportionalen  unb  fo  man  bie  /  Wieberum  ju  7  addiert,  Fombt  8 
bejjeu  fötrarje  Ba^I  tft  256  bie  anber  mittler  proportional  unb  alfo  fort 
wie  nadj&er  fol  angejeiget  werben,  unb  biege  ©igenfdjafft  $aben  nityt  aUein 
bie  2  abgefegten  Progressen  mit  einanber,  fonber  alle,  fie  fein,  rote  fte 
wollen,  wenn  ber  Arithmetifdje  bon  0  unb  ber  Geometrif$e  von  1  an« 
fanget,  wie  benn  ati(3r>  bie  folgenben  Tabulen  nlttytö  anberfj  alö  2  folget 
Progressen  ftnbt.  —  llnb  bte§e0  fety  gerebt.  allein  boft  ber  obgefefcten  Pro- 
gressen, 3efco  wotlen  wir  ju  bem  gebraut^  unfrer  Progress  Tabulen 
fcfcreften  unb  ©rftlicfj  £e$ren. 

* 

1.  ©te  einer  ieben  f^wargen  3a$l,  fo  in  ben  Tabulen  unter  @$war$en 
gefunben  wirbt,  tyre  correspondirende  rot^e  ju  ftnben  fety;  al6  jum  (Stempel. 

SWan  fol  bieder- 3a$l  133373810  rotl)e  3a$l  fufyn,  biefje  3a$l  ftnbt  ~ 
man  in  ber  Tabulen  am  8  blat  in  ber  columna  28500  unb  an  ber  lin- 
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teil  ein«  iebern  rotten  3a$l,  fo  in  ber  Tabulen  gu  flnben  ift,  tyr 
gepfirenbe  fdbmarge  3a$l  foU  gefunben  »erben. 

<S8  wolle  be geirrt  toerben  jum  Grengel  ju  tofffen,  toelaVr  föfearjen 

ßaty  biefjer  rotten  bon  2,950(5  gebüren,  bie§e«  ju  erforfa)en,  fo  fu#  unter 
ben  rotten  ßatytn,  bie  o6en  borjeidmet  fei  eine  bergleidj  ober  fo  na$e  flei- 
ner, al§  bie  fürgegebene  ift  5£>ie#e  finbe  iä)  am  8  Hat  in  ber  columna 
28500  an  tt>elä)em  noä>  800  mangelt  ;  fud>  berotoegen  bie  300  auf  benfei* 
feigen  fetat  in  ber  erfien  columna  unb  gegen  berfetbigen  über  in  ber  columna 

unter  ber  28500  Kerben  gefunben  133373810  mel&e  ift  bie  begehrte  fötoarge 

o 

bon  28800  unb  fo  fyanbelet  man  au$  mit  ben  anbern,  benn  man  finbt 

ber  rotten  3a$l  alte  bon  0  bif  auf  230270  i$m  gebü&renbt  förnarjeS^l 
auf  obgemelten  weg. 

©te  bann  eine  3a$l  für  feie,  fo  in  ber  Tabul  niä?t  iufl  §u  finben 
weer  fann  mann  in  bieten  {Rechnungen  babor  nemen  bie  rot$e  3a$l  mel$e 
ber  fürgegebenen  3a$l  am  nedjfien  ift,  bor  tym,  aber  bamit  nid>t  borgnü* 
gen  lief*  fann  auf  folgenbe  toeife  feine  watyre  rot$e  3a$l  erforfä>en. 

II.  SWann  foU  jum  (Srempel  bie  toafyre  rotye  3a$l  bon  36  fuä)en, 
fo  fefcet  man  no$  hieben  0  für,  bamit  ia)  9  Siffnrn  feefomme,  benn  alle 
fd>toarje  Sailen  $aben  in  unfer  Tabula  nidjt  weniger  alfjo  360000000 
5)arnaä}  fud)t  man  in  ber  Tabul  unter  ben  fötoarjen  Qa\}\  3)ie  2  ne#ft 
neiner  unb  nectyfi  großer  ift  bann  360000000  bi§  finbe  iä)  am  33  blat  in 
ber  columna  12800  unb  auf  ber  linfen  feite,  nun  feit  mir  bie  fömarje 
al§  360000000  jmifcfcn 

90  blefe  $at  ftyvarg  369964763  biefe  Ift  ju  nein 

10  bie  Eiferen?  35996  bie  Sifferenj 

biefe  $at  f^tcarj  360000759  bi$  ift  *u  grop 

bie§e  Heinere  3<W  bon  359964763  €ubtra^ire 

bon  meiner  gegebenen  3a^l  360000000 

000035237" 


5Bte  ft$  t^elt  bie 

SMjferenfr 

|u  ber 

rotten 

.  alfo  $elt  flcty  bie  3  gut  4 

35996 

i 

10000 

35237  alfi  9789 

Difjc  SSiert  Sßierte  addier  ju  ber  Heinen  rotten  ßaty 

5Die  tteine  ro«)e  3a$t  iß  90 
Die  5aöl  ber  columna  128000 
Sie*  ift  ber  6$»ar|en  3«$l  bon  360000000  i$r  roti  128099789 
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'  ffii«  jtvo  ßablen  mit  einanber  ju  ntulttylidren  frinbfc  alfj  mann  fol 
multipHciern  tote  3abl  154030185  mit  205518112.   fud?  it;re  correspon- 

dierende  rotye  3aty  ift  unb  72040. 

43200 

2>ie  jttjo  rot^e  j$at)Un  addir  $ufammen  7204O 
tfombt  bi&e  rotye  ^\~ii524Ö 

bon  ber  f<$tt>ar$tti  in  9  3iff"n  316559928  unb  biefe  finbt  bie  9  erfien  3lf- 
fern  beö  products  an  Welmen  wir  unfer  Tabulen  nur  9  ßiftttn  ffaUn 
unb  bie  lefcte  ober  Sßeunbte  nun  bor  ein  3Jrud?  geben  rooUe,  bien?eil  biel 
tyr  rational  3afcl  borfalle. 

3tem  man  fol  multiplicirn  551192902  mit  709153668  ibre  rot&e 
3#  fein  170700  unb  195900 

170700 

Die  ftroei  rotye  3atyen  addier  jufammen  jq5qqq 

fo  fombt  bi§c  rotfce  3a$l  366600 
biefe  rotye  3at?I  ift  in  ber  Tabula  nity  fo  grof ,  fo  fubtrair  230270022 

bleibt  bie  rotfce  bieder  rotten  3<W  136329978 
m  i^re  f^marje  3a$l  ifi  3908804680. 

melifceö  feinbt  bie  9  erfien  Qiftcvn  beö  begehrten  products. 

9Ubier  ift  ju  merken,  bafj  in  bie§em  (Stempel  p  enbt  ein  3mT«  metjr 
benn  im  borigen  manglet,  benn  bie  Tablen  l;aben  nlt  mefyr  benn  9  3lff*rn 
unb  folte  rool  10  fein,  baö  ift  bie  Urfacb,  ba§  roir  bie  ganje  rotfye  ßafyl 
Ijaben  subtraieren  muffen,  weldjeö  nacr/n  obgenbt  weiter  erflärt  fol  roerbrn. 

Hßie  man  ein  3abJ  burd>  bie  anber  diuidiern  foll. 

SWan  fol  diuidiern  154030186  bur$  205518112. 

il?re  rot$e  3abl  fein  43200  unb  72040.  subtrahiert  man  bed  diui- 
soris  rotbe  %at)\  öon  ber  rotten,  beö  d'midendi  al{?  72040  &on  43200. 
Dietreil  aber  weniger  ift,  fo  addiert  man  bie  ganje  rotbe  ßaf)l 

230270022 


273470022 


babon  subtrire  be8  diuisoris 


rotb>  3<>^  iiu3002%  ^  b"^et  roi^en  ^l  iI?r  Öe6Ärmbt 
föttjarje  ßatyl  ift  749472554  unb  fobiel  fombt  fo  man  154030185  bunfy 
205518112  diuidirt,  roelcfceä  bodj  feine  ganje,  fonbem  lautet  SBtudj  bom 

ic  ^  749472554 

ganjen  alf  0749472554  ober  0  j()0(xx)()örx> 

OBie  man  auf  3  befanbten  3ablen  bie  OSierbte  proportional  finben 
fol,  welche«  man  gemeinlig  bie  Regul  detri  ju  nennen  *>fiegt. 
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alj?  gum  (Stempel 

ble  (Frf*  bCe  anber        bie  britu  bie  Eierte 

©ie^  154030185  ^Itju205518112olfo399854565jur43a^^rerot^3a^ 
43200  72040  /3S000  .  ' 

Wbbier  btr  anber  unb  brüte  rottye  ßaffl  jufammen  al§  * 72040 

210640 

subtrier  barüon  bie  erft  rotye  ßat)l  43200 
Di§  ifi  bie  rot^e  3a$l  ber  Eierten  ©djwarjen  /ÖWO 
al§   533514610. 


I.  II.  III.  IUI. 

mit  fid?  945919848  $elt  ju  100160120  alfo  880122800  ju  ber  Eimen 

bUi  fetnbt  224710    iljrerot$e    /00     3af)l  2i7500 
Wbbir  bie  rotye  jroeite  unb  britte  3<W  160 

217660 

unb  folfi  bie  erfie  baruon  fubtrfren  bieweilS  aber 

weniger  ift,  fo  addier  barju  bie  ganje  rottye  230270022  3af?l 

447930022 

barnadj  subtrier  bie  erfte  rot&e  3<i&l  baruon  224710 

fo  bleibt  bi§  rot^e  3a$l  unb  ifl  berfelfren  223220022 
fc^trargc  3atjl  iß  931931024  weldje«  ift  fo  man  bie  lefrt  3W«  ab}<j/netbi, 
fo  barumb  geföiefyt,  bafj  bie  gange  rottye  3<$l  einmal  jum  aggregat  ad 
diert  iß,  bie  Eierte  gefugte  proportional. 


%üt  emer  gegebenen'  3ai)Un  Radicem  quadratam  extrahiern. 

«Man  fol  jutn  ©reutpel  Radicem  quadratam  au$  4015374  extra- 
hiern, wirbt  alfo  erftlldj  punctiert  wie  bei  ber  extraction  breu$li$  ift 

unb  ftet)t  alfo  4015374  unb  weil  atyier  fünf  fünften  feinbt,  fo,  wirbt  fei» 
Radix  aud>  5  3iffern  faben,  bie  rotye  ßaty  biefer  obgefityrten  ift  139020 

bte§e  $albitt  fombt  69510  beffen  ©djwarae  3aljl  ift  200383982  ober  foU 

3982 

fo  »erftanben  werben  20038 


9ttan  fot  jum  anbem  (Stempel  Radicem  quadratam  aup  2203:3004 
extrahiern,  Wirt  alfo  erftlid)  punctirt,  wie  bety  ber  Extraction  fcräudjlid? 

ift  unb  fie^t  alfo  22033094  unb  weil  altyiei  5  puncten  fommen,  fo  Wer- 
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ben  im  Radix  au$  5  Biffern  fommen,  bie  na$  ben  5  ßnbt  ©rudje,  fehl 

rotye  Ba^i  iß  79000.  2)ieweil  aber  ber  lefcte  Runden  nit  auf  feie  erflc 
Qifttx  feit  in  ber  föwargen  Qaty  al§  im  borgenannten  (Stemel,  fonbern  er 
fett  auf  bie  jroebje  B'ffer,  barumb  mufj  bie  gange  rotye  ßaf)l  batgu  addiert 

werben  unb  gatbiret  al§  foldje  79000 

bargu  addier  bie  gange  rot$e  3a$l  230270  022 

bie§e  rotye  Ba$l  halbier  309270022 

fu$  berfelben  fcfcwarge  Qaty  bon  biejjer  rotye  1546350  1  1. 

Huf}  efner  geben  3fl^«n  Radicem  Cubicam  extrahieren. 

fltfan  begehrt  gu  einem  (Sxentyel  Radicem  Cubicam  auf  5632037. 

2>tefe  Qaffl  ßetjt  alfo  in  tyren  bergeidweten  puncten  563203t  barauj?  folgert, 
ba§  bie  Radix  ganger  Bafyl  befombt  3  Qiftttn,  bie  anbern  jtnbt  ©rutfj 
einer  gangen  Qaffl,  alfo  fuctye  i$  bie  rotfye  ßafjl  berfelbigen,  welche  ijt 

172500  fo  ber  puncten  auf  bie  erße  Biffer  feit,  fo  bleibt  mein  Radix 
au$  in  ber  erften  gangen  Ba$l,  unb  tyeil  mein  rot$eBa$l  i«  3  tyH»  flIfa 
fotglt$  mein 

rot^e  Bo^I  iß  172500 
Gin  SMttyeU  iß  57500 
bie  gebürenbt  fcfcwarge  3a$I  iß  177707944 
bfeweil  mir  oben  befannt,  ba§  3  Bifern  gang  gegeben  feint,  fo  tyabe  idj 

m  biefem  Radix  cubicam  177707944,  wel$eS  mein  Labien  in  9  3'fTer 
rrei^en  mag,  bod)  torbetyalten  gu  (Enbt  ber  9  ßiftttn  bor  ein  ßucl  eine« 
SBru$e6  angenommen  »erben,  bieweil  fobiel  ihrrational  3a$l*n  mit  <m" 
lauffen,  ber  in  9  3»ffem  fein  genüge  fann  gegeben  werben. 

Huf  einer  geben  3a$l  Radicem  cubicam  extrahiern  QUfj  man  be- 
gebt gu  einem  (Srempel  Radicem  cubicam  qu§  56120370.  baraufj  fol- 
get, baß  bie  Radix  ganger  Ba&l«t  befomme  3  Biffern,  bie  anbern  feinbt 
©ru<$  einer  gangen  Ba&t,  alfo  fu$e  idj  bie  rot$e  Qaf)l  berfelbigen,  meiere 

ifl  172500  bieweil  aber  ber  punete  nit  auf  bie  erße  Qifttt  feit,  fonber  auf 
bie  anber,  fo  wirbt  gu  ber  rotten  Qaty,  welche  ifl  borgegeben,  no$  eine 
gange  ßaty  addiert, 

tyut  alfo  gufammen  172500 

unb  bie  gange  3a$t   172500 

230270022 

big  tyeU  in  3  $etl,  bieweil  ber  Cubus  bie  3  qoaotitet  iß  402770022 

(Sin  2>rUt$eil  iß  im  rotten  184256674 

fu$  berfelben  f^Warge  &af)l  iß  382860159  ba*  Radix  cubicam. 
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5luf  tili«  gegebenen  Qatfl  Radicem  Cubicam  extrahiern. 

flRan  begehrt  ju  einem  dttmpd  Radicem  Cubicam  aujj  561203700. 

tiefe  3a$i  f*e$et  olfo  in  ibr  torrjeiebneten  jmncten  56(2(0700,  att&ier  fal- 
len au$  3  puncte,  aber  ber  lefcte  *>unct  feit  auf  bie  britte  3iffer,  obtool 

biefelbe  3a$l  beö  vorigen  (grentyeU  rotye  3abJ  gebürt,  alf  172500 

e  ^  «  tf    w        '    ,    ,  230270022 

fo  »erben  bo$  nod?  jwo  ganje  3«$lfn  barju  addiert  .  .  2302  70022 

"633040044 

Unb  ift  baö  bie  Urfadj,  bie  erflen  5  fambt  ben  anbem 
3iff<rn  gebürt  bie  rotbe3«bl/  bietoeil  aber  ber  punct  nit  auf 
ben  erflen  alf  5,  audj  nit  auf  bie  anbere  aljj  6,  fonbern  feit 
auf  bie  britte,  fo  bat  bie  (Srfte  5  mit  ben  anbem  3iffern  .172500 

unb  bie  6  bama#  eine  ganje  fot$e  3<W   23027  0022 

23027  0022 

na$b«  bie  britte  ftebt  1  barauf  ber  fünften  feit  au$  .  .  633040044. 
2Ufo  fyab  i<$  ber  brei  erßen  ßi^txn  tyre  rotye  3^1  jufam- 
men  iieweil  ber  (Subud  bie  britte  quantitet  iß,  fo  nimb  o 
oon  berfelben  rotten  Qaijl  bie  brittt)eil  ifl  211013346 

bif  brittbell  ifl  bie  rotfce  3a#  ber  fötuar&en  3abl  fft  Radix  824847J92. 

9luf  einer  gegebenen  3abJ  ber  SSierten  quantitet  al§  33  R  *)  Extra- 
hiern. —  9Wan  begehrt  ju  einem  ©Tempel  Radicem  33  «uf  56120370. 

2)if?e  3a^I  fte^t  olfo  mit  ibr  bezeichneten  puncten  56120370,  alliier  fallen 
2  puncten,  fo  »irt  barau§  befannt,  baf  ba6  Radix  nur  2  3iffer  ber  gan- 
zen Qaf}l  befomme,  bie  anber  folgenbe  3>ff«  feinbt  ber  ©ructy,  alfo  fu$ 

0 

obgemeller  fc^tvar^e  3a^I  ityre  gepürenbe  rotbe  3<ü)U  mel^e  iß  172500 
bietrefl  aber  ber  lefcte  punct  auf  bie  4te  3iffer  feit,  fo  wer«  230270022 
ben  3  ganger  rotbe  Sailen  bar$u  addiert,  alf  .   .   .   .  230270022 

230270022 

biefe  rot$e  3a$l  t^eil  in  4  gleite  tbril   763310066 

bif  ifl  ber  Radix  rot$e  3a$l   190827516 

3br  gebübrenbt  fdjtoarje  3a*l  Ifl  674080769  ob.  67  jffifflffi  baS  Ra 
dix  bat  wir  begehrt  baben. 

Sluf  einer  gegebenen  3«$  Radicem  Sa  extrahiern  **). 
<F6  geige  meine  gegebene  3*bt  (ftentyel  Radix  Ss  auf 


*)  33  (Sen^ejcnU)  iß  bie  3^1  4  in  ber  Co»,  ©ergl.  Chrutoph  Rudolph 
Com.  fol.  63.  nnb  Wilhelm  von  Calcham  t  Äurfcer  iöeriebt  t>on  ge$enb$a]jten 
Bremen  1629.  pag.  123  ».  f. 

••)  S.  ifl  bie  cowi.che  3obl  6  («areolidum)  gc  iß  6  (Zen.icubui)  $f 
ifl  7  (Biur.olidum)  w  ifl  8  (Zenwensdezcns)  cc  ift  9  (Cubue  de  cubo)  M.f.1». 


Digitized  by  Google 


330  etestcald:  Zur  Geschiente  und  Literatur  der  Logarithmen. 

671876768  bie&e  3a$l  fW^t  olfo  mit  i$r  betörten  ^untren  6^1876768 
baraufc  folgen  baö  bie  Radix  2  3lffer  werbe  bcfomuien  obn  bie  S3ru$  einer 

gangen  ßaf)l,  fu$  bet  gegebenen  gebürenbt  rotbe  3<W  W  •   •  MOßOO 
bieweil  ber  lefcte  *>uncten  na$  bet  linken  $anb  nity  auf  bie  2302700 

lebte  Sfffer  feit,  fonber  auf  bie  «Bierbte   2302700 

2302700 

fp  gebüßt  ber  4  Siffem  a&  6718  i$r  rot$e  3<W  .   .   ■   .  8818100 

biefeibe  tbeilin  5  gleite  tbell  ftnbt  ^  1702620 

baS  ift  ber  rotten  3a$l  berfelben  gebürenbe  fc^tuaTje  3a$l  baö  Radix  S« 

2717328 

t>on  671876768  alfj  502717328  ob.  58  jqöÖÖÖÖÖ 

3wifd?en  gwe$en  befannten  Sailen  ein  Media  Proportional  ßaty 

gu  finben. 

m  geigen  bie  2  3at>\m  119004521  unb  893423483  lr,r  gebtyrrnbe 

rotbe  3a$l  ift  17400     unb  219000. 

2>ie  «DljTerenj  ber  rotten  ift  20/000  bie  t$eil  in  ba«  $alb 
2  gleite  tfjeit  ober  fjalbirt  ijt  100800 

addier  gu  ber  tleinen  rotben  3a$l  iß  Z7400 

bi§  iß  bie  rotye  3a$l  ber  medio  proportional  118200  3<W 

unb  tyre  fäwarge  ijt  bie   326069676 

medio  proportiooal  3«^/  t>i«  wir  begeben. 

3um  Slnbern  2  medio  Proportional  3al?l  gu  finben. 

3$eil  bie  obgemelte  rot^e  Siffereng  in  3  gleiche  unb  addier  bie 
Sbeil  »ine«  gu  ber  tleinen  rotten  3al?l,  fo  baben  wir  bie  erjte  rotbe  3af)l 
berfelbigen  medio  proportional  Qaty,  ober  addier  berfelbigen  tt>eil  2  gu 
ber  «einen  rotten  ßaty,  fo  b«ben  mir  bie  anbere  rotbe  3<W  berfelbigen 
fdnoargen  medio  Proportional  3«^-  — 

I  f      I      ,    ,  »  I  t  «  4  * 

3um  britten  3  Medio  Proportional  ßaf)l  gu  finben,  t$eil  bie  obgemelte 
2){ffereng  in  4  gleite  tbeil  unb  addier  ber  %f)dl  eine  gu  ber  fleinern  rotten 
3a^l  fo  b«ben  wir  bie  erfte  rotbe  3a$l  berfelben  fdjwargen  medio  Pro* 
portionaljnfyl  unb  addier  berfelben  tbeil  2  gu  berfelben  fleinern  rotben 
3a^l  fo  $aben  wir  bie  anbere  rotbe  3«bl  berfelbigen  f#wargen  medio  Pro- 
portional ßaf}\  ober  addier  berfelben  tl)eil  3  gu  ber  fleinen  rotten  3a$l 
fo  fyiben  wir  bie  brüte  rot$e  3afcl  berfelben  ©iwargen  medio  proportio- 
nalgafjL 

9luf  tiefe  weg  Tonnen  alle  medio  proportional  Sailen  gefunben  wer« 
ben,  fo  bie  2  gegebene  3abl<«  ftWfy  Lumina  3iff«ro  baben,  alfr  weitet 
m  fdgeubem  Grengel  gu  erfe^en. 
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Btoiftyn  2  Bahlen  ein  Medio  Proportional  ßat)l  gu  flnben, 
(£3  geigen  aber  feie  2  gegebenen  3a$len  nit  mit  gleiten  Summen  ßif* 
fern,  benn  bie  erfie  tyat  7  3iff<*"  feit  anbere  8  unfe  feinfet  al$  2447471  unfe 
feie  anfeer  33033604.   @u$  i&re  gebürenbe  rotfce  j$af)\ 

ift   89510  unfe  119500 

feie  addier  gufammen   8951 0 

gibt  biefje  rotye  3a$i   209010      bieüjeil  aber  eine 3af?l 

ein  3ijTtt  nu\)x  $at  feenn  feie  anfeere   .  230270022  fo  tbirfet  gang  rottje 

3at)l  bargu  addiert  ift   439288  022  feiefe  rottye  Ift  $alb 

219640011 

feie  fdjmarge  ift  biefce  medio  proportional  3a$l  899159S41. 

3mif$en  2  3abjen  ein  Medio  Proportional  ßaffl  ftofetn. 

d&  geigen  aber  feie  2  &üi)ltn  nit  mit  gleiten  <8ummen  Biffern,  feann 
feie  erfte  t)at  7  3iffern  feie  anfeere  I?at  8  unfe  f*et>ent  atfo  2447471  unfe  feie 
anfeer  330336040.   tyre  rot&e  Qa^l  ift 

89510  feie  anfeer  119500 


feie  afefeler  gufammen    ......  89510 

tt)ut  gufammen   209010     fearju  addier  2 gan je 

rot&e  3at)I  feierte«  feie  größer  feie   .    .  230270022  fleine  mit  2  3iff« 

übertrifft,  fo  230270022 

fottibt   669550044 


fei|c  rotye  3wW  falblr  ift  feie  rott)e  ßaty  334775022 

feer  gebürenfeen  fäwargen  3«tyl,  feietreild 

aber  gröfjer  ijt  feann  feie  gange  rottye  Baty, 

fo  wirb  feie  gange  rotye  3<W  subtrairt  .  230270022 

fo  bleibt  feie  rot$e  ßa\)l  ber  medio  pro- 

port  3«#   104505000 

■   roetye  ift  .  .  284339213. 

3»if^en  gwetyen  Qatytn  ein  Medio  Proportional  3otyl  gu  flnben. 
(S8  geigen  aber  bie  2  ßatyUn  bie  mir  borfaUen  al§  folget : 
feie  erfie  mit  6  3iff«»t,  M  anbere  mit  9  3iff«n 
feie  erfte  303419         bie  anber  304939818  tyr  gebärenbe  rotye 

111000     3a$lunb  111500 

9lt>t>ier  gufammen  tfjut    .  ;.    .    .  222500  vti 

bargu  addier  3  gange  rotye  j$af)l  feie»  23027  0022 

»eil  ein  3<*t?l  bie  anfeer,  mit  3  3*ff«  230270022 

übertrifft,  fo  23027  0022  ... 

fombt  feie  rotlje  3atf    .'  .   ...  913210066  fcalbirt. 

bon  bi&er  t)a(ben  3at)l  sub  bie  gange  rott)t  456605  033 

280270022  : 

fo  bleibt  bie§e  rot^e  3abl   ....  226335  011 
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ber  gebürenbe  medio  proportional  3a$l  ift  961415942  unb  ifl 

umb  ein  Biffrr  me$r  benn  bie  erff  unb  bod  ifl  bei  betocifj  baf  idj  bie  gange 
tot&e  Qaffl  nic^t  me$t  benn  einmaty  bon  bet  falben  $albirten  rotten  ßa^I 
f)ab  nemcn  mögen. 

3rcif$en  2  Qa\)lm  ein  medio  proportional  Qtt)l  gu  finben^ 

(53  geigen  aber  bie  2  3afclen,  bie  mir  borfatten,  alp  folget. 
£ie  erfle  mit  5  3tffern  bie  anbete  mit  9  3iffetn  unb  ift  bie  erfle 
32891  S>ie  anbere  ifl  454907654 

i&re  gebürenbe  119067351  rotye  3afcl  151500000 


%W\ti  jufamnten   11906  7 351 

tfytet  biefje  rotye  3atyl  ....  270567  S51 
bargu  abbir  4  gange  rotye  3<W  bie-  230270022 
»eil  eine  bie  anbere  mit  4  Ziffern.  230270022 
übertrifft.  230270022 

©o  fombt  biege  rot*e  3a*l  bie  $alfier  ™^J~ 


unb  bon  ber  falben  rotten  subtrahir  5958237  19 ^ 
bie  gange  rotye  3a$l  unb  fu$  beren  fömarge. 

3wtföen  2  Sailen  ein  Medio  Proportional  3atfl  gu  flnben. 

(53  geigen  aber  bie  2  3atylen  bie  mir  borfommen,  alp  bie  <5rft  mit  4  3tff«rn 
bie  anbete  mit  9  3iffern  unb  fte^enbe  alfj  5764     bie  anber  387649833 

tyre  gebürenbe  175170640  rotye 3a$l  185500000  bie 


«Hbblet  gufammen   17517  0640 

ma$t  biege  tot$e  3<W   81067  0640 

2>argu  fünff  gonget  rotye  3<>$l  Mwetl  bie  eine  bie  an-  230270022 
bei  mit  fünff  3iffwn  übertrifft.  230270022 

230270022 
23027  0022 
23027  0022 

Stefe  abbierte  rotye  Qaty  $albiet  146202  0750 

ifl  biefje  totye  3«^   731010375 

2)arbon  fubtrite  bie  gange  totfye  Qaljl  fo  offt  alfl  i$  mag, 
in  biedern  (Stempel  3  ma$l,  barurab  wirbt  bie  Medio 
proportional  3«$l  3  3iff«m  me$r  $aben  bann  bie  (5tffe 
unb  bleibt  i$te  totye  ßafjl   40200309 

2>iefjet  gebüfrenber  ftyoarjer  3«W  »ff  bie 
Medio  proportional  3a$l   149478591. 
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ßwifärn  2  Bahlen  2  Medio  Proportional  Sailen  gu  ftaben. 

@3  ff*  auf  «nfrc  meinung  eine  geringe  SBerenbetung  ein  234  ober  me$r 
Medio  Proportional  ßai)\m  gtoiföen  2  befanbten  ßatytit  gu  finben,  ba« 
rumb  »o0m  toir  bir  g3rrrnberung  befanbt  mad)en  bur$  ein  (Stempel,  toeU 
d?e3  gu  bornen  bur$  befannte  ßatytn  gegeben  ift  unb  geigen  bie  2  Satyrn 

119004521  unb  893423483 

tyre  gebürenbe  rotye  ßaty.  ift   17400    unb  219000 

bie  IDifferenj  ber  rotten  3a$l  ijl  201600  bie 

$ei(  in  3  tfceil  ift  ...   .  67200 
(Bin  $ritt$ei(  abbiet  gu  bet  flei» 

nen  tot$e  3*$l   17400 

©o  ijl  bie  rote  Ba&l  bet  erften 

Proportio   84600  %<x\}\ 

i$re  gebüfrenbe  fötoarge  Ba&t  iß  bie  23020839. 

3»ei  $ritt$eil  ber  Siffereng  ber  toty  3a$l  (ft  184400 
unb  bie  Heinere  rot$e  ßaf)\  abbiet  batgu  17400 
bi§  ift  bie  rotfce  3a$l  bet  anbet  Proportional  151800  3«tt- 
tyre  gebürenbe  (Sdjfcarge -Batt  fft  bie  459326198. 

A.  B.  C.  D. 

119004521      23020839  45932698 


17400         84600        151800  219000 
©ie  ft<$  tftlt  A  ju  B  alfo  $elt  ft$  B  |tt  C  unb  C  gu  D. 

Btoiföen  2  ßaljlm  3  Medio  Proportional  ßafclen  gu  finben. 

<*9  geigen  bie  gwo  befannten  Batten  119004521    unb  893423483 

tyre  gebürenbe  totr>e  3a$l  ift  /7*Ö0  bet  anbet  219000 

ibu  2>iffereng  ift   201600 

bie  tyett  in  4  gleite  t$eil  in  ein  tyeil    •  50400 

17400 

bet  t$eil  ein«  abbiete  gu  bet  flehten  rotten  Qaf)l  67800  bie  ift  bie 
gebürenbe  rotye  3a$l  bet  ©#tt>arg  196986715  biefe  iß 

bie  etfte  ungleich  Medio  proportional  ßaffl, 

2 

3um  anbetn  abbiet  |  bet  t  ot$en  2)iffereng  gu  bet  «einen  rotten  3a$t  al§ 

50400 
50400 

unb  bie  fleinere  i ot$e  3«tt   17400 

gibt  bie  totye  ßofyl  bet  anbet  Proportional  118200  ßafjl 
mityi  ifk  i$re  gebürenbe  «eftoatge  3«$l  326069676. 
bie  anbet  begehrte. 
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3 

3um  britten  addier  -±  ber  rotten  5Differeng  50400 

50400 
50400 

unb  bie  Heinere  rotye  3<W   17400 

bi§  ift  bie  rot$e  3<W  *<r  britten  Proportional  168600  3«H 
n>el$e  ifi  tyxt  fle*ürenbe  ®d>nwr$e  3a$l  539738109 
bie  brüte  begehrte.  — 

•.  •  .  ■  -i 
3nriföen  2  93ier  Medio  Proportional  2af)\tn  ju  flnben. 

(5«  jeigen  bie  6efannten  3a$len  al§  119004521     unb  893423483 

i^re  gebüfrenbe  rotte  3a#  ift   .  /7400    bie  anbet ;  219000 

it)tt  SMfferen*  lf*   •  20/6*00 

bie  fyil  in  5  gleite  tyeil,  ber  iji   4032Ö 

1 

bie  Heine  rot$e  3«&l  addier  $u  b«  g  .   .   .   .  17400  {„ 

bi§  tft  bie  ro#«  3a$i  ber    .   .   . .   .   .  67720 

gebürenfcer  ©^worjen  (grflen  Medio  Proportional  3a$l  1780993li 

2  o 
3um  anbettt  abbier  g  gu  ber  Keinen  rotf?  j$aty  40320 

4032a 

bie  Heinere  rotye  3afcl  ..........  17400 

ttjut  jufomnlen  bie  gebfirenbt  rotlje  3«^  ber  98040 
anber  Medio  Proportional  3a$l  wel$e  ift  266665813. 

3um  britten  abbtre     ju  ber  Keinen  rotten  3a$I  40320 

40320 
40320 

bie  Heinere  rotye  3<W   17400 

t$ut  gufammen  bie  gefcftrenbt  rotlje  3af)l  ber  138360 
brüten  Medio  Proportional  3<W  ift  398896111. 

4 

3um  bierten  abbier  g  ja  ber  Heine«  rotten  3«W  161280      <\  -; 

bie  Heinere  totye  3a$l  ..........  47400 

tyut  jufammen  bie  gebflrenbe  rötlje  ßaf)l  ber  178680 
bierten  Medio  Proportional  Sa^l,  »eldje  fft  596978352. 

i 

..  j  *;..{ 
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.  ,  .  Von  dem  Herausgeber. 

•  •  4  ■ 

In  der  Abhandlung:  De  sympto matibus  quatuor  nunc- 
tornm  in  eodem  piano  sitorum.  Acta  Academiae  sc|en- 
tiar.  Imp.  Petrop.  1782.  P.  !.  p.  3.  hat  En ler  eine  sehr  be- 
merkenswerthe  Relation  zwischen  den  sechs  geraden  Linien,  lÜe 
vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  unter  einander  verbinden,  be- 
wiesen, und  zur  Auflösung  verschiedener  Aufgaben  angewandt, 
von  denen  er  sagt:  „Huiusmodi  quaestiones  a  Geometris  quidem 
plures  sunt  pertractatae ,  verum  earum  solutiones  plerumque  in- 
gentem  propositionum  geometricarum  farraginem  requirunt;  quin 
etiam  plures  novas  rectas  in  figura  duci  oportet,  ex  quibus  certae 
relationes  cum  reliquis  colligi  queant,  unde  t andern  solutio  deside- 
rata  obttneri  possit.  Hic  igitur  in  gratiam  Geometrarum  non  pa- 
rum  ostendisse  juvabit,  quomodo  ope  duorum  tantum  Lemmaturn 
omnes  huiusmodi  quaestiones  pertractare  et  ad  Solutionen»  perdu- 
cere  Iiceat,  ita  ut  nullis  aliis  rectis  in  subsidium  vocandis  sit  opus." 
Man  siebt  aus  diesen  Worten  u.  A.  auch,  dass  schon  einein 
Euler  ein  solches  Gewirr  von  Hülfslinien,  mit  denen  namentlich 
jetzt  manche  Schriftsteller  ihre  geometrischen  Figuren  zum  wah- 
ren Schrecken  der  Schuler,  für  die  djese  sogenannten  Uebungen 
häufig  bestimmt  sein  sollen ,  zu  überziehen  und  völlig  zu  bedecken 
belieben,  nicht  zusagte,  wie  dies  auch  aus  allen  übrigen  geome- 
trischen Arbeiten  dieses  grossen  Mannes  sehr  deutlich  erhellet; 
ein  solches  Gewirr  von  Hülfslinien  lässt  sich  aber  in  der  That 
auch  fast  immer  vermeiden,  wenn  man  die  betreffende  Untersu- 
chung auf  ihre  allgemeineren  Principien  zurückführt  und  durch 
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vorausgeschickte  Lemmata,  wie  die  älteren  feineren  Geometer 
immer  thaten,  erleichtert  und  vereinfacht,  was  namentlich  der 
Uebersichtlichkeit  stets  sehr  förderlich  und  besonders  immer  dann 
unbedingt  nothwendig  ist,  wenn  es  sich  um  geometrische  Uebun- 
gen  für  Schüler  handelt.  Die  in  Rede  stehende  allgemeine  Re- 
lation zwischen  den  sechs  geraden  Linien,  welche  vier  in  einer 
Ebene  liegende  Punkte  unter  einander  verbinden,  hat  Euler  mit 
Hülfe  mehrerer  trigonometrischer  Sätze  und  mittelst  mancherlei 
Transformationen  bewiesen,  die  zwar,  wie  dies  bei  einem  Euler 
nicht  anders  sein  kann,  lehrreich,  aber  doch  auch  von  Weitläu- 
figkeiten nicht  frei  sind;  auch  scheinen  mir  die  von  Euler  gege- 
benen Ausdrucke  der  in  Rede  stehenden  Relation  nicht  die  ein- 
fachsten zu  sein.  Ich  will  daher  diese  Relation  in  dem  vorliegenden 
Aufsatze  auf  eine  mir  sehr  einfach  scheinende  Weise  entwickeln 
und  zugleich  auch  auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  zu  bringen 
suchen.  Freilich  wird  man  sagen,  die  folgende  Entwickelung  nehme 
die  analytische  Geometrie  in  Anspruch;  aber  dies  liegt  im  vor* 
liegenden  Falle  mehr  in  der  Bezeichnung,  als  in  der  Sache,  und 
geschiebt  hier  bloss  der  Einfachheit  und  Kürze  wegen;  denn  in 
der  Tbat  setzt  die  ganze  folgende  Entwickelung  nichts  weiter  als 
den  pythagoräischen  Lehrsatz  voraus,  und  hält  sich  insofern  selbst 
weit  mehr  im  Gebiete  der  reinen  Geometrie,  als  die  Entwicke- 
lung Euler's,  welche  trigonometrische  Sätze  zu  Hülfe  nimmt. 
Wem  die  Bezeichnungen  und  Begriffe  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  zusagen,  wird  dieselben  aus  dem  Folgenden  leicht  aus- 
scheiden und  durch  andere  ihm  mehr  geläufige  ersetzen  können. 
Die  sechs  geraden  Linien ,  welche  die  vier  Punkte  unter  einander 
verbinden,  werde  ich  im  Folgenden  absichtlich  ganz  eben  so  wie 
Euler  bezeichnen. 

Die  vier  Punkte  wollen  wir  durch  A,  B,  C,  D;  die  Linien 
BC,  CA,  AB  respective  durch  a,  6,  c,  und  die  Linien  AD,  BD, 
CD  respective  durch  p,  q,  r  bezeichnen.  Pehmen  wir  dann  den 
Punkt  D  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  an 
und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte  At  B,  C  respective 
durch  x,  y;  xx,  y, ;  x2,  y9;  so  haben  wir  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

und 

(ar,  -  xj*  +  (t/! -y,)a  =  aa, 

(^-^)a  +  (.y2-y)a  =  ^ 
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Zieht  man  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  von  den 
drei  letzten  ab,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2  {xx  x%  +  yxyÄ  =2  q*  +  ra— a* , 

2(^i  +yyi)  =  p*-|-©*— c*. 

Nimmt  man  nun  aber,  was  offenbar,  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
schaden,  verstattet  ist,  die  Linie  DA  als  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  ersten  Coordinaten  an,  so  Ist  x—p,  y=0,  und  die  drei 

vorhergehenden  Gleichungen  gehen  dann  in  die  folgenden  über: 

!  - 

2  i*ix% + y,ya)  =  q* + r*  - 

» 

2»*2=ra+p*-6*, 

* 

2/Kr,=/>a4V-c*. 

Also  ist 

-  \ 

und  folglich,  weil 

•  ■  * 

ist: 

yS=9*-  4/?» — >  ^a=r  i^ä 

- 

also 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

tyiV*  =  9*+ r*  -  a2  -2a:1a:t , 

also 

.  .  .     ,  (rHp2-^)(yH?'-c«) 
2y,ya=oa  +  r*-  a*  ' 

folglich 

und  daher,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 
Theil  XXVI.  «3 
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welche  Gleichung  man  nach  einigen  ganz  leichten  Reductionen 
sogleich  auf  die  folgende  Form  bringt: 

=  4pVr*  +  w2)  (r2  +  p*—b*)  (/>*  +  9»—  c*). 


<  1 


Dies  ist  die  allgemeine  Relation»  welche  zwischen  den  sechs, 
die  vier  Punkte  A,  ß,  C,  D  unter  einander  verbindenden  Linien 
a,  b,  c,  p,  q,  r  jederzeit  Statt  findet,  und  zugleich  die  vor- 
stehende Form  derselben  nach  meiner  Meinung  die  einfachste, 
wenn  auch  freilich  nicht  in  Abrede  zu  stellen  ist,  dass  bei  weite- 
rer Entwickelung  dieser  Gleichung  sich  eine  grössere  Anzahl  von 
Gliedern  derselben  gegenseitig  aufheben. 

Euler  findet  nach  seiner  Methode  diese  Relation  unter  der 
folgenden  Form: 

:i 

a *p*  (a2 + p* — 62 — c*  -  q%  -  r2)  +  a*qh* 

+  6V(62+o2— a»— r»—|>«)  +  6«rV  ' 
+ ch*  (c2  +  r2— a2— 0*  -  p2  -  tf2)  +  c*p  «7* 

+  a2ö2c2 


i 


oder 


dVr*-  «VI  (62+  c2  -  a2)  +  (q*  +  r2— p2) } 
+         — 6 V  t  (c*  +  «a  ~  **)  +  (»"*  +  P*  —  7*) }  r 

+  a262c2  ) 


=  0, 


welche  aus  der  von  uns  gefundenen  Form  leicht  abgeleitet 
wenn  man  die  Quadrate  und  Producte  gehörig  entwickelt.  Auch 
kann  man  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  darstellen; 

aV  (a2  +  p2)  +  ö  Vr*  ,  «2/>2  (62  +  c2  +  o2  +  r2) 
+  6V(62-|,92>+6»r>2  /  _  V  +  6V(c2  +  a2  +  r2+j92) 
+  cV^c2  +  r2)  +  c>V  (  ~~  )  +  «^»(a*  +  62  +  />2  +  q*). 

].'.*•  •, ,  r 


■ 
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Dass  diese  Gleichungen  bei  der  Auflösung  vieler  Aufgaben 
treffliche  Dienste  leisten  können,  leuchtet  von  selbst  ein.  Sind 
z.B.  von  den  sechs  Linien  a,  6,  c,  p,  q,  r  fünf,  etwa  a,  6,  c, 
p9  q*  g*gewen»  und  die  sechste  r  soll  gefunden  werde«,  so  wird 
man  die  oben  gefundene  Gleichung  auf  die  folgende  Form  einer 
Gleichung  des  vierten  Grades  bringen:  •>  > 

c*r*-\(a*-b*)(p*—q*)  +  c*(a*  +  b*-c*+p*+q*)}r*  , 

+  (o*p*— ©V)  (o*  -  6* +pa— o«)  +  ca(a»  -  q*)  (6*  -  p*)  J  * 

Wir  wollen  jetzt  das  Viereck  AB  CD  betrachten,  indem  wir 
dessen  Seiten  AB,  BGt  CD,  DA  nach  der  Reibe  durch  a>b, 
c,  d  und  die  beiden  Diagonalen  AC,  BD  durch  e,  f  bezeichnen. 
Dane  müssen  wir  tat  Obigen 

a  =  b,   b=e,   c  =  a,   p=d,   q  =  f,   r  =  c 
setzen,  wodurch  wir  die  folgende  Gleichung  erhalten: 

6*d*(6*  +  (/*  —  <>»--  o»~       c«)  +  b*f*c* 
■     +  ey*  aa    6*  -  r*-  cP)  +  <.*c«<Z« 

+  a*c*(a*  +  c*  -  6a-e»-d«-/*)  +  oV/> 

-foaeaa* 


=0 


oder: 


«Y»  +  «Y4  -  (a*-|-  6*+  c*  +     «Y*  . 

(aa6H c2d*  -  o«c*-  b*d*)  e»  f 
(o*d»+6»c»—  d*c*—lPd*)P  ^ 

Sind  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  des  Vierecks  AB  CD 
einander  gleich,  so  ist  a=c  und  b  =  d,  und  die  vorstehende 
Gleichung  nimmt  also  in  diesem  Falle  die  folgende  Gestalt  an  r 

+  2(a*— 6*)a(aa+6«)  f~  ' 

oder,  wie  man  sogleich  ubersieht,  die  Gestalt: 

;  Ua  +  r-  2  (a* + 6«) }  { e Y*  -  (a*  -  6»)« } = 0 , 
so  dass  also  entweder 


■  - 


2(aa+6*)=0  oder  eV*-(a*-6»)*=s0, 

23* 
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2(a2  +  6*)=e*+/"*  oder  (a*-6*)*=eV« 

ist.    Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  gilt  bekanntlich  dann, 
wenn  das  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm  ist.   Die  zweite 
Gleichung,  welche  man,  vorausgesetzt,  dass  a  grösser  als  6  ist,' 
kürzer  unter  der  Form  .. 

darstellen  kann,  gilt  dann,  wenn  das  Viereck  ABCD  die  in 
Taf.  IX.  Fig.  6.  dargestellte  Form  hat,  wo  die  Gegenseiten  AB=za, 
CD  =  c  und  BC—b,  DA=d  wieder  einander  gleich  sind.  Denn 
in  diesem  Falle  sind  offenbar  die  Dreiecke  ABC,  ACB  und  AB D, 
BCD  einander  congruent,  also  Z.  ACBz=.j£.CAD  und  jLADB 
=zjZCBD,  folglich 

^.ACB  +  Z.ADB  =  ^CAD  +  ^CBD=2R, 

so  dass  sich  also  um  das  Viereck  ACBD  ein  Kreis  beschreiben 
lässt,  und  daher  nach  dem  PtolemSischen  Lehrsatze 

AC.BD  +  AD.BC=AB.  CD 


AC.BD  +  BC*  =  AB*, 

also 

AB*-BC*  =  AC.BD,  d.i.  a*-b*=ef 

.  ■  .     ■  .  .  ,  •  v  * 

ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

.  ■  *  * 

Wenn  im  Allgemeinen  das  Viereck  ABCD  ein  Kreisviereck 
ist,  so  ist  nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsatze 

AB.CD+  BC  DA  =  ACBD, 

also 

ac\bdz=zef. 

Setzen  wir  nun  in  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ac  +  bd  fHr 

tf,  so  wird  dieselbe: 

 l#  "  ,  *'  '      1  ♦  * 

töc + 6rf)*  («a + ff  +  («*°2  +       — oV»  -  o»<**)  e*  . 

+  (a»d*  +  6*ca  -  a2c*  -  ffid*)  f* 
+  (a2ca— 6«rf»)  (aa+ c*  — 6«-f/2) 
—  (ac  +        (a*  +  6» + c*  +  d«) 

also,  wie  man  leicht  findet:     ...  . 
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'  (ab  +  cd)2 e» + (ad  +  6e)*  f* — 2 (ao  +  cd)  (ac + 6d)  (a<f +  6c)  =  0 ,  : 
und  folglich,  wenn  man  wieder 

ac  +  6d  =  ef 


setzt:  .  .  ;  :> 


(«6  +  cd)»ea+(«d+6c)V*— 2(oö  +  crf)(a«£+6c)e/,=0, 
{ (ab  +  cd)e-(ad+bc)ft*  =  Q, 


.  ■  i ,» 


folglich  : 


... .  ... 


(ab  +  cd)e  =  (ad  +  bc)f,  ;/  ; 

oder 

!  ac£-f6c:a6-f-«l=e:/, 

in  welcher  Proportion  gleichfalls  eine  merkwürdige,  leicht  in  Wor- 
ten auszusprechende  Eigenschaft  des  Kreisvierecks  enthalten  ist. 

Für  jedes  Krejsyiereck  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen: 

in  denen  eigentlich  die  vollständige  Theorie  des  Kreisvierecks 
enthalten  ist.   Leicht  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

 (ac  +  bd)  (ad  +  bc)  (ac  f-  bd)  (ab  -f  cd) 

e  —        ab  +  cd        '  *  —         ad+bc  ~; 

also  zur  Berechnuog  der  Diagonalen  eines  Kreisvierecks  aus 
seinen  vier  Seiten  die  Formeln: 

i/"(ac-f       (ad  -f  bc)     f     4  r \,ac  -|-  öd)  ( er 6  -fcrf) 
'"V  a6  +  crf         '    '""V  ad  +  6c 


.7 


Weitere  Betrachtungen,  über  diesen  Gegenstand  überlassen 
wir  dem  Leser.  Die  allgemeine  Gleichung  kann  noch  zu  verschie«-. 
denen  anderen  bemerkenswerthen  Folgerungen  Veranlassung  geben. 

G. 

...  :.'•*<_• 

,     ■  V  {   •  ■  •  •  • 

II.  J  '  ■ 

Die  Grundfläche  AA'A"AM  eines  vierseitigen  gerade  stehen- 
den  schief  abgeschnittenen  Prismas  sei  ein  Trapezium  mit  den 
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parallelen  Seiten  AA'  und  A"Am,  und  A,  A',  k"9  h»  seien  die  den 
Punkten  A,  A' ,  A" ,  Am  entsprechenden  vier  Huben  dieses  Pris- 
mas, dessen  körperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  wollen. 
Zieht  man  die  Diagonale  A'Am  der  Grundfläche  und  denkt  sich 
das  in  Rede  stehende  vierseitige  schief  abgeschnittene  Prisma  in 
zwei  dreiseitige  schief  abgeschnittene  Prismen  mit  den  Grund- 
flächen AA'AM  und  A'AaAm  zerlegt,  so  ist  nach  einem  aligemein 
bekannten  stereometrischen  Satze: 

Zieht  man  dagegen  die  Diagonale  AA?  der  Grundfläche  und  denkt 
sich  das  vierseitige  schief  abgeschnittene  Prisma  in  zwei  dreisei* 
tige  schief  abgeschnittene  Prismen  mit  den  Grundflächen  AA' A" 
und  AA"Am  zerlegt,  so  ist  ganz  eben  so: 

Weil  nun  aber  die  Grundfläche  AA'A^A'*  des  Prismas  P  ein 
Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten  AA'  und  A"Am  ist,  so  ist 
4AA'Am=  AAAA"  und  JA'A"Am  =  AAA"Ami  also  nach  dem 
Obigen,  wenn  man  addirt  und  der  Kurze  wegen 

AAA'A*  =  AAA'A»  =  G, 

AA'AnAm  =  JAA"Am  =  G' 

,       ■  >  .  •■  ■ •   *  < 

setzt : 
also : 

*  ■  ■  * 

P=6.Mta,|i,ti'+6-.A-Hl^g, 

*  » 

• 

wo  die  doppelt  genommenen  Hüben  A,  h'  der  parallelen  Seite 
AA'  t  die  doppelt  genommenen  Hohen  A",  hm  der  parallelen  Seite 
A"Am  des  Trapeziums  entsprechen. 

Wenn  das  Trapezium  AA'A"Am  in  ein  Parallelogramm  Über- 
geht, so  dass  auch  die  Seiten  AAm~  und  A'A"  einander  parallel 
werden,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  G  und  G'  einander  gleich, 
also  nach  dem  Obigen: 


„     „  3A+aA'-f  W+ZK»     „  A+A'  +  A"+A/" 

i^=0.  5  ZZbr.  5  1 

-1         '  D        .....  tfi  ' 


:  n  ■ 
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und  bezeichnen  wir  nun  die  ganze  Grundfläche  des  Prisma«  durch 
0,  so  ist  <5  =  2G,  also: 


In  einer  des  grossen  Meisters  vollkommen  würdigen  Abband* 
lung  über  die  sogenannten  vier  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen 
Dreiecks:  „Solutio  /acilis  problematum  quorundam  geo- 
metricorum  dif fi cill i morum.  Novi  Coiumentarii  Acad. 
Scientiar.  Imp.  Petrop.  T.  XI.  p.  103."  bat  Euler  eine  Reihe 
überaus  merkwürdiger  Ausdrücke  entwickelt,  die  jedenfalls  nicht 
so  bekannt  sind,  wie  sie  zu  sein  verdienen,  obgleich  schon 
G.  Ü«  A.  Vieth  in  seinem  „Lehrbuche  der  reinen  Mathe- 
matik. Tbl.  U.  1825.  Fünfzehnte  Abhandlung'«  eine  mir 
selbst  übrigens  niemals  zu  Gesicht  gekommene  neue  Bearbeitung 
dieser  schönen  Abhandlung  Euler's  geliefert  bat.  Es  scheint 
mir  daher  zweckmassig,  die  wichtigsten  von  Euler  erhaltenen 
Resultate  in  einer  zum  Theil  mir  eigenthüralichen  Entwickelungs- 
weise  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen  und  in  dieser  Zeit- 
schrift aufzubewahren.  G. 

Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Winkel  und  Seiten  desselben 
werden  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewöhnliche  Weise  bezeich- 
net. Den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen, 
den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises 
und  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  wollen  wir  respec- 
tive  durch  P0,  Plt  Pit  P3  bezeichnen.  Den  Punkt  A  nehmen 
wir  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy 
an;  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  sei  der  positive  Theil  der 
Axe  der  x;  die  positiven  y  werden  auf  der  Seite  von  AB  genom- 
men, auf  welcher  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC  liegt  In 
diesem  Systeme  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Puukte  P0, 
P\>  P*s  P*  respective  durch  x0,  y0y  xlt  yt;  x%y  ya;  ars,  y3. 
Der  FlScheninbalt  des  Dreiecks  ABC  werde  durch  A  bezeichnet. 


Zuerst  wollen  wir  nun  diese  Coordinaten  saramtlich  durch 
die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  ausdrücken. 
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In  Betreff  des  Punktes  P0  überzeugt  man  sich  zunächst  un- 
mittelbar von  der  ganz  allgemeinen  Gültigkeit  der  beiden  Glei- 
chungen : 

-r0  =  6 cos A ,  y0  —  x0cotB; 

also: 

i 

■ 

a:0  =  6cos^,   y0  =  ücos^cot/?. 

Nach  den  Lehren  der  Trigonometrie  ist  aber 

A     6a  +  ca— a*  D    c2  +  a2  —  6*      .   n  2A 

cos  A  =  jrr  f   cos  B  =  3  ,   sin  B  = — > 

26c  2ca  ca 

also 

und  folglich: 

Was  ferner  den  Punkt  Px  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  auf 
der  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  zwei  folgenden  Gleichungen: 

2A 

*i  =  *c  +  K*0— «c),    y,  =  §.  —  J 


2/1 

*i  =  J(c  +  *o)>   yx  =  3-- 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 


also : 


*  +  *o=c  +  ^         =  5  


6a+3c*-q»  2z/ 


Ferner  ist  in  Betreff  des  Punktes  Pa  offenbar  in  völliger  Allge- 
raeinheit: 


also : 


*8  =  yacot4J,  y8=^-~^; 


_  2^  cot_M  _  2z/ 
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Nun  ist  aber  bekanntlich  nach  den  Lehren  der  ebenen  Geometrie ; 


J  =  jV"(a  +  6  +  c)(6  +  c— a)(c+a— b)  (a  +  6  —  c), 
und  nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln :  .  >: 


cosi^ 


(fl+6+c)  (6-f-c— g) 
4oc 


» 


(c  -f  a-b)  (q-f  6~c), 
4Ac 


'-.  iL. 


also 


f  (c  +  a— 6)(a  +  6— c) 


i.  : 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


• 


6  +  c-a   2£_ 

Was  endlich  den  Punkt  P3  betrifft,  so  uberzeugt  man  sich 
mittelst  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  sogleich  von 

der  allgemeinen  Gültigkeit  der  zwei  Gleichungen: 

'.  • 

ar,=  5C,   2c=^8tan8C  odcr  ^8  =  5^,  y8  =  2CCotC. 
Nun  ist  aber 

C08C=  ^  ,  smC=^, 

also 

V.    .  cotC= — 4j — » 

j  i 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

1             c(a*  +  6*— c») 
*3  =  2C'  ys  ~  s2  

Auf  diese  Weise  erhält  man,  wie  es  mir  scheint,  die  Aus- 
drücke der  Coordinaten  a?0>  y0\  xlt  yx  \  ya;  ar8,  ys  durch  die 
Seiten  a,  b,  c  des  Dreiecks  ABC  am  leichtesten;  Eruier  bedient 
sich  zur  Entwickelung  derselben  bloss  der  gemeinem  Geometrie, 
was  aber,  wenn  man  sich  zugleich'  Von ' der  allgemeinen  Gültig* 
keit  der  Formeln  rflcksichtlich  der  Vorzeichen  der  Coordinaten 
überzeugen  will,  nach  meiner  Meinung1  nicht  so  zweckmässig  ist 
wie  der  Gebrauch  der  allgemeinen  trigonometrische»  Formeln,  in 
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deren  Anwendung  der  vorliegende  Gegenstand  zugleich  eine  gute 
Uebung  für  Anfänger  darbietet. 

Rü'cksicbtlich  des  Inhalts  A  des  Dreiecks  ABC  bemerken 
wir  noch,  dass  sich  derselbe  durch  die  drei  Seiten  a,  6*  £  be- 
kanntlich auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  lässt : 

i 

A  =r  J  V  2a*6*  +  26»c*  +  2caa*  —  a4—  64  -  c4 , 
wie  auf  der  Stelle  durch  Entwicklung  der  Formel 

^  =  26csin/l=2ÖcY  1  

folgt. 

II. 

i    >        «       •  i 

•  «  .     |t  J    r;.-    <   .   »•   ■     ■  « i  .   

Euler  bestimmt  nun  die  Entfernungen  der  Punkte  P0,  Plt 
P%,  Pa  von  einander  mittelst  der  bekannten  Formeln: 

p0Pa*:=:(*o-*s)*  +  (y0-yJ*> 
pap3» = o,  -  .t3)* + (y4-y8)Ä ; 

und  findet  auf  diese  Weise: 


4%      .  — - 


-  a»  (6 + c)  -  6*  (c  +  a)  —  c»  (a  +  6) 


1  •  "U 

f 


"  -  -  -       1    J  +3o*6c  +  36*ca+3c4a6 


.    ;   .  ;  c  •   ;  '  ■ 

,!•►!  i  UM»  *  1 

\>i    •>'.    '.    Uli.  i  ' 


-  2a*M*+c)—  36»ca(c+a)-  2c*a*(a +6> 


t  ♦  » •    '1.1  /■  I  / 
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...  »     t«   p  . 


+  a»(6  +  c)  +  6»(c  +  o)  +  c»(fl  +  ft) 
— 6aoc(a  +  6-fc) 


a6  +  66  +  cö 

/>1P5»=  <  ~o*(6a+ca)-^(c«  +  a»)-C*(a»  +  6«) 


■  '  -  |. 

«6c  |+«4(6  +  c)  +  6*(c  +  a)  +  c*(a  +  6)  / 

*P»  -  16(«  +  b  +  c)»^  |  +a6c(a.  +  p  +  c,} 

v  -2«8(6*+c*)-268(c«+a2)-2cs(a2+6a) 

Ia4  +  64+c4 
+  «Ac(a  +  6  +  c) 


III. 

Um  diese  Ausdrucke  zu  vereinfachen,  führt  nun  Euler  die 
drei  folgenden  Hülfsgrössen  ein: 

p  =  a  +  6  +  c,   q  =  ab+bc+cat  r=abc; 

zwischen  denen  und  den  Seiten  a,  6,  c  die  folgenden  ferneren 
Relationen  Statt  finden:  ,  , 

+     +  e*=zp*—4p*q  +  2f» + 4jw ,         '       '  ' 
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a«  +  6« + c« = p*—6p*q  -f  9p  V— 2^8 +^"r — 12W  ~  » 
a*6»  +  6M  +  «%*=tf»--2pr,  ' 
a»(6  +  c)+68(c  +  a)  +  cs(a  +  6)  =  p*<r-xIq*—pr, 

t 

abc(a  +  b  +  c)  =  pr, 

o*(6»+ca)+64(cHaa)  +  c4(a*+62)=pV— V— 2p*r+4por-3r». 

Nachdem  er  nun  noch  bemerkt  hat,  dass  sich  die  Formel  für 
P0PjP(ai^ch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen  läset: 

P0/V-Ka»+4*  +  <*)  -  (ofc  +  6  c  +  ca) 


—  a»  (6  +  c)  -  6«  (c  +  a)  -  c*  (a+6) 
+  3o6c  , 


«6c 

/  abc(a*+  6»  +  ca-2q6-26c-2c«)  (a-t  6-f  c)  +9a*6*ca 

4^ 

i 

findet  er  für  die  Quadrate  der  sechs  Entfernungen  leicht  die  fol- 
genden Ausdrücke: 


9r* 


p 

1        5  2r 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  auf  der  Stelle: 

Auch  ist  immer  '  :      v  /'       '  ;  1 

4.PaPs»+2.P0P^==3.P0P1*+6P1/>aa, 
und  andere  Relationen  würden  sich  leicht  noch  mehrere  finden  lassen. 
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IY"  '<      »  *  ■ s  « 

Ii  Vorhergehenden  sind  die  Quadrate  gg*^** 
die  vier  Grössen  J,  p,  q,  r  ausgedruckt  Euler  zeigt  nun 
lieb,  dass  die  Quadrate  der  sechs  Entfernungen,  wen.  ma» 

4i  =  4/>9-p'-8r 

setet,  bloss  durch  die  drei  Grössen 

p=p»,  0=-» 

ausgedrückt  werden  können.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  n&mlich 

,  t  I  .1/ 

V  4j»          4    ,   -  ?s 

und  weil  nun 

=  2  ( 9jfw)  -  P4  +  V?  ^  V  -  4^ 

also  AJ*  =  P*  »s* 


t  >  I  a 

rt.  • 


!..;;/. 


und : 


..i  » 


2       16^.  ,  -.»I 

1  3Q4 

P0PS=R-iP+M  +  -R> 

o      l  20» 
/>oP.*=i«-F+4Q+"ß  ' 

1  „   8^  .  W        t,  ;  ,.' 

Pj ps« * ß — P + + >  t     -  - 


35(1 


Aas  je  vieren  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Grössen 
P>  Q»  R  ganz  eliminiren,  wodurch  sich  mannigfaltige  Relationen 
zwischen  den  Quadraten  der  sechs  Entfernungen  ableiten  lassen, 
was  zu  zweckmässigen  Uebungen  Veranlassung  geben  kann. 

»..(■•'     .,,  —   t  'i       r  *     .  » 


IV. 

In  der  Abhandlung:  De  variis  metbodis  circuli  qua- 
draturam  numeris  proxime  exprtmendi.  Coromentarii 
Academiae  scientiarum  Petrop.  T.  IX.  p.  222.  bat  Euler 
die  folgenden  allgemeinen  Formeln  zur  Zerlegung  eines  Kreisbo- 
gens mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen,  deren  Tan- 
genten gleichfalls  rational  sind,  angegehen:  .  ^ 

X  CLX  ~~~~  4/  \ 

Arctang-  =  Arctang  — |  +  Arctang  - , 

■  .  ■  . 

x  ax  —  y  b> —  a  1 

Arctang-  =  Arctang^J  +  Arctang  +  Arctang^. 

Arctang-=Arctang5^+Arcteng^+Arctang^:jl+Arctang-, 

X  OX   "  W  ö  —  Q  C ' —  b 

Arctang-^  Arctang^  +  Arctang^  +  Arctang^-, 

+  Arctang  +  Arctang 


u.    s.  w. 


Dass  aus  der  ersten  dieser  Formeln  die  übrigen  durch  weitere 
Anwendung  jener  ersten  Formel  folgen,  ist  klar.  Die  oben  ge- 
nannte Abhandlung  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  Euler  in  dersel- 
ben das  merkwürdige  Hiilfsmittel,  durch'  Zerlegung  der  Kreisbo- 
gen mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen  mit  rationalen 
Tangenten  stark  convergirende  Reihen  zur  Berechnung  des  Kreis* 
umfangs  zu  finden,  zuerst  vorgetragen  bat. 

« 

In  dieser  wichtigen  Abhandlung  giebt  EuJtT  auch  die  beiden 
folgenden  bekannten  Formeln  für  den  Umfang  des  eingeschriebe- 
nen und  umschriebenen  Sechsundneunzigecks  an,  den  Halbmesser 
des  Kreises  der  Einheit  gleich  gesetzt} 

96 .  V(2-  V(2+  V(2  +  V(2  -f  V3)))) 

■  ..  .• 

and 
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192 .  V(2 — V(2  + ,V(2  +  V(2  -f  y3)))) 
V(2  f  V(2  +  V(2  +  V(2  +  V3))))  * 

welche  zwei  Gränzen  für  den  Umfang  des  Kreises  liefern,  so  dass 
Euler  also  auch  diese  Form  der  vorstehenden  Formeln  zuerst 
gebraucht  hat,  die  man  in  den  Elementen  jetzt  häufig  anwendet, 
um  Anfängern  die  Möglichkeit  der  näberungsweisen  Berechnung 
des  Kreisumfangs  anschaulich  zu  machen. 


■.(..  .,   •  i-     •■•    /   .  jl-.  !  j\lt\ 

V. 

'  .   '  • 

Bezeichnet  man  einen  Vector  einer  Parabel  durch  r,  und  den 
von  diesem  Vector  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach  dem  .Schei- 
tel gezogenen  Linie,  welche  wir  durch  p  bezeichnen  wollen,  so 
dass  4p  der  Parameter  ist,  eingeschlossenen,  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  durch  <p;  so  hat  man  nach  der  Natur  der  Pa- 
rabel offenbar  die  Gleichung  .    .„  . 

r2sin  qp3  =  4p  (p — rcosqp), 

also  "  \  t 

4prcosqp  4p2 
r  +  sin*2  -shT^2' 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  r  als  un- 
bekannte Grösse  auflöst: 


4  v  r-  t  fon-r-cogg) 


sing>* 

also  ,.„„ 

4p  sin  \ap     .  4p  cos  ig>2 

r=  +  -~ — oder  r=—  —  v — ~. 

Weil  aber  r, seiner  Natur  nach  positiv  ist,  «o  kann  man  nur 

•  ,t  '  •.        .  .•'  '•.  -         ,  •»*■  '  '>'»■  {'  '       '  <:i 

4» sin  Iqß        ■  p 

rat  oder  r  = — S-* 

singr  cos  i<p£ 

setzen,  welches  die  bekannte  Polargleicbung  der  Parabel  ist,  die 
auf  diese  Weise  am  leichtesten  erhält. 


Ist  nun  r'  der  dem  Vector  r  direct  entgegengesetzte ;» Vecrot 
und  <p'  der  von  demselben  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nach 
dem  Scheitel  gezogenen  Linie  eingeschlossene,  180°  nicht  uber- 
steigende Winkel,  so  ist  natürlich  ganz  eben  so: 


MiscelUn. 


P 

cos  ig)'2' 


Nun  ist  aber  <p'  =  180°-g>,  also  W=«P-i<P.  und  folglich: 

,  #"'"*(  '  *  ...... 


=  sin^* 


Also  ist 


* 

cosi<3P2=^»    «in \(p*  =  p  J 
folglich,  wenn  man  addirt: 


£  +  £=1. de,  i  +  ?=^ 

r     rt  r     r  p 


woraus  auch 


TT 


,   r+r/: 

folgt,  so  dass  also  der  vierte  Theil  de«  Parameters  immer  leidht 
aus  zwei  einander  direct  entgegengesetzten  Vectoren  berechnet  wer- 
den kann. 

Auch  erhält  man  nun  sogleich  aus  dem  Obigen: 


cos\<p*=—r^,y    sini<p2  =  ^p»   tangi9>*  =  -/ 
oder,  da  i<p  nicht  grösser  als  90°  ist: 


und  hieraus: 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  den  Winkeln  <p  und  <p'  entsprechen- 
den Sectoren  der  Parabel  respective  durch  -Sund  S' ,  so  ist  nach 
einer  bekannten  Formel  der  höheren  Geometrie: 


also  nacfc  dem  Qbigen: 

ii'„ji  a<p  „  ,  ..  . 

■i  »       W   f  COS*?4 
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Setzen  wir 

1 

tangto=ti,   secig>*=l  +  cosiy^j-^-^ 

und 


so  ist 


.1 

=  2^(l  +  u*)du  =  2<M  +  iM$>  =  2(tÄngi9+i  tang  J*>») ;  - 


also  auch 


» 

'  i' :  • 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 

S  =  p9(tang  J«p  + 1  tangiqj»). 

Ganz  eben  so  ist 

S'  =p*(tangig>'  +£tang£9>/*), 

oder,  weil  <p'  =  \9üP-<p,  fr'ssQO0— &y  ist: 

S'  =  p»(cot  itp  +  J  cot  |<p8)» 

Ist  nun  27  das  von  der  durch  die  Vectoren  r  und  r'  gebilde- 
ten Sehne  abgeschnittene  Segment  der  Parabel,  so  ist 

and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

2  =  p*{ tang \<p  +  cot  i<p  +  J  (tang  ly»  +  cot  i<p«) } , 

also,  wie  man  leicht  findet: 

y  .  1 + 3  tang  jy*  +  3  tang      +  tang  '  y« 

*  3tangi9)» 

oder 


■  •  •  ■  » - 


^      3  tang  2^p3  3siniqp3cosJ<jD5 

oder 


42""3sin9)»; 


und  weil  nach  dem  Obigen 
Thea  XXVI. 
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rr' 


ist,  so  ist 


Weil  aber 


ist,  so  ist  auch 


.    _  8rr'\T.. 

p»(r+r')» 
3rr'Vry  ' 


rr' 

P  = 


r+r' 
X  =     +  V)  VTr7. 


VI. 

Aufgabe 
aus  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis. 

Den  Winkel  x  so  zu  bestimmen,  dass  die  Function 

y  =  sin  arÄsin  (0 — x) , 

wo  0  ein  constanter,  zwischen  0  und  180°  liegender 
Winkel  ist,  und  auch  der  Winkel  x  zwischen  0  und  ISO0 
liegen  soll,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird*). 

Auflosung. 
Oifferentiirt  man  y  nach  x,  so  erhält  man 

g  =  2  sin  x  cos  x  sin  (0 — x) — sin  x*  cos  (0 — a) 
=  sin  2a;  sin  (0 — a:)  —  ein  **cos  ($  —  x), 

und  folglich 

=  2  cos  2a:  sin  (0  —  x)  —  sin  2a:  cos  (0 — x) 

—  2  sin  a:  cos  x  cos  (0 — ar)  —  sin  x*  sin  (0— ar) 
=  (2  cos2ar —  sin  x*)  sin  (0  —  x) — 2  sin  2a;  cos  (0# —  ar) 
s=  (2  cos  a;*— 3  sin  x*)  sin  (0  — ar)  —  2  sin  2a;  cos  (0— x). 


*)  Diese  Aufgabe  ist  für  die  Nautik  von  Wichtigkeit.  Hier  erscheint 
•ie  nur  al«  eine  mir  sehr  zweckmässig  scheinende  Uebungs  aufgäbe  ans 
der  Lehre  von  den  Maxirais  und  Minimis. 
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Die  gemeinschaftliche  Bedingung  'des  Maximums  und  Minimums  ist 

sin 2ar  sin  (0  -  x) — sin  x*  cos  (0— x)  =  0, 

d.  i. 

sin  .£{2  cos  4;  sin  (6 — x) — 8'mxcos($  —  x)\  =  0, 
eine  Gleichung,  welche  in  die  beiden  Gleichungen 

b\dxz=0 

und 

2  cosx  sin  (0 — x) — sin  x  cos  (0 — x) = 0 

zerfallt. 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,  nimlich  aus  der 
Gleichung 

sin:r  =  0, 

ergiebt  sieb,  weil  x  zwischen  0  und  180°  liegen  soll,  x=Q  oder 
x  — 180°.  Führt  man  dies  in  den  zweiten  Differentialquotienten 
ein,  so  erhält  derselbe  den  Werth  2sin0;  und  da  dieser  Werth 
positiv  ist,  so  wird  die  Function 

y  =  B\xix*a\x\(B — x) 

für  x  =  0  und  für  x  =  180°  ein  Minimum. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich  aus 
der  Gleichung 


folgt 
also 


2cosarsin  (0— x) — sin  x  cos  (0 — x)  =  0 , 

2  cos  x  sin  (0 — x)  =  sin  x  cos  (0 — x) , 

2cot*tang(0— *)  =  ! 

2(tang0— tang*)  =  ^ 
l  +  tang0tang:r  g 

*  • 

2  (tarig  0  —  tang    = tang  a;  +  tang  0  tang  *a , 
tang  0  tang  x*  -f-  3  tang  *r = 2  tang  0 , 
tang  x%  +  3  cot  0  tang  x = 2, 

(tang x  +  |cot 0)»=  2  + 1 cot  0*  =  ^ 

3    _  .1 


tang jr  +  ^cot 0=  ± §  V8  +  9cot0* ; 
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■ 

folglich  '  1  »• 

3cot0  ^  V8  +  9cot0* 
tangss—  2  

oder  auch 

tang* =  - 1  cot  0  (1  ±  ^  1  +  ®  tang  0*) , 
oder 

.> 

«•"***=  äüsp  

Wegen 

sin  *  cos  (0 — z)  =  2cos*  sin  (0 — *) 

ist  nach  dem  Obigen  der  zweite  Diferentialquotient 

,  '  s  .    ...  -       .       '  ... 

vgj  s=  (2cos  x* — 3sin  #«)  sin  (0 — a?) — 8cos  «*sin  (0  -  ar)  i 

d.  i. 

H|  =  -3(sin  a*  +  <2  cos**)  sin  (0— #) , 

und  das  Zeichen  von         ist  also  immer   dem   Zeichen  von 
sin(0  —  x)  entgegengesetzt. 
Es  sei  nnn  erstens 

O<0<9O°. 

In  diesem  Falle  liefert  in  der  Formel  * 

3  4  /  8 

tanga?=  — ^cotö(l  +  y  l+^tangö*) 

*  *  »  " 

das  obere  Zeichen  offenbar  einen  negativen,  das  untere  einen  po- 
sitiven Werth  von  tang^r,  oder  für  das  obere  Zeicheu  ist 

90°<*<180°, 

für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 

Nimmt  man  daher  das  obere  Zeichen ,  so  ist  jedenfalls 

Ö>0-ar>-18O*, 
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folglich  sld(0—-35)  negativ,  also         positiv,   und  daher  y  ein 

Miniraum.  Wäre,  wenn  man  das  untere  Zeichen  nimmt,  ar>Ö, 
so  wäre,  da 

O<0<9O°,  0<*<9©<> 
ist,  auch  taug x>  taug  0,  folglich 

-5*ot  ö(l  -  y  l  +  ?tangÖ«)  >  tang*. 


oder 


+  ?  tang  0»  >  l  + 1  taug  0« , 

1  +  jj  taug  0«  >  1  +  \  tang  0»  +5  tang  0* , 

••»•ii         »  •  *    •     «  » 

O>5tang0*(i  +  tarjg0*), 

*»  ..,,,«  i 


oder 


4 

0>  gtangÖ2secö*, 

-  -  ♦  V,  i 

was  offenbar  ungereimt  ist.   Also  ist  #<0,  und  folglich 

<K0-*<9O°, 

3*v  i  ■       :  i 

daher  sin(0—  x)  positiv,  also  ^  negativ ,  folglich  y  ein  Maximum. 

Sei  ferner  zweitens 

9Oo<0<18O°. 

In  diesem  Falle  liefert  in  de?  Formel 

tanga;=— IcotöCli^l  + -tangö») 

das  obere  Zeichen  offenbar  einen  positiven,  das  untere  einen  ne- 
gativen Werth  voo  tanga;,  oder  für  das  obere  Zeichen  ist 

0<*<90°, 

für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 

90»<x<180».  " '  ' 

*  t 

m  •  ■ 

Nimmt  man  daher  das  obere  Zeichen,  so  ist  jedenfalls 

O<0-*<18O°,  -wfi 
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folglich  «n(Ö-a?)  positiv,  also  ^negativ,    and  daher  y  ein 

Maximum.  Wäre,  wenn  man  das  untere  Zeichen  nimmt,  a?<0, 
so  wäre,  da 

90*  <  8  <  180°,   90°  <  x  <  180° 
ist,  —  tang*  >  —tangö,  folglich  .  -  <  .  ,. 


oder 


also 


\ cot 6 (1  ^  ^  1  +  gtangÖ»)  >  -  tang  6 
\  (-  cotö)  (V  l+|tangÖ»- 1)  >  -  tangö, 

r-  1   

\  l  +  £tangd»>l  +  !tangÖ*, 


was  ganz  wie  vorher  ungereimt  ist.   Daher  ist  ar>0,  und  folglich 

0>ö— 180°, 

daher  sin(0  — x)  negativ,  also  ^  positiv,  folglich  y  ein  Minimum. 
Wenn  also 

o  <  e  <  yo° 

ist,  so  ist  y  für 

""»■■•i.**.  ,  __  ____ 

3  I  8 

tanga:=— 5cotö(l  +  Y  l  +  stongö1) 
ein  Minimum,  für 

tang*=— |cot0(l  -  y  1  +^tangöÄ) 

dagegen  ein  Maximum. 
Wenn  dagegen 

90°  <  0  <  180<> 

ist,  so  ist  y  för 

3      4  r  8 

tangx=  —  gcot9(l  +  y  1  +  gtang»1) 
ein  Maximira.,  für  '        .  ' 


3  4  /"  8 

tangar=— 2cotö(1  — V  1  +  y^ngd») 


dagegen  ein  Minimum. 
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Ein  Maximum  wird  y  für 

taoga:=-|cotö(l+^l +?taogÖÄ), 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  90°  <  6  <  180°  oder  0  <  6  <  90°  ist 

Ein  Minimum  wird  y  für 

tang x = — | cot 0 (1  ±  ^"l-f  ® taog 6*) , 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem 

O<0<9O°  oder  90°<e<180° 

ist. 

Um  x  mit  Leichtigkeit  berechnen  zu  können,  berechne  man 
den  Hunswinkel  o>  mittelst  der  Formel 


<    it       .  • 

i  .i 


2V2 

tangro  =  (tangö), 


:  • 


wo  (tangÖ)  den  absoluten  Werth  von  tang  6  bezeichnen  soll,  und 
nehme  to  zwischen  0  und  90°.    Dann  ist 


tangjrsr-Lotöadr^l  +  tanga>«), 


d.  r. 


oder 


2 


•    I  » 


_  3  1  +  C08  0) 

.!  '  •    i      « i  .  .  '"»i   :  :  .'I 

i-i   •  .  »  .    *      ■        ....  '•-«  | 

JjcotÖcosi»2 
cos» 

tangx  = 

3cotö  sin  ia>2 

COS  09 


.......  . ., . ,  ,i. 


Uebrigens  kann  man  die  Gleichung 

2  cos  .r  sin  (0— x)  =  sinarcos(0  — x) 
noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  auflösen.   Addirt  man 
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cos  x  sin  (0  X) 
auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  erhält  man 

3  cos  x  sin  (0 — x)  =  sin  x  cos  (0 — «r)  +  cos  ar  sin  (0 — a?)  =  sin  0 , 
folglich 


d.  i. 


3 

t2lsin(0  —  x+x)  +  sin  (0 —         sin  0, 


3 

2  { sin  0 + sin  (0 — 2*) }  =  sin  0 , 


■ 


2  '  ! 

sin  0  +  sin  (0  —Ix)  =  x  sin  0 ; 

sin  (0 — 2x)  =  —  J  sin  ß, 

o  ■  ' 

I  p 

mittelst  welcher  Gleichung  sich  x  bestimmen  Ifisst  Rucksichtlich 
der  Gränzen,  zwischen  denen  man  x  nehmen  muss,  ergiebt  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  Folgendes: 

'  Wenn 

0  <  0  <  90° 

/■ 

ist,  so  muss  x  fllr  das  Minimum  zwischen  90°  und  180°,  für  das 
Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  werden. 

Wenn  dagegen  { 

90°  <  6  <  180» 

ist,  so  muss  x  für  das  Minimum  zwischen  90°. und  180°,  für  das 
Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  werden. 

Es  muss  also  immer  x  ftir  das  Minimum  zwischen  90°  und 
180°,  för  das  Maximum  zwischen  0  und  90°  genommen  werden. 


•  VII. 

Aufgabe  för  Schaler. 
Zu  beweisen,  das«  5  "  *'         "  "-J  '  * 

4  (sin  a>*  +  cosy6)  =  1  +  3  cos  2q>* 

[St.  *  l  •'.'!.■     Isi'i        ■•f  r:  *!}<       V  i 
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Ueber  die  Ausziehung  von  Wurzeln  aus  Zahlen. 

Von 


Herrn  H.  Kinkelin, 
Bezirkslehrer  zn  Aarburp  im  Canton  Aargnu. 


l:  . 


1,1  f 


^  1. 


"I  1 


i  < 


Der  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  ist  die  Zuruckffihrung  der 
Ausliehung  der  wteo  Wurzel  aas  einer  Zahl  auf  die  blosse  Qua* 
dratwurzelausziehung  mittelst  der  Kettenbrü'cbe.  Wir  wählen  zuerst 
die  Cubikwurzelausziehung  als  Beispiel,  um  den  Gang  der  Methode 
deutlich  zu  machen. 

Es  sei  die  V«  zu  berechnen,  so  sei  y  ein  angenäherter  Werth 
derselben»  den  man  auf  irgend  eine  Art  gefunden  habe,  so  dass 


y=z  Va— y  <1 


(1) 


I  A 


numerisch  genommen.  Erhebt  man  diese  Gleichung  auf  die  dritte 
Potenz,  so  kommt 


oder 
oder 


y>  =  o— y3— 3v«*.y  +  3v«.y* 

3  8 

y*  =  of  —  y8— 3v«.y(V«— y) 


3f8  +  3V«.yy=:a  —  y8, 

woraus  gefunden  wird: 
Theü  XXVI. 


(2) 
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3  > 

Da  nun  y<l»  also  auch  ya<l,  und  man  immer  V<x>I  An- 
nehmen darf,  so  wird  ein  erster  Nährungswerth  sein: 


a  —  y8  «  —  y3  1 

3y  V  a        3y     V  a 

Diese  Näherung  wird  den  wahren  Werth  von  y  übersteigen.  Die 
zweite  Näherung  ist 

a — y9 
3yV«  +  yi2 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

«— y3  =  m  (4) 

gesetzt  wird: 

 ™  9yttam       1  ™ 

welches  unter  dem  wahren  Werth  von  y  ist.  Die  folgenden 
Näherungen  werden  abwechselnd  über  oder  unter  dem  wahren 
Werth  von  y  sich  befinden,  und  es  ist 


(2?y3«  +  m2)a.m  I_ 

2/8  -  3y(27y3a  +  **)*  +  8ly*wA* '  £a  5  > 


allgemein 


y»=^JL»  (5) 
wo     bloss  von  m,  «,  y  abhängt   Denn  es  ist 

m  wi.i/«*  tue  1 

und  sonach 

mtx 

y"+1  =  3y«-fV»; 

die  Berechnung  von 

unterliegt  also  keinen  weiteren  Schwierigkeiten. 


■ 


* 
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Hat  man  nun  auf  solche  Weise '  irgend  ein  y'n  auf  eine  be- 
stimmte Anzahl  Dezimalen  berechnet,  so  ist  dann,  da  man  allgemein 

y  — » 

v« 


kann, 


nun 


Vß-  y  =  -r~  oder  Vo2-  yVa=5«',  \ 


(7) 


durch  eine  Quadratwurzel  zu  erhalten  ist,  wobei  man  das  Zeichen 

+  nimmt,  wenn  y^Vc  und  das  Zeichen  — ,  wenn  y*>\  ct.  Der 
Fehler,  der  hiebei  begangen  wird,  indem  man  statt  des  allge- 
meinen Werthes  y  einen  berechneten  y'n  nimmt,  werde  mit  d% 
bezeichnet,  so  ist  absolut  genommen: 


3 

Für  den  Fall,  dass  y'  positiv,  d.  h.  y<V«,  wird  sonach 

Y 

ist  aber  y>V«,  also  y'  negativ,  so  ist 

y 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  wegen  y/n—y'~t'ut  'so  ist  also 
bezüglich : 

Jn<y  und  ^.<~?.  (8) 


§•  2. 

n 

Fassen  wir  nun  die  allgemeine  Wurzelausziehung  V  <*  *ns 
Ange,  so  kann  sie,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  durch  blosse 
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n  , 

Quadratwurzel-Ausziehung  auf  V«  zurückgeführt  werden.  Allge 
mein,  wenn 

n  yu 

ist,  so  ist  die  V«  auf  die  angegebene  Weise  auf  die  V«  reduzir- 
bar,  wo  p  eine  ungerade  Zahl  ist;  und  wir  brauchen  somit  bloss 
diesen  Fall  zu  betrachten.  Nun  ist  es  immer  möglich,  einen 
Näherungswert«  y  zu  finden,  so  dass 

yz=V«-y<\,  (1) 

absolut  genommen.  Sollte  dies  von  vornherein  nicht  möglich  sein, 
so  dividire  man  et  so  oft  durch  löu,  bis  sich  y  als  eine  der  Zah- 
len 1,  2,  3,  4,  .  ..9  herausstellt.  Es  handelt  sich  jetzt  darum, 
y  als  Wurzel  einer  Gleichung  vom  fiten  Grad  darzustellen.  Ver- 
fährt man  dabei,  wie  Eingangs  §.  1.  angegeben  wurde,  so  findet 
man  allgemein: 

►  ■  - 

wobei 

A  =  yVa.  (2) 

Diese  Gleichung  spezialisirt  sich  für  f*=3,  5,  7  auf  folgende 
Weise : 

4 

y3  +  34y  =  o-y8,  A  =  yVa; 

^+7^+14^V  +  7^=«-y7.  A-yVa. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  werden  folgende  sein: 

■  *  ~  i 

V*-y,  Va.(Cos^+  t'Sin^)-y, ....  V«.(Cos^+iSin— )-y,..., 

deren  Zahl  (i  ist.    Unter  ihnen  ist  bloss  die  eine  reelle  V«  y, 

deren  Berechnung  unser  Zweck  ist. 

Anmerkung.   Wenn  «  =  /?><,  so  geht  Gleichung  (2)  über  in: 


r 
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m 

Ist  also  «  eine  beliebige  Zahl,  deren  Faktoren  ß  und  y  sind, 
so  hat  die  Gleichung 

y+f  «w-  +  |("73>V-*  +  |('li'4>V-+....' 

—  +f*o  *  y=ßt* — y"  f  ^ 

die  Wurzeln 

/5— y  und  /J(Cos  —  +*Sin— )— y,  wo  A  eine  ganze  Zahl. 

Setzt  man  einen  der  Faktoren  ß,  y  gleich  der  Einheit,  so  hat 
mau  die  beiden  Gleichungen: 

yn  +  £ay*-a  +        7  3)a  V-4  +  •  •  •  +  t*a^~y  =        1 , 

^«sr-1 + ICT3)0*^"4  +  •  •  • + ^.v=-  («"  - 1) ; 

deren  Wurzeln  resp.  sind: 

a— 1,  (aCos  l)  +  iaSin  — 


und 


1— a,  Cos  a  +  iSm — . 

f*  f* 

Wird  endlich  noch  a  =  1  ,  so  erhält  man  als  Wurzeln  der 
Gleichung 

r-'+^»+|('473)3'-+l(',74>-,+ 

die  imaginären  Ausdrücke,  die  in  der  Formel 


Cos  1 Sin  —  oder  — 2Sin* — +iSin — 

P  f*  f*  f* 


oder 
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kn  L     rt,        .  to  krc 


i 


wo  k  eine  ganze  Zahl  vorstellt,  enthalten  sind;  (i  ist  eine  un- 
gerade Zahl. 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sich  aufstellen,  wenn  ft  eine 
gerade  Zahl  ist;  jedoch  sollen  sie  hier,  als  nicht  zur  Aufgabe 
gehörig,  übergangen  werden. 


§.  a 

I 

Aus  der  Gleichuug  (2)  $.  2.  erhält  man  nun 


y=-M7M  •  (i) 

uy  2  V«  *  +  ftyVö.r-'  +  f-1 

Man  setze  der  Kürze  wegen  wieder 

yV«=  A,  «— yA*  =  Ä;-  (2) 
so  wird  die  Form  von  y: 

(?) 
B 


ftJ  2  *  .y2  +  M  2  y*+....pA*y»- 5  +  v%A*-3  f  yi"-1 

wo  die  a,  b,....p,  q  our  von  p.  abhängig  sind. 

h 

Der  erste  Näherungswertb  von  y  ist 

B 

Ui=—£i>  (4) 
M  2 

und  wir  wollen  nun  beweisen,  dass  allgemein  yH  von  der  Form  ist: 

M 
A  2 

wo  M  nur  abhängig  ist  von  y  und  a,  und  keine  V«  mehr  implizirt 
Der  folgende  Näherungswerth  wird  gefunden,  indem  man 

rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  (3)  fiir  y  seinen  Näherungs- 
werth y,  substituirt.   Thut  man  dies,  so  kommt: 
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 B 


\pA  »  +aHPA  »  +b!U*A~*~  +  ....pM>>-*A*Jä:3¥=il1 

+  gM-M»-"1-"*"3'  +  Af"-M-^ 
oder 

(5) 

•  i 

Cu-l)Qi-l) 

 BA  2  

—  1       (,u-l),ti  Cu^3)u  (/<— S)ti  \  * 

Es  Ist  aber 

also  von  Vor  unabhängig.    Es  implizirt  daher  der  Nenner  von 

fi 

kein  V«  mehr.    Ferner  ist 


Qu-l)Qu-l)  ^f^r^ 


wobei  auch  ^0*— 1)a<  von  V«  unabhängig  ist.   Wenn  also 

M 

so  ist  auch  yn+i  von  derselben  Form.  Es  ist  aber  yl  von  dieser 
Form  laut  Gleicbuug  (4),  folglich  ist  die  obige  Behauptung  bewie- 

/* 

sen.    Da  nun  nach  (2)  A—yVat  so  ist 

i 

und  somit  darf  man  setzen: 

y»=7^»  (6) 
v«  * 

welches  die  Form  für  alle  Näherungswerthe  von  y  ist.  Um  den 
Uebergang  von  y'n  in  zu  finden,  darf  man  bloss  in  (5)  für  M 
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den  Werth  y'n.y  *  setzen,  so  findet  man,  wenn  abkürzend  «ys=  a 
gesetzt  wird: 

m 

/? 


wobei 


(7) 


fl—1 


§.  4. 

Es  soll  nun  der  Fehler  bestimmt  werden,  der  begangen  wird, 
wenn  man  bei  einem  bestimmten  yn  stehen  bleibt.  Da  der  Nen- 
ner von  yn  keine  negativen  Glieder  enthält,  auch  wenn  y  negativ 
ist,  so  werden  diese  Nähemngswerthe  abwechselnd  absolut' gros» 
ser  und  kleiner  sein,  als  der  wahre  Werth  von  y  und  zwar: 

y**+i>y,  y±v<y. 

Der  wahre  Werth  von  y  liegt  also  immer  zwischen  yn  und  y»±i, 
und  folglich  ist,  wenn  nur  auf  den  absoluten  Werth  gesehen  wird : 

yn-y<yn-y«+\. 

Bezeichnet  man  also  den  begangenen  Fehler  mit  dn,  so  ist 

ön<yn—  y«+i.  (1) 

Nun  ist  mit  der  angenommenen  Bezeichnung: 

■     ■  B  B. 

folglich  wird 


+  fin  <yn  oder  y«V»V-ä 


oder 


—  o«  <  =  


9«-fi     \  -i      ....        .  .«i.  •» 
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oder,  wenn  man  den  Werth  v 

1  V 

einsetzt,  auch  für  — ö«,  +on  schreibt:  .  >  •     t-  ,: 

.  . . . .  —  itA<pn*Ru-*  —  #a«-M 

oder 


oder  um  so  mehr 
oder  angenähert: 

a"<^>"'«  A  3  r  *  )A  v>  1 

JWC*3  ^ 


*  <   v  3  /     I  1     1  ( 


oder 


3-  <  V+19,.— '»!-  -y''- 


Es  ist  aber 


also 


■•.  :."'!  .:■•«;:.     .   •:(!.'.  ••••  -  <-.••( 


....  i    .>  > 


da  yj  das  grösste      ist;  folglich  wird 
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69  <  ty? — 

da  9?t  das  kleinste  a>»;  oder,  da  nun 

(►}>/? 

ö«<  yZT-J  

2<*M  * 

oder  endlich,  da  f    £    1  =-  ^-7}  > 


^  12»- At**-^1 

und  um  so  mehr 

Es  bleibt  noch  c\  zu  bestimmen.  Der  nullte  Näherungswerte 
von  y  ist  y0  =  0,  folglich 

&o<yo—yi  =  £=1» 

,i^i  * 


also  wegen  (2): 


*t<  (3) 


Dies  substituirt.  gibt 


*■<   '  (4) 
12»u«^"+T 

welche  Formel  noch  vereinfacht  werden  kann,  indem  man  für 
A=yV«t  einfach  y*  setzt,  fflr  den  Fall,  dass  y<V«.   Dann  wird 
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Ist  aber  y>  Va,  so  wird  A>V#  und  ^<y*  und  folglich: 
uod  somit 


(6) 


Man  bemerkt,  dass  die  Näherung  eioe  ziemlich  schnelle  ist. 
Sie  ist  um  so  schneller  mit  fortschreitendem  n,  je  kleiner  B  ist, 
je  grösser  p  und  y  sind. 

Da  sich  diese  Methode  besonders  gut  eignet,  die  5te,  die  7te 
und  die  3te  Wurzel  auszuziehen,  so  mögen  die  Spezialisirungen 
obiger  Formeln  filr  diese  Fälle  folgen. 

Für  ft  =  5  wird: 
und  fb'r  ft— 3: 


fBr  fi  =  7: 


ön^12».343.y^+«'  ^».atf.o***"  (9) 


§.  6. 

Es  wurde  gefunden: 


V«  1 


oder,  da  y  =  V«  —  y: 


Va  *  — yV«  *  =s.v'.  (1) 
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Hieraus  können  nun  auf  folgende  zwei  Arten  quadratische 
Gleichungen  erhalten  werden. 

1.  Man  multipliatre  die  Gleichung  (1)  mit  Va  2  ,  so  er- 
hält man: 

1 1  ■■ 


« -r-  y  VccP-1  =  y' V«  2  , 


woraus 


Was  das  Vorzeichen'  der  Quadratwurzel  anbelangt,   so  wurde 

dasselbe  als  +  angenommen,  weil  Va  2  Immer  eine  positive 
grosse  ist  .  ......  ...  .  ..; 

■  ■■■■■         '  „  fi+i  - 

2.   Man  multiplizire  die  Gleichung  (I)  mit  V«  2  ,  so  kommt: 

woraus      = ; ■  ■>         .  ; 

V«^  =  \\y'  +  \r4ay+y'* },  (3) 


wovon,  bezüglich  des  Vorzeichens  der  Wurzel,  die  neroliche  Be- 
merkung wie  vorhin  gilt. 

Man  bezeichne  diesen  letzten  Ausdruck  mit  «,  und  insofern, 
als  ein  gewisses  y»  dabei  genommen  wird,  mit  so  ist  der 
Fehler  von  an: 


u— 1 


tn=U'.=  ^LLin,  (3-) 


und  der  Fehler  von  V«  2  =«'»  wird  also  sein: 


da  a'«  =  ^o«. 

y 

Hiemit  ist  nun  der  vorgesetzten  Aufgabe  ein  Genüge  geleistet, 
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J.  M 

indem  nachgewiesen  wurde,  dass  die  Ausziehung  der  V  zurück- 

geführt  werden  kann  auf  die  Ausziehung  der  V  oder  der  V 
Wurzel  einer  Zahl,  welche  durch  einfache  Kettenbruch- Operatio- 
nen aus  der  gegebenen  Zahl  gefunden  wird.   Ist  nerolich  an  oder 
a'H  berechnet  nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  ist 

Hz!  m+i 
V«=  Va'n  oder  V<*~=  V«n,'  "  ' 

mit  einer  gewissen  Genauigkeit  £'«  und  X\»,  welche  noch  be* 
rechnet  werden  sollen.   Man  findet  nemlich  leicht: 

— 1  i 
(ft-I)y  V«  2 


oder  annährend 


.   i ... 


und  ebenso: 


:- 


Ist  also  ft  nicht  sehr  gross,  so  kann  man  annähernd  annehmen : 


för  grössere  fi  wird  die  Näherung  noch  grosser. 


3  r     \    .  2 

Die  Ausziehung  der  V«'*  und  der  Va»  geschieht  nun  auf 

gleiche  Weise,  wie  die  der  V«,  wobei  man  aber  darauf  ßedachi 
nehmen  muss,  dass  der  Fehler  höchstens  gleich  o'«  oder  t>„  wird, 
jedenfalls  aber  denselben  nicht  übersteigen  darf. . 


Die  Wahl,  ob  a  oder  a'  zu  nehmen  sei,  steht  ganz  frej;  nur 
wird  man  darauf  .Bedacht  nehmen,  welcher  Weg 'die*  leichteste 
Reduktion  auf  Quadratwurzel  darbietet.  Bei  den  Werthen  3,  5, 
7,  9  für  p  nimmt  man::     !  4  <       ■     .      '  ' 
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3  1 

5      |  7 

9 

a' 

«' 

a 

a' 

2 

• 

4  =  2« 

2  ~ 

4  =  2« 

Bei  diesen  4  Zahlen,  überhaupt  bei  allen  von  der  Form  &±1, 
wird  man  also  bloss  eine  einmalige  Kettenbruch-Berechnung  nöthig 
haben. 


§.  6. 

8 

Für  die  Ausziehung  der  Vor  erhält  man  folgendes  Verfahren. 
Man  suche  einen  angenäherten  Werth  y  von  Va,  setze 

so  Ist  y  der  Werth  des  Kettenbruchs 

B 

oder,  wenn  y  =  $r  gesetzt  wird,  so  ist  y  der  Werth  des  Ket- 
V« 

tenbruchs 

.  _  Ba 

wobei  allgemein 

,  Ba  ,  B 

» 

Der  Fehler,  der  hiedurch  an  yn  begangen  wird,  ist 

^i^.tf.y«-^  odeT  Ä«=12».27.«««+i' 

jenacbdem  y<  oder  >V«  genommen  wurde;  und  es  wird  dann 

V«=i{-y+V4«y+y'»} 
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oder  auch  aus  j.  5.  (1): 

mit  dem  anhaftenden  Fehler 

►  *  ■  , 


Es  sei  p==5,  so  wetze  man: 

V«~y  =  y,  «-y»==2?,  «y  =  «# 

Vcfi 

so  ist     der  Werth  des  Kettenhracbs 

Die  Fehler  sind  von  y: 

•    12« .  125 . y10*+4  0d6r  °«  =  12.126.a««Ti ' 
<  6 

y  ^  V«.   Dann  ist 


2y 


mit  dem  Fehler  1Dn=~. 


Es  sei  f*  =  7,  so  setze  man: 

7 

V<*— y=y, 
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und  y*  der  Werth  des  Kettenbruchs  :  «  1      ,  ;J- 

(  Bct*  ,       B  , 

9  ■  -  7a»  +  Ua*^  4  7a^_1  +  y'^ '    *  1  ~  7y» J 

-i  .:t;  "•       •*.?  f< 

so  ist 

wobei  der  Fehler 

_        B**+l  _      B**+l .  y 

r,fl~12».2744.yi«"+°  oder  12*.2744.a*»+lV' 

7 

jenachdera  y  <  oder  >  Va. 


$.  9. 

Für  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  insbesondere  kann  noch 
eine  mit  Vortheil  anwendbare,  von  der  vorhergehenden  verschiedene 
Methode  der  Zurückführung  auf  Quadratwurzeln  aufgestellt  werden. 

Es  ist  nemlich  identisch: 


V«-y  =  — f +  \  ^+V«(V«-y) 

oder 

v«4n+Vi+4v"-y-^.     '  (i) 


.Ii»         ^   V  <-».V'»t; 


Es  sei  nun  y  ein  bekannter  Näher ungswerth  von  Va,  so  dass 

-*"..      •  .«••/  •  v«  ~ 
•  s 

V«-y  <1, 

absolut  genommen,  so  wird  Q     .  ; ^  j  fl|ftj> 

ya>4V«.(Vr«— y) 

8 

sein,  wenn  y^4,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass  y^V<?>  Dies 
ist  nun  immer  zu  bewerkstelligen  möglich,  und  wir  können  daher 
annehmen,  es  sei 

p 

3  3   

4V«'.(V«-y) 
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Entwickelt  man  daher  die  Wurzelgrosse  rechts  in  Gleichung  (1), 
so  kommt: 

V«-2(^  +  2  •         -j  g-  ^  +<5|, 

- 

wobei  der  Fehler  6  kleiner  ist  als 

y*     —  oaer  s  ^  » 

um  welche  Grösse  der  Näherungswerth  zu  klein  ist.    Oder  es  wird 

oder 

S  3 

•               3            -1/«       8  V  a2  » 

V«-y  =  (Va-y).—  (y  «_y)* .        +  d'( t/«-y) . 

wobei 

6    <   y«   » 

1 

3 

oder,  durch  V«  — y  dividirt: 


oder 


oder 


woraus  nun 


oder 


oder 


y3  «.  y2yC__a  _J_  y  +  ySJ/ 


V«»+yV«  =  zy — y*«'. 


'       y 8y'-f4« 


Theil  XXVI. 


Digitized  by  Google 


Kinkelin:  üeöer  die  Aushebung  von  Wurteln  aus  Zahlen. 
Nimmt  man  also  den  N&herungswerth 

so  ist  der  dabei  begangene  Fehler  d  kleiner  als 

yö'  M  yd' 

— r-  :  oder  um  so  mehr  < — r-  - . 

» 

wenn  y<fct,  oder  also 


und  somit 


Um  nun  einen  angenäherten  Werth  von  (V« — y)*  zu  erhalten, 
bat  man 

a  —  y8  — 3  l/«.y.(Va — y)  =  (V«  — y)8. 

3  * 

Da  V«  — y<U  so  wird  (V«  — y)8  gegen  die  übrigen  Grossen 
verschwinden,  und  es  wird: 

s  a  —  y8     « — ys 

3yt/«  Jy 


also 


und  daher 


3  /a__y3)2 

(V«-y)*<^^F-, 


2c.  («-y»)» 

^<  0^5  


Lässt  man  bei  der  wirklichen  Berechnung  die  letzte  unsichere 
Stelle  ganz  weg,  so  wird  der  so  erhaltene  Näherungswert  von 

Va  als  ein  neues  y  angenommen  werden  können ,  welches  eben- 
falls kleiner  als  Vo  sein  wird.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass 
allemal  der  folgende  Näherungswerth  wenigstens  dop- 
pelt so  viele  genaue  Dezimalstellen  enthält,  als  der 
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gebrauchte.   Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  unmittel- 

3 

bar  aus  (3).    Hat  man  somit  z.  B.  mit  Logarithmentafeln  V«  auf 

7  Dezimalen  genau  gefunden,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  von  (2) 

a 

Vo  auf  14  Steilen  genau  u.  s.  f.  Behufs  der  Anwendung  dieses 
Verfahrens  ist  aber  noch  einmal  zu  bemerken,  dass  vorher  immer 

a  so  eingerichtet  werden  muss,  dass  wird. 


§.  10. 

Durch  Kettenbrüche  lässt  sich  auch  die  Gleichung  des  dritten 
Grades,  sowie  die  des  zweiten  Grades  auflösen.  Wie  man  ersteres 
zu  Stande  bringt,  soll  in  diesem  Paragraphen  gelehrt  werden. 

Die  Gleichung  des  dritten  Grades  lässt  sich  bekanntlich  im- 
leicht  auf  die  Form  bringen : 


Setzt  man 


so  kommt : 


y=zxVB  und  -7^—  —  a , 
VB1 


a:3  -f  ar  =  1,  •  (1) 


mit  welcher  Gleichung  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen.  Man  be- 
kommt daraus 

Ist  daher  ar*  <  a,  so  wird  man  dieses  als  Kettenbruchformel  ge- 
brauchen können,  deren  Näherungswerthe-  um  so  schneller  kon- 
vergiren,  je  grösser  a. 

Es  sei  Xn-i  ein  solcher  INäherungswertb,  so  findet  man  den 
folgenden  durch  die  Gleichung  * 

Xn  —  ^ä~-  oder  xn*  =  — »  (3) 

woraus  sich  dann  der  Kettenbrucb  ergibt: 
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1 


a-f  Xn-1 


a  -f-  ••••^i 
a 


» 


(4) 


welcher  sich  von  den  gewöhnlichen  Kettenbrächen  dadurch  unter- 
scheidet, dass  zugleich  die  Näherungswerthe  des  ursprünglichen 
Kettenbruchs,  der  aus  (2)  entspringt,  in  demselben  auftreten. 

Die  Herstellung  der  successiven  Näherungen  bietet  durchaus 
keine  Schwierigkeit  dar  und  man  findet: 


1 

» 

1 


*2  = 


1  q«  +  t2q»  +  1 

X*  ~~  q+ara»"~  a7  +  3<r*  +  o . ' 

J  a*«  +  6q"  +  llaa  j  6q»  +  qa 

q  +      -  q™  +  7fl"  +  15«»+12qe  +  5q»+l ' 


(5) 


u.  s.  f. 


Es  ist  nun  der  Fehler  zu  suchen ,  der  bei  einem  bestimmten 
xn  begangen  wird.  Dabei  ist  klar,  dass  der  wahre  Werth  von  x 
je  zwischen  xn  und  xn+i  liegen  wird,  und  zwar  näher  hei  x*+\ 
als  bei  xn.   Jedenfalls  ist  also 

Xn"  X  =  An<>Xn  —  Xn+1.  (6) 

Es  sei  nun 


so  ist: 


Z«+i  1  Nm* 

und  somit,  wenn  nichts  reduzirt  wird: 

Z.+i  =  iVa*,    2V»+i=:qiVy»  +  Z,.*,  (7) 

woraus  auch 
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,     ZB+i  =  {aZll  +  Zl_i}1,   JV„+i=a2V„*  +  ZV£-i.  (8) 
Sonach  wird  nun,  wenn  xn  —  #»4-1  =  8n  gesetzt  wird: 

.        Zm       Zn+1      ZnNnM-NHZn+X      aZnN^  +  Z„8  -  iVn* 

wegen  (7)  und  (8),  oder 

.     iV,«(aZ«  -  N„)  +  Z„»     iV„«(nALi--aiVLi~ZLi)-f  Z,8 . 

°n  ~  NnNn+l  "  NuNm+1 

oder 

.      Zf—NfzL-i  _  JSn-i  -(atä-x  f  Zl-l)*Zl-l 

oder 

iV.iV.+i(5„=-a*^-iZLi  -  Z«6-i  +iV;_i  -fcrtVl-iZi-i.  (10) 

Aus  (9)  folgt  aber: 

iV--iiV»<*„_i = aZ„_i2V;_i  +  Z„8-i  -  iV„3_i , 
welches,  in's  Quadrat  erhoben,  gibt: 

NLiNn*&-i  =  «»Zj-iiVn4-!  +  Zl-x  +        +  2aZUJSl-i 

-2<iZ„_i  NLi  -2Zl-iNl-i 

Dieses  zu  (10)  addirt  gittf : 

NM+idu  +  J»J-fflW!-i  =  -  Wi-i(aZm-irii-i  +  z£-i  —  iVj-i) 
oder 

NJV*+l*u  +  =  -2iV*_i .  iV„-i  AU_i.    (1 1 ) 

« 

Man  setze  nun 


i  • 


so  dass  wegen  (9) 

vn  =  NnNn+i, 
Alsdann  geht  die  Gleichung  (11)  über  in: 


V  (12) 

=  tn.  S 
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oder 


also  auch 


fc,*-6^it&,-i+2/v2Li|. 


woraus  nun  durch  Multiplikation: 

(-D-^&tfi  +2^3)^+2^»)... .(fc,-_i+2/V„s_i),  (13) 

welche  Gleichung  nun  zur  Messung  des  Fehlers  benutzt  wer- 
den kann. 

Durch  Vereinigung  von  (12)  mit  (7)  Gndet  man  nun,  wenn 
man  n  in  m  umsetzt: 

U  =  aISmHm+NmZm*6m, 

also 

tm  +  22Vm»  =  Nm*(aöm  +  2)  +  Nm  Zm*dm 

oder 

MQNm9  =  &m*\  ad«  +  2  +  o™*m*}  =  #»8{2  +  öm(a  +  .r*«) } , 
folglich  wegen  (3):  m 

U+2iV-«  =  iV„.(2+^). 

Substituirt  man  dies  in  (13),  indem  man  m  alle  ganzen  Werthe 
Ton  1  bis  n  — 1  annehmen  lässt,  und  bedenkt,  dass,  da 


"1  ~"       —  n      n»-L]  ~~  n(r,1  j 


v,      a    a8  +  l  ~~a(a*  +  l)  ' 
fc  =  l,    ^=fl(«t  +  l);  (U) 

so  erhält  man: 

(2+^)(2+^)(2f  j*)  ....(2+^-,)(iViAtA1 ....  tfn_0» 
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Da  nun  allgemein 

folglich  auch 

so  geht  diese  Gleichung,  wenu  wir  von  nun  an  alle  d  als  positiv 
annehmen  und  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  wo  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  über  in: 

(15) 

Es  sei  nun  a  positiv,  so  ist  a:l  der  grösste  Werth  von  xm  und 
irÄ  der  kleinste,  und  daher  wird: 

U.  <  (2  +  £)(2  -  4) . . . .  (2-^)(2  +  ^XJV, ....  Jfcji . 

h.ti  «2  +  4)(2-  ^) . . .  .(2  4~)(2-  tfX^.iV,..  •  •  **-i>*- 

Von  allen  oWf  l  ist  ferner  d\  das  grösste  und  von  den  ötm  das 
kleinste:  ö*n-t  in  fc»  und  in  ist  tf,  das  grosste  und  ö>in  das 

kleinste,  folglich  ist  um  so  mehr: 

•fc»  <  (2  +  ^)«.(2 -  ^f-V1 .  (iV,  iV, . . . .  iVWi)» . 

■ 

<  (2  +  ^)».  (*-^>.  (Ai/Vi . .iW.)s; 


also 


^<(2  +  ^-^)»(/V&^- 


Um  diese  Formeln  noch  mehr  zu  reduziren,  betrachten  wir 
nun  allgemein  den  Quotienten 
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(ZVliV»..../?—!)»  _ 

Da  jNm+x  =  alSm*+Zm*,  so  ist  N^i  >  aiYm*  und 


ferner: 


'/ro<  ^ — 


>  aiVw-i .  aiVm_2 ....  aNt .  Nt 
oder,  da  ^  =  a,  so  ist: 

iVm  >  et  "»(iVj  iVa . . . .  Nm-i) , 


also 


folglich 


daher 


aNm*>  a*>»+* (iV,  iVa . . . .  /V— i)»; 


9n»  S  fl3m-|-l  » 


und  durch  Substitution  in  (16): 


*■<     a  a^  1 — 


*-m  <  ^rp — — 


Diese  Formeln  können  durch  folgende  Betrachtungen  noch  ver- 
einfacht werden. 


Es  ist 


1  1 

.Ti  =  —  »  also   —  =  a  *> 
a  Xi 
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a»  +  l  xt  a* 

» 

ferner  ist 

und  kommt  dem  Werth  2  um  so  näher,  je  kleiner  also  je 

^  »  i«t    Es  ist  somit  mit  Hülfe  von  (14); 


■ 


also  hat  man  endlich ,  da  auch  Jm  <  dm : 

(2a»  +  1)».2"-' 
<  aäü+i  '  * 


A  M2a»+I)».2« 


t  (.7, 


Wenn  w  nicht  gross  ist,  dagegen  a  eine  solche  Grösse  hat,  dass 

2a» +  1    von  2a» 
nicht  sehr  verschieden  ist,  so  kann  man  auch  näherungs weise 

2*«-i  22n 
^■=£«+1  >    ^+i=a^M-  (18') 


J.  11. 

Zum  Scbluss  unserer  theoretischen  Betrachtungen  soll  noch 
kurz  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  durch  Ketten- 
brüche  und  die  Anwendung  derselben  auf  die  Quadratwurzelaus- 
ziehung auf  demselben  Wege  gezeigt  werden. 

Es  sei  die  Gleichung  vorgelegt: 

f  +  1,  (1) 

auf  welche  jede  quadratische  Gleichung  zurückgeführt  werden 
kann,  so  ist  daraus : 


x  — 


■  ■     »»•*      '...»..  .       ♦        i         ■  .  ... 

und  die  Kettenbruchentwickelung  folgt  nach  dem  Gesetz: 


t  'tt 


« 
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1  1  - 

=  TTZ —  »    wobei    xt  =  -  •  (2) 

Man  findet  nun  auf  dem  Wege  der  Induktion  die  Formeln: 

(3) 

^HfV>^t(to2-3>>-H(Wt....  +  n« 

X*n+l-= 

a«.+'+(2;)a*-+(2B-1)fl*-+(2v2)««-+....(»+i)« 

deren  Richtigkeit  leicht  geprüft  werden  kann.  Diese  Ausdrücke 
konvergiren  gegen  einen  bestimmten  .Werth  x,  wenn  a>l  und  die 
Fehlergrenze  ist: 

wenn  Nm*  den  Nenner  von  xm  vorstellt,  a  kann  dabei  positiv 
oder  negativ  sein,  indem,  wenn  a  negativ  ist,  x  nur  das  Zeichen 
ändert. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind: 

o .  irr"«* N 

und  \  (5) 

*=-2'V  1  +  4'J 

Wenn  a  positiv  ist,  so  ist  der  durch  den  Kettenbruch  gefundene 
Werth  jedenfalls  positiv  und  somit  stellt  derselbe  die  erste  Wur2el 
vor.   Die  zweite  Wurzel  ist  dann  gleich 

Ist  in  Gleichung  (1)  aber  a  negativ  =  —  a't  oder  ist  dieselbe  von 
der  Form 
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x*—a'x  =  1, 
so  setze  man  ar  =  —  x\  und  man  erhält: 

*'*  +  aV  =  ], 
wovon  durch  den  Kettenbruch  die  Wurzel: 


oder  also 


a'     4  r  a'* 

«'  i/77«71 


In  diesem  Fall  wird  also  die  zweite  Worzelform  (5)  berechnet 
und  die  andere  Wurzel  ist  dann  gleich 

+  (a'-*w). 

Uni  nun  hievon  die  Anwendung  auf  die  Ausziehung  voo  Qua- 
dratwurzeln aus  Zahlen  zu  machen,  hat  man  die  Gleichung: 


-0?  +  V'  +  T 


oder 


t  •  a%  i  a 

I  +  -j-  =  *m  +  g  » 


unter  der  Annahme,  dass  a  positiv  sei.   Man  setze  nun 


v 


a* 


1  +  T  =  V6 


so  ist 


l  +  £  =  6,   a«  =  4(6-l), 


und 


«  =  2V6-1. 


Um  Vb  zu  berechnen,  braucht  man  also  blos  in  (3)  anstatt  u 
die  Grösse  2V" 6—1  wi  setzen.   Tbut  man  dies,  so  bekommt  man: 
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■ 

(5) 


<2*.(6-l)«  +  (2nJ~1)2*"-2(6-I),l"1+ - I1)22  + 1 

2^(6^1)-+ (2n~I)2a"-a(6-1)n-1+  -(n2  !)2*.(6-l)+l  ^_ 

2*»+i(6_l)»+i  +(21W)2*-1(6— 1)-  + ....  (n+l).2(6-l) 
also  allgemein 

xm  =  B.  VÄ^T  (7) 

und  somit: 
oder 

V6  =  (£  +  1)V6=I.  (8) 

Kann  man  — 1  ausziehen  oder  auf  eine  kleinere  Wurzel  zu- 
riickfähren,  so  ist  Vb  berechnet.    Es  sei  also 

Vb-L  =  cVb', 

so  hat  man  alsdann: 

Vt>  =  c(B  +        + 1)  VT^T,  (8') 

mit  der  man  wieder  auf  gleiche  Weise  verfährt,  bis  man  auf  eine 
Wurzel 

gelangt,  die  man  ausziehen  kann,  womit  nun  die  Rechnung  been- 
digt ist. 

Hiemit  beschliessen  wir  den  theoretischen  Theil  vorliegenden 
Aufsatzes  und  wollen  zur  Verdeutlichung  der  angegebenen  Metbode 
dieselbe  noch  auf  mehrere  Beispiele  anwenden. 

§.  12. 

Als  Beispiel  zu  §.6.  sei  V9  auszuziehen. 
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Es  ist 

«==9,   y  =  2, 
B  =  \; 

folglich  bei  der  dritten  Näherung  der  Fehler 

1  l 


*3< 


12s.27.2*>  488I7'504256 

> 

und 

®*  ~  IÖÖ'000'OÜOOOO =  O'OOO'OOO'OOOOl ; 

s 

also  erhält  man  y,  und  folglich  V9  auf  10  Stellen  genau.  Ferner  ist: 


1        ,      324  3783025 

yi  -6  »  y%  —  1945»  y*  -  227098U' 


/  


^a=  1  +  ^nSmHl4=l  +  VTT6658r064908'765875;46 
oder 

V9  =  2,080083'82309.... 

Diese  nemliche  Wurzel  «vollen  wir  auch  nach  der  Methode  des 
§.9.  berechnen.    Da  man  y>4  machen  muss,  so  hat  man: 

V9  =  i  V72. 

Man  findet  nun  auf  dem  daselbst  angegebenen  Wege : 

V«  =  V72  =  4,l(i01  =  y, 

so  dass  der  Fehler  kleiner  ist  als  0,0001  und  der  Fehler  J  des 
folgenden  Näherungswertes 

«  0,000000'001. 

Derselbe  ist  nach  §.9.  (2): 

^72  =  -2,08005  +  ^  VT55,7r>1265U9589674 

oder 

V9  =  2,080083'823...., 
welches  mit  dem  vorhin  gefundenen  Werthe  übereinstimmt. 
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t 

♦ 

§.  i& 

Als  Beispiel  zu  $.10.  soll  die  Wurzel  der  Gleichung: 

*3  +  10r  =  1  ! 
berechnet  werden.   Nach  (17')  ist  schon  bei  der  zweiten  Näherung 

A  16 

*  ~  lO'OÖO'OOO'OOO'OOO'OOO 

oder 

A  <  0/Ü00000'000000'002 ; 

die  Wurzel  wird  also  wenigstens  auf  14  Dezimalstellen  genau 
Dieselbe  wird  (nach  (5))  gleich 

100 

x*  =        =  0,0999ÖO'099900'099.... 

# 

§.  14. 

Als  Beispiel  zu  §.11.  soll 

V17 

gefunden  werden.   Für  n=6  findet  man,  da  6—1  =  16: 

2».16«  +  4.2a.16  +  3.2  4.8710 
*•  —  2M6» + 5 .  2* .  1 6*  +  6 .  2* .  16  +  1* 4 -  283009  * 

*6  =  0,123105/62560. 
Der  Fehler  ist: 

A<WÜW>  oder  <W0O000'O00Ol, 

also  x9  auf  II  Stellen  genau;  folglich  ist,  da 

Vb  =  xm  +  VF—i, 
V17=4,123I05'62560.... 


i 

■i 
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XXV. 

Johann  Joseph  Prechtl. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  A.  Schrötter, 
Genoral -Sccretär  der  k.  Akademie  der     issenschaften  zu  Wien4). 


Precbtl  (Johann  Joseph)  würde  zu  Bischofsheim  im  Unter- 
Mainkreise  in  Baiern  den  16.  November  1778  geboren,  wo  sein 
Vater  fürstlich -würzburgischer  Commercienrath  und  Vorsteher 
eines  Eisenhüttenwerkes  war.  Er  genoss  eine  sorgfältige  Erziehung 
und  vollendete  seine  juridischen  Studien  an  der  Universität  Würz- 
burg. Bald  nach  deren  Beendigung  begab  er  sich  nach  Wien  (1801) 
mit  einer  bereits  entschiedenen  Neigung  für  die  Naturwissenschaf- 
ten und  ihre  Anwendung  auf  das  praktische  Leben.  Er  hatte 
anfangs  die  Absicht,  beim  damaligen  Reichshofrathe  zu  prakticiren, 
gab  jedoch  diesen  Entschluss  bald  auf  und  trat  als  Erzieher  in 
das  gräflich  Ta  äffe 'sehe  Haus  in  Brünn,  wo  er  neben  der  ge- 
wissenhaftesten Erfüllung  seiner  übernommenen  Pflichten  als  Lehrer 
und  Erzieher  sich  ausschliesslich  mit  dem  ernsten  Studium  der 
Naturwissenschaften  beschäftigte.  Hier  war  es,  wo  er  den  Grund 
zu  der  Allseitigkeit  seines  Wissens  legte,  die  man  später  so  sehr 
an  ihm  bewunderte  und  die  ihn  zur  glücklichen  Losung  jener 
grossen  Aufgabe  in  so  hohem  Grade  befähigte,  welche  ihm  später 
werden  sollte.  Er  scbloss  daselbst  eine  dauernde  Freundschaft 
mit  dem  damals  in  Brünn  lebenden,  verdienstvollen  Wirthschafts- 


*)  Aus  dem  Bericht  über  die  Wirksamkeit  der  k.  Akademie 
der  Wissenschaften  und  die  in  derselben  seit  30.  Mai  1854 
Tor  sich  gegangenen  Veränderungen.  Erstattet  in  der  feier- 
lichen Sftznng  am  80.  Mai  1855  von  Dr.  A.  Schrotter,  Gene- 
ral-Secretär  der  k.  Akademie  der  Wissenseh.  Wien.  1866.  8.49. 
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rathe  Christian  Andrej  mit  dem- ihn  später  nähere  Familien- 
hande  verknöpften,  da  er  sich  im  Jahre  1807  mit  einer  Tochter 
desselben,  Rosine  Andre*,  vermählte. 

Prechtl  erregte  bald  durch  seine  literarischen  Arbeiten  auch 
in  grosseren  Kreisen  Aufmerksamkeit  und  so  kam  es,  'dass  er 
im  Jahre  1809  zum  Director  der  damals  in  Triest  zu  errichtenden 
Real-  und  Navigations- Academie  ernaunt  und  mit  der  Organisa- 
tion dieses  Institutes  beauftragt  wurde.  Aber  schon  nach  dem 
Friedensschlüsse  kehrte  er  nach  Wien  zurück,  um  an  der  damali- 
gen Real  -  Academie  Naturgeschichte,  Physik  und  Chemie  zu 
lehren. 

Das  Bedürfnis«  nach  zeitgemässen ,  nicht  btos  zur  Bildung 
von  Beamten  bestimmten  Unterrichts  -  Anstalten ,  deren  Zweck 
vielmehr  Verbreitung  gründlicher  Kenntnisse  aus  den  Naturwissen- 
schaften zum  Behufe  ihrer  Anwendung  im  praktischen  Leben  sein 
sollte,  hatte  sich  damals  so  lebhaft  und  allseitig  ausgesprochen, 
dass  Kaiser  Franz  I.  die  Errichtung  eines  polytechnischen  Insti- 
tutes in  Wien ,  nach  einem  grossartigen,  dieses,  in  der  Geschichte 
Oesterreichs  so  hervorragenden  Monarchen,  würdigen  Massstabe 
befahl. 

Welche  Wichtigkeit  Kaiser  Franz  dieser  seiner  Schupfung 
beilegte,  geht  deutlich  aus  der  Stellung  und  den  für  die  damali- 
gen Verhältnisse  höchst  anständigen  Gehalten  hervor,  die  der 
Kaiser  den  Professoren  dieser  Anstalt  anwies,  und  aus  der  be- 
deutenden Summe,  welche  er  für  die  wissenschaftlichen  Zwecke 
derselben  bestimmte.  Zur  Bildung  des  hiezu  noth wendigen  Fonds 
wurden  bereits  im  Jahre  1803  die  nüthigen  Einleitungen  getroffen. 
Prechtl  überreichte  den  ersten  Plan  zum  Wiener  polytechnischen 
Institute  dem  damaligen  HofkammeT-Präsidenten  Grafen  O'Donnel 
im  Anfange  des  Jahres  1810;  im  Jahre  1814  wurde  er  beauftragt, 
diesem  entsprechend  einen  Detailplan  einzureichen,  was  einen 
Monat  später  geschah.  Im  December  des  Jahres  1814  wurde 
Prechtl  zum  Director  des  zu  errichtenden  Institutes  ernannt  (mit 
Allerb.  Entschl.  vom  24.  Dec),  welche  Stelle  er  durch  35  Jahre 
ruhmvoll  bekleidete. 

*  * 

Gleich  nach  seiner  Ernennung  war  Prechtl  aufs  Eifrigste 
bemüht,  sowohl  die  Localitäten  in  dem  zu  diesem  Behufe  um 
200,000  fl.  W.  W.  angekauften  gräflich  Lose 'sehen  Hause  einzu- 
richten, als  auch  die  nöthigsten  Lehrmittel  herbeizuschaffen.  Kaiser 
Franz  berief  ihn  im  August  1815  nach  Paris,  wo  damals  die 
Allürten  anwesend  waren,  und  stellte  ihm  eine  ansehnliche  Summe 
zum  Ankauf  von  Büchern,  Apparaten,  Modellen,  Mustern  etc.  zur 
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Verfügung.  Auf  diese  Weise  gelang  es  Prechtl,  das  Institut 
sehen  am  3.  November  1815  eröffnen  zu  können.  Er  tbat  dies 
mit  einer  Rede,  io  welcher  er  das  Programm  desselben  und  zu* 
gleich  sein  künftiges  Wirken  klar  und  einfach  darlegte.  Das  In- 
stitut, welches  bald  ein  Muster  für  ganz  Deutschland  wenden  sollte« 
war  von  nun  an  mit  seinem  Leben  aufs  Innigste  verwebt,  und  eine 
Geschichte  dieser  Anstalt  schreiben,  beisst,  eine  der  segensreich- 
sten Seiten  von  Prechtl's  Leben  schildern.  Seine  allseitige 
Gelehrsamkeit,  die  specielle  Bekanntschaft  mit  den  Fächern  die 
an  dieser  Anstalt  gelehrt  werden,  und  die  genaue  Kenntniss  der 
naturwissenschaftlichen  Literatur  aller  cultivirten  Lander,  sowie 
ihrer  merkantilen  und  gewerblichen  Verhältnisse  machte  ihn  zur 
Seele  derselben.  Ihm  war  es,  wie  unter  andern  die  Gründung 
der  Jahrbücher  des  polytechnischen  Institutes  bewies,  vom  Anfang 
an  klar,  dass  das  Institut,  wenn  es  auf  das  industrielle  Leben 
einwirken  sollte,  auch  ein  lebendiger  Organismus  sein  musste; 
er  war  es  daher,  der  demgemäss  eine  vernünftige  Lehr-  und  Lern- 
Freiheit  an  demselben  zu  einer  Zeit  einführte,  wo  man  noch  glaubte, 
den  Studien  durch  möglichste  Beschränkung  jeder  freien  Bewe- 
gung des  Geistes  aufzuhelfen.  Prechtl  war  weit  davon  entfernt, 
ein  Institut,  welches  das  verbindende  Glied  zwischen  der  Industrie 
und  der  Wissenschaft  werden  sollte,  durch  blosse  Disziplinar- 
vorschriften leiten  zu  wollen,  er  wusste  zu  gut,  dass  nur  bei 
einem  genauen  Eingehen  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  und 
Schüler,  sowie  einem  geistigen,  befruchtenden  Verkehr  mit  den- 
selben aus  dem  Institute  mehr  werden  konnte  als  eine  besser 
dotirte  Realschnle,  nämlich,  wie  es  in  der  Absicht  des  hohen 
Gründers  lag,  eine  Universität  des  technischen  Wissens. 

Wurde  nicht  alles  wie  Prechtl  es  sich  dachte,  so  lag  die 
Schuld  nicht  an  ihm,  sondern  eben  nur  daran,  dass  er  nur  Wenige 
fand,  die  auf  seine  Ideen  einzugehen  vermochten,  aber  um  so 
mehr  solche,  die  es  leichter  fanden,  an  der  neuen  Schöpfung  zu 
maassregeln,  als  deren  Geist  aufzufassen. 

Man  kann  bei  der  Einrichtung  technischer  Schulen  von  einer 
andern  Ansicht  ausgehen  als  Prechtl,  man  kann  wenigstens 
bei  höheren  technischen  Lehranstalten  keine  so  scharfe  Aus- 
schliessung jedes,  für  allgemeine  Bildung  bestimmten  Lehrfaches 
anstreben,  als  er  für  zweckmässig  hielt,  allein  das  wird  jeder  zu- 
gestehen müssen,  dass  Prechtl  sich  vom  Anbeginn  dessen,  was 
er  wollte,  klar  bewusst  war,  und  dass  er  sein  Ziel  mit  Consequenz 
und  Geist  verfolgte.  Sein  ängstliches  Bemühen,  der  grossartigen 
Schöpfung,  welche  Kaiser  Frans  durch  ihn  i'ns  Leben  gerufen, 
Zeit  zu  ihrer  Befestigung  zu  lassen,  mag  ihn  abgehalten  haben, 
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manchen  Forderungen  der  Zeit  Rechnung  zu  tragen;  wer  aber, 
der  die  traurigen  Folgen  jener  unsttiten  Neuerun gssu cht  kennt, 
die  nur  um  zu  verändern,  nicht  um  zu  verbessern  Kraft 
verbraucht,  wird  Preehtl  darum  tadeln?  Die  Grundsätze,  von 
denen  er  ausging  stehen  fest,  ihre  Erweiterung  bedingt  das  Be~ 
diirfniss  der  Zeit,  aber  diese  muss  noch  um  ein  Stück  weiter  vor- 
geruckt sein,  ehe  die  Wirksamkeit  P recht  Ts  von  dieser  Seite 
der  unparteiischen  Feder  des  Geschichtsschreibers  anheimfallt*). 

Wer  nicht  gewohnt  ist  einseitig  zu  urtheilen,  und  das  unbe- 
dingt zu  verwerfen,  was  er  anders  findet,  als  er  es  eben  kennen 
lernte,  wer  es  nicht  verschmäht,  fremde  Verhältnisse  erst  gründ- 
lich zu  studiren,  ehe  er  in  sie  eingreift,  der  wird  zu  der  Ueber- 
zeugung  gelangen,  dass  Preehtl  in  den  Ideen,  welche  er  bei 
Gründung  des  Institutes  verfolgte,  seiner  Zeit  vorauseilte,  und 
dass  man  namentlich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begrei- 
fen anfangt,  was  er  lange  vorher  schon  bezweckte  und  unter  der 
Gunst  der  Umstände  ausfährte. 

Fassen  wir  nun  eine  andere  Seite  von  Prechtl's  Leben  in's 
Auge,  nämlich  die,  wo  er  sich  nicht  als  Organisator  und  strenger 
Beamter,  sondern  als  Forscher  nnd  sammelnder  Gelehrter  zeigte. 
Wir  bewegen  uns  hier  freierund  können  die  Blüthen,  die  Prechtl's 
Geist  und  Thätigkeit  auf  diesem  Felde  pflückte,  unbesorgt  vor 
falscher  Auslegung  in  den  Kranz  seines  Andenkens  flechten. 

Schon  im  Jahre  1804  veröffentlichte  Preehtl  eine  21  Bogen 
starke  Schrift,  „über  die  Fehler  der  Erziehung"  (Braunschweig, 
1804),  welche  zeigt,  dass  er  sieb  damals  bereits  feste  pädagogische 
Grundsätze  und  bestimmte  Ueberzeugungen  gebildet  hatte,  die  er 
später  so  consequent  verfolgte.  Nichts  ist  Air  die  edle  Denkungs- 
weise  und  die  durchaus  humanen  Ansichten,  welche  Preehtl 
stets  leiteten,  bezeichnender,  als  diese  an  Ideen  und  Wahrheiten 
so  reiche  Schrift,  deren  ernste  Berücksichtigung  auch  gegenwär- 
tig noch  sehr  nützlich  wäre.  Das  edle  Gemuth  Prechtl's  spie- 
gelt sich  treu  ab  in  dem  Capitel  „Ueber  die  Unwürdigkeit  und 
die  Nachtheile  der  Erziehungs- Strenge,  insbesondere  der  körper- 
lichen Züchtigung."  Was  er  über  die  Noth wendigkeit  der  Leitung 
der  öffentlichen  Erziehung  durch  den  Staat  sagt,  kann  auch  jetzt 
nicht  besser  durchgeführt  werden,  wenn  er  auch  in  seiner  idealen 
Anschauung,  diesem  bei  der  Privaterziebung  einen  grösseren  Ein- 
fluss  vindiciren  möchte,  als  man  ihm  jetzt  einzuräumen  geneigt 


*)  Einige«  Material  hier»  findet  «ich  tu  den  Jahrbüchern  de*,fc,k. 
polytechnischen  Inetitntee.   Bd.  I. 
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«ein  wflrde.  Prechtl'»  Ansichten  Aber  den  relativen  Werth  der 
Erziehung  werden  zu  allen  Zeiten  wahr  bleiben,  und  die  Art,  wie 
er  sich  darüber  äussert,  ist  in  hohem  Grade  anziehend.  Ueber- 
haupt  verdiente  dieses  in  völlige  Vergessenheit  gerathene  Buch» 
dieser  entrissen  zu  werden. 

Ueber  das  Studium  der  Naturwissenschaften  spricht  sich 
Prechtl  in  einer  Weise  aus,  die  seine  Liebe  zu  denselben  deut- 
lich erkennen  lässt  und  ftir  ihn  bezeichnend  ist.  Mit  welchem 
Ernst  er  diese  Richtung  verfolgte,  zeigt  die  Thatsache,  dass  er 
im  Jahre  1805  für  eine  Schrift  „Ueber  die  Physik  des  Feuers" 
von  der  k.  holländischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Haarlem  mit  der  goldenen  Preismedaille  belohnt  wurde. 

Im  19.  Bande  von  Gilbert's  Annalen  (1805)  findet  sich  ein 
Schreiben  Prechtl's,  der  damals  noch  Erzieher  beim  Grafen 
Taaffe  war,  an  Gilbert,  in  welchem  er  kurze  Nachricht  gibt 
von  seinen  Untersuchungen  über  die  zu  jener  Zeit  noch  gänzlich 
unbearbeitete  Theorie  des  Fluges  der  Vogel.  Dass  er  die  Schwie- 
rigkeiten seiner  Aufgabe  richtig  erkannte  und  ihre  Lösung  von  der 
rechten  Seite  versuchte,  beweiset  die  im  23.  Bande  der  Annalen 
abgedruckte  grosse  Abhandlung:  „Ueber  den  absoluten  Wider- 
stand, den  eine  in  der  Luft  bewegte  Fläche  auf  die  Richtung  ihrer 
Bewegung  senkrecht  erleidet,"  die  er  eben  in  dem  obigen  Briefe 
angekündigt  hatte.  Er  zeigte,  wie  das  damals  angenommene  Ge- 
setz, dass  der  Widerstand  der  Luft  wie  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit wächst,  für  grössere  Geschwindigkeiten  nicht  gelte. 

Fest  in  derselben  Richtung  verharrend,  beschäftigte  sich  später 
Preehti,  wenn  auch  darin  mehrfach  unterbrochen,  mit  der  Er- 
forschung des  Mechanismus  und  der  Theorie  des  Fluges  der 
Vögel.  Die  Annalen  der  Physik  enthalten  im  30.  Bande  (1808) 
und  in  den  folgenden  Bänden  hierauf  bezügliche  Mitteilungen. 
Als  letzte  reife  Frucht  dieses  unermüdlichen  Forschens  erschien 
38  Jahre  später  bei  C.  Gerold  in  Wien  eine  Schrift:  „Untersu- 
chung über  den  Flug  der  Vögel"  17  Bogerr  stark,  welche  wegen 
ihres  Reichthums  an  Thatsacben  und  der  scharfsinnigen  Auffas- 
sung dieses  schwierigen  Gegenstandes,  so  wie  der  gründlichen 
Behandlung  des  anatomischen,  physiologischen  und  physicalischen 
Tbeiles  allgemeine  Bewunderung  erregt  hat,  und  stets  als  Grund- 
lage für  alle  späteren  Forschungen  auf  diesem  Gebiete  dienen  wird. 

Während  Prechtl  die  Widerstandserscheinungen  in  der  Luft 
durch  40  Jahre  unausgesetzt  im  Auge  behielt,  blieb  er  doch  den 
Fortschritten  in  den  übrigen  Theilen  der  Naturwissenschaften  nicht 
fremd ;  wir  sehen  hn  Gegentheil,  dass  er  sich  bei  jeder  Zeitfrage 
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lebhaft  betheiligt,  was  unter  andern  seine  Aufsätze  über  das  Sand* 
paradoxon,  dessen  richtige  Erklärung  er  zuerst  gab,  bezeugen. 

Diese  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  mechanischen  Physik 
konnten  Prechtl  am  wenigsten  in  jener  denkwürdigen  Zeit  gänz- 
lich fesseln,  wo  durch  die  Entdeckung  der  chemischen  Wirkungen 
des  elektrischen  Stromes  eine  neue  Epoche  für  die  Naturwissen- 
schaft eintrat,  wo  sich  die  glänzende  Reihe  von  Eroberungen  auf 
diesem  Gebiete  eröffnete,  unter  deren  Einflüsse  das  gegenwärtige 
Geschlecht  heranwuchs  und  noch  lebt.  Die  Aufmerksamkeit  der 
Naturforscher  wandte  sich  damals  besonders  den  sogenannten  Im* 
ponderahilien  zu ;  man  machte  sich  mehr  und  mehr  von  den  alten 
Vorstellungen  los,  nach  welchen  die  Erscheinungen  von  Licht, 
Wärme,  Elektricität  und  Magnetismus  besonderen  Stoffen  zuge- 
schrieben wurden,  und  ßng  an  zu  begreifen,  dass  eine  Mechanik 
der  Atome  ein  eben  so  grosses  Bedürfniss  für  den  Fortschritt 
der  Physik  sei,  wie  die  Mechanik  des  Himmels  eine  Lebensfrage 
iu*r  die  Astronomie  war.  Prechtl,  immer  noch  Erzieher  beim 
Grafen  Taaffe,  veröffentlichte  eine  Abhandlung  über  die  Identität 
von  Licht  und  Wärme  (Gilbert'*  Annalen,  XX.  Band,  1805)  die 
denUebergang  zu  den  jetzigen  Ansichten  der  Physiker  deutlich  be- 
zeichnet, und  mit  der  ihm  eigenen  Klarheit  und  Einfachheit  geschrie- 
ben ist.  Wäre  Prechtl  damals  in  der  Lage  gewesen  Versuche 
anzustellen,  hätte  es  ihm  nicht  an  äusserer  Anregung  durch  Ge- 
dankenaustausch gemangelt,  er  hätte  gewiss  wichtige  Thatsachen 
gefunden.  In  einem  Briefe  an  Gilbert  (Brünn,  März  1806)  schreibt 
er:  „Wie  manche  Schuppen  werden  uns  nicht  von  den  Augen 
fallen,  wenn  die  elektrischen  und  magnetischen  Plus-  und  Minus- 
Flüssigkeiten,  Wärmestoff  und  Lichtstoff  für  uns  nur  die  Reprä- 
sentanten einer  und  derselben  Kraft  sind!  Ich  möchte  über  alles 
das  so  viele  Versuche  anstellen  (denn  alles  das  lässt  sich  wohl 
nach  und  nach  der  Natur  durch  Versuche  extorquiren),  aber  wo 
dazu  Zeit,  Gelegenheit  und  Instrumente  hernehmen?  Unser«  ge- 
genwärtige Temperatur  ist  eigentlich  die  Schöpferin  der  gegenwär- 
tigen Form  der  Dinge  und  unserer  Erkenntnissart;  sobald  wir  uns 
gewöhnen,  diese  Form  nicht  als  eine- absolute,  sondern  nur  als 
eine  solche  anzusehen,  die  unter  tausend  möglichen  zufälliger 
Weise  für  uns  die  Einzige  geworden  ist:  so  werden  unsere 
Entdeckungen  sicher  einen  raschem  Gang  nehmen,  und  wir  wer- 
den dann  unsere  Versuche  zweckmässiger  ordnen,  ohne  so  oft  im 
Fi n stern  zu  tappen." 

Von  dieser  Zeit  an  hat  sich  Prechtl  eifrig  mit  Erforschung 
der  schwierigsten  Punkte  der  damals  im  Werden  begriffenen  Elek- 
tricWäWlebre  befasst.    Ermana  berühmte  Arbeit  über  die  dek- 
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trieche  Leitungsfähigkeit  der  Körper  gab  ihm  unter  andern  Ver- 
anlassung zu  einer  grösseren  Abhandlung  über  denselben  Gegen- 
stand, die  im  35.  Bande  von  Gilbe  rt's  Ann.  (1810)  niedergelegt 
ist  und  viel  zur  Fesstellung  klarer  Vorstellungen  in  diesem  Gebiete 
beitrug.  Es  lag  in  derselben  der  Keim  zu  manchen,  später  von  Andern 
gemachten  Entdeckungen,  die  Prechtl,  den  damals  bereits  die  ad- 
ministrative Thätigkeit  in  Anspruch  nahm,  weiter  zu  verfolgen  nicht 
vergönnt  war.  Er  beklagte  sich  später  gegen  Gilbert,  dass  man 
seinen  Grundsatz  der  „relativen  Isolirung"  so  wenig  beachte,  und 
es  kann  nicht  geleugnet  werden,  dass  er  schon  zu  jener  Zeit 
vieles  als  Folgerungen  aus  demselben  hinstellte,  was  erst  lange 
nachher  als  richtig  erkannt  wurde,  z.B.  die  Abhängigkeit  der  Lei- 
tungslahigkeit  von  der  Intensität  der  Elektrizität. 

Prechtl's  Tendenz  ging  immer  dahin,  die  Imponderabilien 
auf  eine  einzige  Grundursache  zurückzufahren  und  dieses  Bestre- 
ben leitete  alle  seine  Unternehmungen  auf  diesem  Gebiete.  Er 
stellte  daher  auch  viele  Versuche  an,  die,  was  hier  nicht  ver- 
schwiegen werden  darf,  nahe  daran  waren,  ihn  zum  Entdecker 
des  Oersted 'sehen  Fundamentalfactums  zu  machen.  Schon  im 
Jahre  1808  hing  nämlich  Prechtl  eine  Zink -Kupfer -Säule  ao 
nicht  gedrehten  Seidenfäden  auf,  um  zu  erfahren,  ob  sie  sich  nach 
den  Polen  richte.  Würde  er  diese  Säule  geschlossen  haben,  so 
hätte  er  zu  seinem  Erstaunen  gesehen,  dass  sie  sich  von  Ost 
nach  West,  nicht  aber,  wie  er  erwartete,  von  Nord  nach  Süd  ge- 
wendet hätte.  Prechtl  kannte  schon  im  Jahre  1811  die  Magne- 
tisirung  des  Eisens  durch  den  elektrischen  Strom,  und  doch  war 
es  ihm  nicht  vergönnt,  vor  Oersted  und  Ampere  den  directen 
Zusammenhang  zwischen  Elektricität  und  Magnetismus  klar  aus- 
zusprechen. An  so  zarten  Fäden  hängt  die  Entwickelung  der 
Wissenschaft,  sie  gedeiht  daher  nur  dort,  wo  sie  mit  Liebe  ge- 
pflegt wird!  — 

Bald  nach  der  Entdeckung  Oersted 's  publicirte  Prechtl 
im  67. Bande  von  Gilberts  Annalen  eine  wichtige  Arbeit  „über 
die  wahre  Beschaffenheit  des  magnetischen  Zustandes  des  Schlies- 
sungsdratbes  in  der  Volta'schen  Säule",  wo  er  denselben  als 
Transversalmagnet  betrachtete  und  auf  diese  Weise  die  neuen, 
daran  beobachteten  Erscheinungen  auf  eine  der  Erfahrung  ent- 
sprechende Weise  darstellte.  Diese  Arbeit  verfehlte  nicht,  die 
allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zu  ziehen  und  sichert  Prechtl 
eine  dauernde  Anerkennung,  wenn  diese  Hypothese  auch  bald 
der  tieferen  Anschauungsweise  Amper  e 's  weichen  musste.  Noch 
in  demselben  Jahre  (Bd. 68  von  Gilbert's  Ann.)  gibt  Prechtl 
weitere  Erläuterungen  über  den  „elektrischen  Magnetismus"  und 
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sucht  auf  experimentellem  Wege  zu  beweisen,  dass  die  „roagne. 
tische  Disposition  des  Longitudinalmagnetes  dieselbe  ist,  wie  die 
elektrische  Disposition  der  isolirten  Volta'schen  Säule,  eines 
mit  elektrischer  Polarität  geladenen  Körpers." 

Dies  war  eigentlich  die  letzte  Arbeit  Prechtl's  iu  diesem 
Gebiete.  Er  wendete  sich  nun  der  Wärmelehre  und  Optik  zu 
und  gab  allen  seinen  Arbeiten  eine  mehr  praktische  Richtung. 
Poggendorff,  der  nach  dem  Tode  des  um  die  Verbreitung  und 
Erhaltung  gründlicher  Naturforschung  in  Deutschland  so  hoch  ver- 
dienten Gilbert  die  Herausgabe  der  Annalen  der  Physik  fiber- 
nahm, und  sie  in  demselben  Geiste  der  Unparteilichkeit  und 
Gründlichkeit  noch  fortfuhrt,  sah  sich  veranlasst,  einen  Aufsatz 
Prechtl's  „über  das  Gesetz  der  Abnahme  der  Wärme  mit  der 
Hohe  aus  dem  Jahrbucbe  des  polytechnischen  Instituts  in  seine 
Annalen  aufzunehmen  und  die  Bemerkung  beizufügen,  dass  der- 
selbe, , »obgleich  schon  seit  geraumer  Zeit  dem  3.  Bande  des  treff- 
lichen Jahrbuches  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
einverleibt,  dennoch  nicht,  so  wie  er  es  gewiss  seinem  Interesse 
nach  verdient,  dem  grösseren  physicalischen  Publicum  bekannt 
geworden  ist." 

In  jene  Periode  fallen  noch  die  interessanten  Mittheilungen, 
welche  Prechtl  in  Gehlen's  Journal  für  Chemie,  Meteorolo- 
gie, Physik  und  Mineralogie  einruckte.  Der  5.  Band  dieser  sehr 
reichhaltigen  Zeitschrift  enthält  eine  Mittheilunc  üher  den  merk- 
würdigen  Steinregen  bei  Stannern  in  Mähren  am  22.  Mai  1808, 
wobei  er  sich  nicht  begnügte,  eine  ausführliche  Darstellung  dieses 
Ereignisses  zu  geben,  sondern  auch  seine  eigene  Ansicht  über 
den  Ursprung  desselben  entwickelte.  Er  sprach  sich  darin  mit 
Geist  für  die  von  Chladni  schon  im  Jahre  1794  in  seiner  Schrift 
„Ueber  den  Ursprung  der  von  Pallas  gefundenen  und  anderer 
ihr  ähnlichen  Eisenmassen"  u.  s.  w.  aufgestellte  Hypothese  aus, 
dass  dieselben  aus  dem  Weltenraume  stammen  und  weder  in  der 
Atmosphäre  gebildet  werden,  noch  vom  Monde  auf  die  Erde  fal- 
len, welche  beide  zuletzt  genannten  Ansichten  damals  viele  An- 
bänger zählten. 

Die  damals  von  Chladni,  Prechtl  und  Andern  vertheidigte 
kosmische  Ansicht  über  den  Ursprung  der  Meteoriten  ist  die  nun 
allgemein  angenommene,  da  sowohl  die  seit  jener  Zeit  reichlich 
gesammelten  Beobachtungen  dieser  im  Weltenraume  zerstreuten 
Massen,  als  auch  die  Fortschritte  der  Naturwissenschaft  überhaupt 
jede  andere  Erklärungsweise  ihres  Ursprunges  in  den  Hintergrund 
drängten.    Die  Bestimmtheit  und  Zuversicht,  mit  der  sich  Prechtl 
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schon  damals  für  diese  Ansicht  erklärte,  ist  ein  sprechender  Be- 
weis für  seinen  Scharfsinn  und  klaren  Geist. 

Bald  nach  dieser  Arbeit  erschien  im  6.  Bande  von  Gehlen 's 
Journal  eine  freie  Bearbeitung  von  Avogadro's  Abhandlung: 
„Ueber  die  Natur  des  elektrischen  Ladungszustandes."  Unmit- 
telbar darauf  Hess  Prechtl  eine  grössere  Abhandlung  folgen, 
unter  dem  bescheidenen  Titel:  »Einige  Bemerkungen  über  Herrn 
Avogadro's  Abhandlung",  in  welcher  er  die  Sy  mm  er 'sehe  An- 
sicht bekämpft  und  in  scharfsinniger,  höchst  anregender  Weise 
zu  zeigen  sucht,  um  wie  viel  naturgemässer  die  von  Franklin 
aufgestellte  Theorie  eines  einzigen  elektrischen  Fluiduros  sei. 
Sätze  »vie  folgende:  „Im  luftleeren  Räume  ist  gar  keine  elek- 
trische Ladung  möglich"  ....  „Die Luft  ist  das  natürliche  Vehikel, 
wodurch  uns  die  Elektricität  erkennbar  wird"  ....  „Die  Wirkung 
der  Elektricität  durch  Spitzen  ist  keine  andere  als  die  galva- 
nische"  ,Die  Spitzen-  Elektricität  bewirkt  im  Allgemeinen  in 

den  Theilen  des  Körpers,  welche  sie  aföcirt,  dieselben  Aenderun- 
gen  wie  eine  sehr  hohe  Temparatur"  u.  dgl.  m.  Sätze  wie  diese, 
zur  damaligen  Zeit  ausgesprochen,  mögen  zeigen,  in  welchem 
Geiste  Prechtl  seinen  Gegenstand  aufFasste. 

Im  7.  Bande  (1808)  von  Gehlen 's  Journal  finden  wir  eine 
umfangreiche  Abhandlung:  „Beiträge  zur  elektrischen  Meteoro- 
logie", in  welcher  Prechtl  Volta's  Theorie  des  Hagels  zu  wi- 
derlegen und  ihre  schwachen  Seiten  aufzudecken  sucht.  Letzteres 
ist  ihm  jedenfalls  in  sehr  scharfsinniger  Weise  gelungen.  Die 
Worte,  mit  welchen  Prechtl  diese  Abhandlung  einleitet,  sind 
für  seine  Gesinnung  zu  bezeichnend,  als  dass  sie  hier  unerwähnt 
bleiben  dürften.  Er  sagt:  „Je  berühmter  der  Mann  ist,  unter 
dessen  Firma  sich  eine  Meinung  im  wissenschaftlichen  Publicum 
introducirt,  desto  strenger  ist  die  Pflicht  Aller,  denen  der  wahre 
Fortschritt  der  Wissenschallen  am  Herzen  liegt,  diese  Meinung 
mit  der  grössten  Sorgfalt  zu  untersuchen,  und  nie  zuzugeben,  dass 
durch  eine  übelverstandene  Dankbarkeit  gegen  erworbene  Ver- 
dienste irgend  ein  Irrthum,  sei  er  auch  in  das  glänzendste  Gewaud 
gehüllt,  in  den  heiligen  Tempel  der  Wissenschaft  schleiche." 

Im  folgenden  Jahre  1809  erschien  eine  Fortsetzung  dieser 
Abhandlung  (Band  8),  in  welcher  Prechtl  seine  eigenen  Ansich- 
ten über  die  elektrischen  Meteore  entwickelte.  Er  behandelt  die 
Quellen  der  Luftelektricitäten  und  giebt  eine  Theorie  der  Gewitter, 
als  deren  speziellen  Fall  er  den  Hagel  darstellt. 

r 

Er  verspricht  am  Ende  seiner  Abhandlung  die  Fortsetzung 
derselben  mit  folgenden  Worten:  „In  der  Fortsetzung  dieser  Ab- 
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bandlang  werde  ich  diese  Theorie  in  ihren  einzelnen  Tb  eilen  and 
in  ihren  Modiucatiouen  weiter  auseinander  setzen;  ich  werde  sie 
durch  Rechnung  und  Erfahrungen  zu  jener  Evidenz  bringen,  die 
dem  gründlichen  Naturforscher  genügt.  Ich  werde  zeigen,  wie 
vollständig  sie  alle  Erscheinungen  und  ihre  Begleitungen  erklärt, 
die  bei  diesen  Vorgängen  in  der  Natur  stattfinden,  die  des  Hagels 
mit  eingeschlossen;  wie  hell  sie  uns  bis  in  die  letzten  Gründe, 
dieser  verwickelten  Erscheinungen  sehen  lässt  und  wie  sie  diesel- 
ben mit  allen  übrigen  in  der  Natur  in  feste  Verbindung  bringt/' 

Leider  ist  dieses  Versprechen  nicht  in  Erfüllung  gegangen, 
wahrscheinlich  weil  Prechtl  zu  dieser  Zeit  in's  praktische  Leben 
trat  und  neue  Ideen  seinen  Geist  erfüllten,  die  Wissenschaft  auch 
schon  so  rasch  Fortschritt,  dass  er  nicht  mehr  Masse  fand,  ihr  in 
allen  Zweigen  zu  folgen.  Bei  grösserer  Anregung  von  Aussen, 
als  zu  jener  Zeit  möglich  war,  wäre  diese  Frucht  seines  Geiste* 
vielleicht  nicht  untergegangen.  Dies  ist  um  so  mehr  zu  bedauern, 
als  wir  auch  jetzt  noch  keine  erschöpfende  Theorie  des  Hagels 
besitzen. 

Im  Jahre  1813  sah  sich  Prechtl,  vorzugsweise  zum  Gebrauche 
bei  seinen  Vorlesungen,  veranlasst,  ein  „Compendium  der  Chemie 
in  ihrer  technischen  Beziehung"  zu  verfassen.  Dieses  Buch,  wel- 
ches mit  grosser  Einfachheit  und  Klarheit  das  Wichtigste  des  zu 
jener  Zeit  Bekannten  aus  der  Chemie  enthielt,  wurde  im  In-  und 
Auslande  so  beifallig  aufgenommen,  dass  es  schon  nach  3  Jahren 
vergriffen  war.  Im  Jahre  1817  erschien  die  2.  Auflage  der  „Grund- 
lehren der  Chemie  in  technischer  Beziehung**,  weiche  bereits  von 
einem  höheren  Standpunkte  aus,  die  damals  mehr  entwickelte 
Wissenschaft  behandelte.  In  der  ersten  Auflage  folgte  Prechtl 
noch  ganz  den  Ideen  Berthollet's ,  während  er  in  der  zweiten 
sich  bereits  genöthigt  sah,  die  Lehre  von  den  Aequivalenten  im 
Sinne  Richters  aufzunehmen;  freilich  stellte  er  dieselbe  nicht 
an  die  Spitze,  sondern  schaltete  sie  bei  den  Salzen  ein.  Die  Art, 
wie  Prechtl  diese  Lehre  schon  zu  jener  Zeit  behandelte,  ist 
meisterhaft  zu  nennen,  und  es  wäre  zu  wünschen,  dass  sich  manche 
viel  spätere  Schriftsteller  hierin  Prechtl  zum  Muster  genommen 
hätten.  Erhebliche,  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  sturende 
Missverständnisse  wären  unterblieben,  wenn  man  immer  so  streng 
wie  schon  damals  Prechtl  das  Thatsächliche  von  dem  Hypothe- 
tischen getrennt  hätte.  Er  spricht  nur  von  Aequivalenten  und  be- 
zieht diese  auf  das  des  Wasserstoffes,  welches  er  =1  setzt,,  wohl 
wissend,  dass  man  nicht  genauer  rechnet,  wenn  man  diese  und 
alle  folgenden  Aequivalente  mit  12.5  oder  irgend  einer  andercu 
Zahl  multiplicirt.    Es  bedurfte  eines  langen  Umweges,  bis  man 
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wieder  einzusehen  anfing,  das«  die,  von  hiebt  Wenigen  fttr  rfiö 
Wahrheit  selbst  gehaltene  Atomentheorie,  nur  einWnoeh  ziemlich 
mangelhafte  Hypothese  sei,  und  bis  man  endlich  zut  ursprünglicher! 
Einfachheit  zurückkehrte,  wie  dies  jetzt  geschieht,  wenn  es  j^teicti 
nicht  an  Bemühungen  fehlt,  die  neue  Verwirrung  in  die  Wissen- 
schaft za  bringen  drohen. 

Es  ist  eigentümlich,  dass  Prechtl  keine  eigenen  Forschun- 
gen auf  dem  chemischen  Gebiete  hinteriiess,  obwohl  er  dieses 
Fach  lehrte  und  eine  so  gründliche  Kenntnis»  desselben  hV  allen 
Richtungen  besass,  während  er  sieh  doch  in  der  Physik  als  origi- 
neller Forscher  bethätigte.  Der  Grund  hievon  mag  wohl1  darin  zu 
wichen  sein,  dass  zu  jener  Zeit  die  eigentlich  expefimentlrende 
Richtung  in  der  Chemie  in  Deutschland  noch  so  wenig  entwickelt 
M  ar  und  Prechtl  in  den  früheren  Jahren  wenig  Gelegenheit  hatte, 
seine  Thätigkeit  nach  dieser  Seite  hin  zu  wenden. 

:  •       ••  . 

Ein  halbes  Jahr,  nachdem  Prechtl  die  2.  Auflage  seiner  Chemie 
herausgegeben  hatte,  erschien  seine  „Anleitung  für  zweckmässige 
Einrichtung  der  Apparate  fär  die  Beleuchtung  mit  Steinkohlengas" 
(Wien,  bei  C.Gerold  1817).  Prechtl  hatte  zuerst  in  Oeetreich 
den  Muth,  in  Verbindung  mit  Arzberger,  dem  damaligen  sehr 
ausgezeichneten  Professor  der  Mechanik  am  Institute,  einen  Ver- 
such, die  Beleuchtung  mit  Steinkohlengas  in  grösserem  Maassstab« 
auszufuhren  und  zwar  am  Institute  selbst 

Der  Versuch  gelang  man  kann  sagen  für  die  gegebenen  Ver- 
hältnisse vollständig  und  es  wurden  so  viele  Anfragen  an  Prechtl 
in  dieser  Angelegenheit  gerichtet,  dass  er  sich  zur  Herausgabe 
der  obigen  Schrift,  der  ersten  selbständigen  in  Deutschland,  übet 
diesen  wichtigen  Industriezweig  entschloss.  Dieselbe  enthielt 
manche  damals  neue  Erfahrungen  und  nützliche  Winke. 

Von  dieser  Zeit  an  wendete  Prechtl  seine  litterarische  Thätig- 
keit vorzüglich  den  von  ihm  in's  Leben  gerufenen  vortrefflichen  Jahr- 
büchern zu,  die  er  durch  seine  eigenen  Arbeiten  zu  beben  und  zu 
beleben  suchte.  Diese  Jahrbücher  bilden  eine  ununterbrochene  Reihe 
von  20  Bänden  vom  Jahre  1819  bis  1839.  Schon  im  Jahre  1824 
erschien  eine  2.  Auflage  des  1.  Bandes.  Sie  sind  ein  sprechender 
Beweis,  wie  richtig  Prechtl  seine  Aufgabe  als  Director  eines 
Institutes  auffasste,  das  nach  dem  Willen  seines  erhabenen 
Gründers,  eine  der  Uni versitÄt,  sowohl  in  ihren  Süs- 
seren Verhaltnissen,  als  in  ihrer  Tendenz  gleichge- 
stellte Lehranstalt  für  die  einer  technischen  Anwen- 
dung fähigen  Naturwissenschaften  sein  -  und  wohl 
auch  bleiben  sollte.   Selbst  ein  leuchtendes  Beispiel  rastloser 
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Thätigkeit  und  origineller  Auffassung  der  Wissenschaft,  riss  er 
die  älteren  und  jüngeren  Glieder  des  Institutes  mit  sich  fort, 
regte  überall  zum  Selbstforschen  an,  und  stand  rathend.  und  an* 
regend  jedem  zur  Seite  —  ein  Vorbild  für  alle.  Eis  entwickelte 
sich  daher  auch  am  Institute  ein  Geist  echter  Naturforschung, 
wie  er  noch  zu  keiner  Zeit  vorher  an  irgend  einem  Punkte  der 
Monarchie  hervorgetreten  war. 

Prechtl  hat  in  diesen  Jahrbüchern  nicht  weniger  als  33  gros- 
sere und  kleinere  Abhandlungen  niedergelegt.  Mehrere  haben  den 
Zweck,  wichtige  Entdeckungen  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik, 
Chemie,  Physik,  besonders  wenn  sie  einen  Ein  flu  ss  auf's  praktische 
Leben  zn  übeo  bestimmt  waren,  fasslich  darzustellen  und  im  Va- 
terlande bekannt  zu  machen,  andere  waren  kritischer  Natur  und 
sollten  vor  angepriesenen  Erfindungen  warnen,  wenn  die  Theorie 
von  vorne  herein  ihre  Unausführbarkeit  nahzuweisen  erlaubte. 
Aber  auch  an  Originalarbeiten  Hess  es  Prechtl  nicht  fehlen, 
von  denen  hier  nur  einige  besonders  erwähnt  sein  mögen.  Im 
4.  Bande  (1823)  findet  sich  die  Beschreibung  und  gründliche  Be- 
recbntmg  eines  neuen  Bflroskopes  zum  Höhenmessen,  das  wohl 
hauptsächlich  der  unvollkommenen  Ausführung  wegen,  in  der  es 
in'a  Pdblikum  kern,  weniger  Aufmerksamkeit  erregte  als  es  ver- 
diente. Prechtl  fühlte  selbst  die  Schwierigkeiten,  welche  dieses 
Instrument  hei  der  Verfertigung  darbot,  und  als  ein  Beweis  fär 
die  Ausdauer,  mit  der  er  eine  einmal  gefasste  Idee  verfolgte,  mag 
dienen,  dass  er  später  im  20.  Bande  der  Jahrbücher  eine  Verein- 
fachung dieses  Instrumentes  angab,  wodurch  es  jedenfalls  viel 
brauchbarer  wurde,  und  in  dieser  veränderten  Gestalt  allen  zu 
demselben  Zweck  spater  angegebenen  Instrumenten  dieser  Art 
vorzuziehen  sein  dürfte. 

Eine  andere  im  14.  Bande  d.  Jahrb.  enthaltene  Arbeit,  die 
ebenfalls  der  Wiederaufnahme  werth  wäre,  sind  die  Versuche, 
welche  Prechtl  „über  die  Beziehung  der  Adhärenz  der  Metalle 
zu  ihrer  elektrischen  Differenz'*  anstellte.  Es  ist  zu  bedauern, 
dass  Prechtl  diesen  Gegenstand  nicht  selbst  weiter  verfolgt  hat, 
da  ihm  auch  die  äusseren  Mittel  hierzu  in  der  von  ihm  gegrün- 
deten vortrefflichen  Werkstätte  des.  Institutes  (noch  gegenwärtig 
unter  der  umsichtigen  Leitung  des  rühmlichst  bekannten  Werk- 
meisters Herrn  Christoph  Starke)  reichlicher  zu  Gebote  stand, 
als  irgend  Jemandem. 

Die  vielen,  mit  mancherlei  personlichen  Unannehmlichkeiten 
verbundenen  ämtlichen  Geschäfte  Hessen  Precbtl  dennoch  Zeit, 
sich  nebst  der  Herausgabe  der  Jahrbücher  auch  noch  an  anderen 
literarischen  Arbeiten  zu  betheiligen.    Die  grosse  VerveHkorora- 
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nung  der  optischen  Instrumente,  namentlich  der  FernrOhre,  welche 
insbesondere   durch   das  Genie  Fraun  hof  er  's  in  dem  ersten 
Viertel  unseres  Jahrhunderts  erreicht  ward,  so  wie  die  Feststel- 
lung ihrer  Theorie  durch  Hersebel,  Y-onng,  Lit-trowe*  Aj 
lenkten  die  Aufmerksamkeit  Prechtl's  auf  diesen  so  anziehenden 
Theil  der  Physik.    Ausser  verschiedenen  Aufsätzen  über  einzelne 
Theile  der  Optik  veröffentlichte  er  im  Jahre  1828  Mine  „praktische 
Dioptrik"  (Wien,  bei  Heubner,  1828),  durch  welche  er  den  Kunst» 
lern  und  Liebhabern,  die  «ich  mit  der  Verfertigung  astronomischer 
Fernröhre  befassen,  einen  Leitfaden  in  die  Hand  geben  wollte, 
der  sie  in  den  Stand  setzen  sollte  „diese  optischen  Instrumente 
mit  jenem  Grade  der  Vollendung  herzustellen,  die  sie  nach  dem 
heutigen  Zustande  der  Wissenschaft  und  Kunst  erreichen/  können/* 
Diesen  Zweck  hatte  Prechtl  auch  erreicht,  denn  es-  fehlte  gerade 
damals  an  einem  ähnlichen  Werke.    Dieses  Buch  fand  daher 
schnell  eine  grosse  Verbreitung  und  hat  gewiss  zu  dem  Auf- 
schwünge beigetragen,  den  die  praktische  Optik  in  Wien  nahm, 
und  zur  Erlangung  des  hohen  Ranges,  den  sie  noch  gegen  wältig 
behauptet.    Dasselbe  darf  jedoch  nicht  für  eine  blosse  Zusammen- 
stellung des  Bekannten  gehalten  werden;  FrechO- hat  vielmehr 
in  diesem  Werke  Aber  mehrere  Punkte  ganz  neue  Aufschlüsse 
gegeben,  so  dass  es  als  ein  Quellen  werk  erscheint  und  als  solches 
auch  häufig  benützt  wird.    Als  Beweis  hiefiir  kann  unter  andern 
dienen,  dass  Prechtl  darin  zuerst  durch  genaue  Messungen  der 
Fraun  ho  fer'schen  Linsen  bei  Fernrohren  zeigte,  dass  dieser 
grosse  Optiker  die  Herschel'schen  Formeln  der  Berechnung  der 
Krümmungshalbmesser  seiner  Gläser  zu  Grunde  legte,  was  eine 
für  die  Praxis  wichtige  Thatsache  ist. 

•  •        •»  •  «ii,  I 

Wie  umfassend  und  tief  eingehend  sich  Prechtl  mit  der  suc- 
cessiren  Entwickelung  der  Naturwissenschaften,  namentlich  in  in- 
dustrieller Beziehung  beschäftigte,  gebt  unter  andern  auch  daraus 
hervor,  dass  er  sich  nicht  begnügte  alles  zu  sammeln,  was  die 
reiche  Literatur  Frankreichs,  Englands,  Deutschlands,  Italiens  und 
der  vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  ihm  darbot;  sein  Blick 
wandte  sich  auch  dem  so  viele  Geheimnisse  bergenden  Asien  zu, 
und  da  war  es  das  älteste  Culturvolk  der  Welt,  die,  Wie  er  oft 
sagte,  so  sehr  verkannten  und  mit  Unrecht  oft  so  roissachteteo 
Chinesen,  die  besonders  seine  Aufmerksamkeit  auf  sich  zogen. 
Um  mit  eigenen  Augen  zu  sehen,  und  sich  ein  selbständiges  Urtheil 
zn  bilden,  scheute  er  die  Mühe  nicht,  sich  mit  der  chinesischen 
Sprache  und  Literatur  vertraut  su  machen.  Er  betrieh  dieses 
Studium  seit  dem  Jahre  1830  mit  Eifer,  und  die  reiche  Sammlung 
chinesischer  Werke,  so  wie  die  von  «einer  Hand  geschriebenen 
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zahlreichen  Notaten,  welche  er  binterliess,  zeigen  deutlich,  wie  tief 
and  mit  welcher  Vorliebe  er  aaf  diesen  tiegenstand  einging.  Er 
verfolgte  dabei  den  Zweck  (worüber  er  steh  oft  gegemden  Ver- 
fasser dieser  Skizze  aussprach),  die  Geschichte  der  Erfindungen 
in  China  zu  bearbeiten  und  es  ist  sehr  zu  beklagen,  dass  er  diesen 
Plan  nicht  durchfuhren  konnte.  Ein  wichtiger  Beitrag  für  die  so 
merkwürdigen  und  noch  so  wenig  gekannten  Gesetze,  nach  wel- 
chen sich  die  Cultorverhältnisse :  des  ■  Menschengeschlechtes  ge- 
stalten, unterbleibt  dadurch  vielleicht  für  nooh  lange  Zeit»  denn 
wann  wird  sieb i wieder  die  Kenntniss  einer  nooh  so  selten  betrie- 
benen Sprache  mit  gründlicher  naturwissenschaftlicher  Bildung 
bei  einem  Manne  in  einem  solchen  Grade  zusammenfinden,  wie 
dies  bei  Frech  tl  der  Fall  war  und  wie  es  auch,  selbst  nur  zur 
annähernden  Lösung  einer  aeichen  Aufgabe  nothwendig  ist.  Als 
schOtier  Beweis  für  seine  Bescheidenheit  kann  angeführt  werden, 
dass  manche,  selbst  mitPrechtl  befreundete  Männer,  von  diesen 
seinen  aussergewöhnlichen  Studien  keine  Ahnung  hatten.  Mit 
dem  halben  Wissen  Pr  echt  Ts  in  diesem  Fache  hätte  mancher 
sich  zum  Sprachforscher  gestempelt.  P recht!  schwieg  davon, 
da  er  noch  kein  ihm  hinreichend  wichtig  erscheinendes  Resultat 
aulzuweisen  hatte. 

Im  Jahre  1&29  fasste  P rech tl,  angeregt  durch  Freih,  v.  C otta 
und  getrieben  von  dem  patriotischen  Streben,  die  vaterländische 
Industrie  nach  Kräften  zu  fördern,  den  Entschluss,  „eine  techno- 
logische Encyklopädie  zum  Gebrauche  für  Cameralisten,  Oekono- 
men,  Künstler,  Fabrikanten  und  Gewerbstreibende  jeder  Art" 
herauszugeben. 

In  der  That  erschien  der  erste  Band  dieses  schätzbaren,  ja 
in  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  schon  im  Jahre  1830 
(Stuttgart,  im  Verlage  der  J.  Gi  Cotta'schen  Buchhandlung;  Wien, 
bei  C.  Gerold,  in  dessen  Buchdruckerei  der  Druck  besorgt  wurde). 
Prechtl  war  ein  zu  gründlicher  Kenner  aller  technischen  Zweige 
der  Naturwissenschaften,  als  dass  er  sich  hätte  die  Schwierigkei- 
ten eines  solchen  Unternehmens  verhehlen  können,  dennoch  aber 
unterschätzte  er  dieselben;  für  das  erstere  spricht  der  Umstand, 
dass  er  sich  gleich  anfangs  die  beiden  ausgezeichneten  Technolo- 
gen Altin  Atter  und  Karmarsch  als  ständige  Mitarbeiter  beige* 
seUte,  für  das  letztere,  dass  er  den  Umfang  des  Werkes  auf  10 
bis  12  Bände  festsetzte;  während  bereits  19  erschienen  sind.  Wer 
konnte  auch  im  Jahre  1830  die  so  überaus  raschen  Fortschritte 
der  Naturwissenschaften  ermessen.  Die  Zeit  umfassender  Ency- 
klopädien  für  ganze  Gruppen  von  Wissensehaften  ist  vorüber,  man 
kann  nur  mehr  Wörterbücher  für  einzelne  Fächer  schreiben  und 
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seibat  diene  bieten,  wie  all» neueren  Unteme  hm  armen  dieser  Art 
zeigen,  grosse  Schwierigkeiten  da?v  Wie- Prechtl  allem,  wafc  or 
angriff,  eine  neue  Seite  abzugewinnen -Wusste*  so  auch  hier«  'Seine 
Encyklopädie  unterscheidet  sich  nämlich  von  allen  früheren  Werken 
dieser  Art  dadurch,  dass  sie  nicht  nach  ScMa-g  Wörtern^  son* 
dern  nach  Sach  en  alphabetisch  geordnet  ist,  was  viele  Wiederho- 
lungen vermied  und  eine  grosse  Vereinfachung  erlaubte.  Die  Haupt* 
tendena  des  Werkes  ist  zwar»  wie  das  Leben  Prechtr«  Selbst, 
eine  praktische,  aber  mit  streng  wissenschaftlicher  Begründung; 
Dass  übrigens  Prechtl  diesem  Werke  nicht  bloss  seinen  Namen 
lieb,  sondern  selbst  daran  auf's  Thätigste  mitarbeitete,  sieht  man 
ans  der  grossen  Anzahl  der  Artikel,  die  von  Ihm  verfasst  sind; 
und  deren  Anzahl  in  den  vorliegenden  19  Bänden  nicht  weniger 
als  90  betragt.  Darunter  sind  mehrere  von  bedeutendem  Umfange, 
wie  über  „Gasbeleuchtung"  (Bd.  6, 1835)  7  Bogen  stark,  „Heizung" 
(Bd.  7,  l&tj)  6  Bogen,  „Leder"  (Bd.  9,  1838)  fasst  7  Bogen,  „ftfaa* 
kunst"  (Bd.  10,  1840)  3  Bogen  u.  s.  f.  >  ' 

In  der  That  nahmen  auch  diese  Arbeiten  alle  freie  Zeit 
Prechtl's  in  Anspruch,  welche  ihm  die  mit  der  Ausdehnung  des 
Instituts  rasch  wachsenden  Geschäfte  übrig  Hessen.  Er  befasste 
sich  daher  seit  dem  Jahre  1830  nicht  mehr  mit  eigenen  Forschun- 
gen und  die  nach  dieser  Periode  erschienenen  Jahrbücher  enthal- 
ten keine  Mittheilungen  dieser  Art  von  ihm,  mit  Ausnahme  des 
oben  erwähnten  kurzen  Aufsatzes  im  letzten  Bande  derselben.  Nur 
mit  den  speciellen  Arbeiten  zur  Vollendung  seines  Werkes  über7 

den  Klug  der  Vögel  beschäftigte  er  sich  noch  bis  zum  Jahre  1840. 

■  •    w  <  ♦    »   •  .1../ 

Die  Gewissenhaftigkeit,  mit  der  Prechtl  die  hinsichtlich  der 
Encyklopädie  übernommenen  Verpflichtungen  zu  erfüllen  suchte, 
so  wie  sein  vorgerücktes  Alter  sind  der  Grund,  dass  die  Akademie 
sich  keiner  grösseren  Mittheilung  von  ihm  zu  erfreuen  hatte.  Die 
Jahre  der  Kraft  und  der  literarischen  Wirksamkeit  Prechtl's 
waren  vorüber  als  unsere  Akademie  in's  Leben  trat,  er  gehörte 
derselben  mehr  als  Ehrenmitglied,  denn  als  wirkliches  an. 
Seine  früheren  Originalarbeiteo  wären  Zierden  der  Schriften  jeder 
Akademie  gewesen. 

Precbtl  s  Gesundheit  war  schon  frn  Jährte  184t  angegriffen; 
er  verliess  von  dieser  Zeit  an  den  Winter  hindurch  seine  Weh* 
rang  nur  selten  und  fühlte  bald  nicht  mehr  die  Kraft  in  sich; 
«einem  schwierigen  Amte  in  der  Weise  vorzustehen,  wie  W  eV 
dem  Staate  und  sich  selbst  schuldig  zu  sein  glaubte.  Ersucht* 
daher  Im  Jahre  1849  um  seine  Pensiontrung  an,  die  ihm 'mif'Brv1 
11.  Juli  1849  gewährt  wurde:  '-;     ■  *  :-»1k«i 
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vt  fifa  k.  k.  Apost  Majestät  geruhten  Prechtl  bei  dieser  Gele- 
genheit in  gerechter  Anerkennung  seiner  Verdienste  um  „Staat 
und  Wissenschaft"  das  Ritterkreus  des  österr.  kais.  Leopoldordens 
sn  verleihen,  worauf  dessen  Erhebung  iu  den  österr.  Ritterstand, 
den  Statuten  dieses  hohen  Ordens  gemäss,  erfolgte.  Die  Stadt 
Wien  hatte  ihm  in  Anbetracht  seiner  mannigfachen  mit  Erfolg  ge- 
krönter! Bemühungen  um  das  Gemeindewesen  im  Jahre  1847  das 
Ehrenbürgerrecht  ertheili  Der  Akademie  gehörte  er  seit  ihrer 
Gründung  als  wirkliches  Mitglied  an1). 

,  r 

,t  Die  letzten  Iwnf  Jahre  seines  thätigen  Lebens  verlebte  P r  e  c  b ti 
ruhig  und  heiter  im  Kreise  seiner  Familie2),  immer  noch  geistig 
beschäßigt,  bis  ihn  der  Tod  am  24.  October  1854  ereilte.  E* 
war  ihm  noch  vergönnt,  die  technische  Encyklopädie  wenigstens 
im  Manuscripte  zu  vollenden,  der  20. Band  derselben,  zugleich 
der  letzte,  befindet  sich  unter  der  Presse  und  wird  nächstens  er- 
scneinen. 

k  Wirft  mau  nun  den  Blick  zurück  auf  das  Leben  und  Wirken 
Prechtl's,  so  kann  man  nicht  umbin,  zuzugestehen,  dass  er  ein 
Charakter  von  seltener  Consequenz  und  Reinheit  war;  die  Ansich- 
ten, welche  er  als  junger  Mann  von  26  Jahren  in  seiner  ersten 
literarischen  Arbeit,  der  oben  erwähnten  Schrift  Ober  die  Fehler 
der  Erziehung,  mit  Freimütigkeit  und  Wärme  aussprach,  sehen 
wir  ihn  50  Jahre  später  noch  vertheidigen  und  befolgen,  wie  denn 
überhaupt  in  diesem  Buche  die  ganze  Richtung  seines  späteren 
Lebens  gewissermassen  vorhergezeichnet  ist.  Sein  Geist  war 
vorzugsweise  ein  ordnender,  berichtigender,  nach  Gründlichkeit 
strebender,  eine  ruhige,  natürliche  Entwicklung  in  jeder  Richtung 
fordernder;  hieraus  erklären  sieb,  manche  Eigentümlichkeiten, 
vielleicht  auch  manche  Irrthüroer  seines  Lebens. 
•    !  ! 

.Bei  einem  Mannet  dessen  Wirksamkeit  nicht  die  eines  Ge- 
lehrten allein  war,  bei  dem  vielmehr  der  Gelehrte  sehr  oft  dem 
Beamten  weichen  musste,  ist  der  Einfluss  der  Gestaltung  seiner 
£eit,  der  persönlichen  Eigenschaften  der  Männer,  mit  denen  er 
in  Wechselwirkung  stand,  auf  seine  geistige  Richtung  und  Ent* 
Wickelung  weit  grosser,  als  bei  jenen  Glücklichen,  denen  es  ver- 
gguat  ist,  eich  dem  Forschungstriebe  ihres  Geistes  ungestört  und 
unbeirrt,  hinzugeben.  Prechtl  hat  einen  nicht  unbedeutenden 
Theil  seiner  staunenswerten  Arbeitskraft  zur  Ceberwindusg  vea 
Widerstanden  verbraucht,  dennoch  wurde  er  mit  Gerstner  der 
Begründer  der  jetzigen  technischen  Bildungsanstalten  in  Oester- 
reich, ;j  Die  Verhältnisse  und  Umstände,  anter  welchem  die»  ge- 
schah, naher  zu  beleuchten,  wird  die  Aufgabe  desjenigen  sein,  der 
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so  «childern  unternimmt. 

.    .    •     -  ■        ..•  ,  • .  i 

  i:  i 

1)  Dm  ▼olletändige  Verzeichniss  der  Titel  und  anderweitig««  Ab- 
zeichnungen Prechtl'«  lautet  wie  folgt:  Prechtl,  Johann  Joseph 
Kitter  von,  Ritter  de«  kaiserl.  österr.  Leopoldordens,  k.  k.  Regte  ruagsrath, 
emeritirter  Dircctor  des  k.  k.  polytechnischen  Institutes;  Ehrenmitglied 
des  Industrie-  nnd  Gewerbevereines  in  Inner-Oesterreich,  der  k.  k.  Ge- 
sellschaft der  Aerzte  zu  Wien,  der  Akademie  des  Ackerbaue«  und  der 
Künste  zu  Verona,  des  Vereines  zur  Beförderung  des  Gewerbsfleisse«  in 
Preussen,  der  ökonomischen  Gesefltclraft  im  Königreiche  Sachsen,  der 
märkisch-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Potsdam,  der  allgemeinen  Schwei* 
zerischen  Gesellschaft  für  die  Naturwissenschaften,  des  Apotheker-Ver- 
eine« im  Gros8herzogthum  Baden ,  der  schlesischen  Gesellschaft  für 
vaterländische  Cultur,  der  Gesellschaft  zur  Vervollkommnung  der  Künste 
und  Gewerbe  zu  Würzburg,  des  kön.  polytechnischen  Vereines  in  Baiern, 
des  grossherzoglich -hessischen  Gewerbsvereines  zu  Darmstadt,  des  Ge- 
werbsvereine« für  das  Königreich  Hannover,  des  Gewerbsvereines  in  Lahr, 
de«  Apotheker-Vereines  im  nördlichen  Dentschland;  Mitglied  der  k.  k. 
Landwirtbschafts. Gesellschaften  zu  Wien,  ©ratz,  Lattich  und  Brünn, 
der  Gesellschaften  für  Naturwissenschaften  und  Heilkunde  zu  Heidelberg 
und  zu  Dresden,  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  ges  am  inten  Na- 
turwissenschaften zu  Marburg,  des  landwirtschaftlichen  Vereine«  im 
Grosshcrzogthnm  Baden«  des  Vereines  aar  Ermunterung  des  Gewerb«- 
geiste«  in  Böhmen;  correapendirende«  Mitglied  der  k. k.  Institute  der 
Wissenschaften  und  Künste  zu  Mailand  und  Venedig,  der  kön.  baierischen 
Akademie  der  Wissenschaften,  des  National-Institutes  zur  Beförderung 
der  Wissenschaften  zu  Washington,  der  Gesellschaft  zur  Beförderung 
der  nützlichen  Künste  und  ihrer  Hilfswissenschaften  zu  Frankfurt  a.  M., 
der  polytechnischen  Gesellschaft  zn  Pari«;  Ehrenbürger  der  k.  k.  Haupt- 
und  Reeideazstadt  Wien. 

2)  Prechtl'«  Gattin  starb  «chon  im  Jahre  1837  und  er  verlor  durch 
diesen  härtesten  Schlag  des  Schicksals  eine  Lebensgefährtin,  die  eben, 
«o  ausgezeichnet  war  durch  Geist  und  Bildung,  als  durch  einen  edlen) 
Charakter.  Aus  dieser  Ehe  stammten  9  Kinder,  n&mlich  5  *Söhhe  und 
4  Töchter.  Der  älteste  Sohn,  Rudolf,  geboren  30.  Jänner  1821,  ist 
gegenwärtig  im  k.  k.  Finanzministerium  als  Conetpist  angestellt.  Der 
zweitgefeorac,  Moritz^  18.  September  1834  geboren,  ein  hoffnungsvoller 
Jüngling,  dem  Range  nach  der  Erat«  in  der  fünften  Claas«  der  Ii.*.  InJ 
geaieur-AUdeuie,  wurde  dem  Vater  in  einem'  Alter  zun  17  Jahren  ans 
14.  Juni  1841  durch  ein  Scharlach fieber  entrissen.  Die  älteste  Tochter, 
Marf  a,  ist  gegenwärtig  an  den  Professur  der  IVn  tar  geschielt  t#t>r.  Franz 
Lanza  am  k.  k,  Gymnasium  zu  Spalato  verehelicht.  Die  zweite 
Caroline,  geboren  26. März  1816,  starb  am  9«  Mai  1854  als  Wittwe 
dee  k.  k.  Herrn  Oberfinnnzrathes  Dr.  Ludwig  August  Krause.  Die 
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drittgeborne,  Angusjte,  i«t  seit  1840  Gattin,  de*  Profe*«*»  fm  Je.  It. 
polytechnischen  Institute  und  Präte«  der  Direction  der  k.  k.  priv,  Kaiser- 
Ferdinands-Nordbnhn,  Herrn  Joseph  Sturomer.  Die  vierte  Tochter, 
Emilie,  geboren  9.  November  1818,  das  treue  Abbild  ihrer  Mutter,  aus- 
gestattet mit  einem  seltenen  Talente  für  Malerei,  starb  im  22.  Jahre 
ihres  Alter»  am  20.  Sept.  1848.  Drei  Knaben  sind  in  der  Kindheit  verstorben. 


(Das  vollständige,  neun  Seiten  füllende  Verzeichnis*  der  sämmtlictien 
Schriften  Preehtl's  muss  man  in  der  sehr  verdienstlichen  Schrift  de« 
Herrn  Professor  Schrott  er  selbst  nachsehen.  G.) 


Zur  Capitalien  -  and  Rentenversicherung. 


Von 


Herrn  Franz  Unf erdinger , 

Lebenaveesicherungs-Calculator  der  k.  k.  p.  Afcienria  Assicuratriee 

au  Triest. 


Der  Berechner  einer  Sammlung  von  Prämientarifen,  für  die 
verschiedenen  gangbaren  Versicherungsarten  auf  das  Leben  und 
Absterben  der  Menschen,  bedient  sich  bekanntlich  einer  Reihe 
von  Hilfsgrössen ,  die,  spaltenweise  auseinander  abgeleitet,  die 
Elemente  bilden,  aus  deren  Zusammensetzung  schliesslich  die 
Prämien  selbst  entstehen.  Von  der  Mortalit&tstafel  ausgehend, 
reebnet  er  zuerst  die  discontirten  Zahlen,  die  Summen  der  dis- 
cootirten  Zahlen,  und  wieder  die  Summen  dieser  letzten.  Die 
einem  bestimmten  Versicherungsverträge  entsprechende  allgemeine 
Formel  dient  dann  nur  als  Weisung,  mit  dem  Alter  als  Argument, 
die  correspondireoden  Hilfszahlen  aus  den  Spalten  zu  entnehmen. 

Ist  Am  die  dem  Alter  m  entsprechende  Zahl  der  Mortali- 
ttUtafel,  .  .. 

i«.  »,»•-'       *"     ^  100 
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Erlegt  nun  z.  13.  ein  ?njähriges  Individuum  sogleich  die  Summe 
ce  nnd  durch  a  Jahre  zu  Anfang  jedes  Jahres  die  Prämie  ß,  am 
bei  seinem  Ableben,  wenn  dasselbe  in  den,  auf  die  b  ersten  Jahre 
folgenden  c  Jahren  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen;  so  ist 
der  Zusammenhang  der  Grossen  m,  a,  6,  c,  a,  ß,  y  durch  die 
Gleichung  gegeben:  p 

(1)     a  +  -j^.(Em-*Em+a) 

=  ^JÖTm  •  [CE»+»  —  r  •  £m+Ä+0  —  (£*»+*+«  —  T .  £n»+»+ c+l)J  )• 

Für  «1  =  30,  a=6  =  10,  c  =20  zeigen  Tetens's  Tafetn: 

/>«  =  135.35,  £„=2177.06,  £„,+<,  =  1102. 77  =  £«+*, 
£».+4+1=1024.87,  £OT+Hc  =  186.60,  £m+6+c+i  =  166.54; 

hieraus  findet  man  nach  (1)  für 

0  =  0,  y  =  100:  «=16.70 

und  für 

«  =  0,  y  =  100:  0  =  2.104; 

fllr  diese  einmalige  Einlage  a  oder  jene  durch  10  Jahre,  zu  An- 
fang des  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß,  erhält  Am  nach  seinem 
Ableben  das  Capital  100,  wenn  er  die  nächstfolgenden  10  Jahre 
überlebt  und  in  den  darauf  folgenden  20  Jahren  stirbt.  Zahlt  Am 
Einlage  und  Prämie,  so  ist  das  Capital  gleich  200. 

Will  ein  »»jähriger,  im  Falle  er  im  Laufe  der  nächsten  n  Jahre 
stirbt,  das  Capital 

•  *  * 

y,    2y,   3y,  oder  ny 

beziehen,  jenacbdem  dessen , Ableben  im  Laufe  des 

1.   2.   3  oder  wten 

Jahres  erfolgt,  so  kann  die  einmalige  Einlage  auf  folgende  Art 
bestimmt  werden: 


•)  S.  J.  J.  Li  Uro  w  „Ueber  Lebensversicherungen  nnd  an- 
dere Versorgnngsanstalten",  Wien,  1832.  Um  die  Wiederholung 
von  Entwickelungen,  welche  allenthalben  in  Werken  über  Lebensversicherung 
vorkommen,  zu  vermeiden  und  das  Verständnis  des  InhalU  dieser  Abhand- 
lung auch  denjenigen  möglich  zu  machen,  welche  zwar  mit  der  Mathematik, 
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Von  Am  Versicherten  sterben  im  Laufe  des  arten  Jahres 

Am+x—\  —  Am\x  i 

B      *  t 

am  End6  des  orten  Jahres  hat  also  die  Casse  die  Ausgabe 

diese  auf  den  Anfang  der  Versicherung  discontlrt  und  auf  alte 
Am  Mitglieder  gleichförmig  vertheilt,  gibt: 

als  Antheil  des  Einzelnen,  am  gegenwärtigen  Werth,  der  am 
Ende  des  orten  Jahres  zu  leistenden  Zahlungen.  Setzt  man  in 
diesem  Ausdruck  der  Reihe  nach  xz=l,  2,  3,....»  und  addirt, 
so  ist  die  Summe  offenbar  gleich  dem  Gesammtantheit  des  Ein- 
zelnen am  reducirten  Werth  aller  Zahlungen  der  Casse  der  Ge- 
sellschaft; ajso  gleich  der  einmaligen  Einlage: 

r"»-1      "      Am±x-1  "  Am+x*> 

Die  angedeuteten  Summen  lassen  sich  leicht  durch  die  mit 
E  und  E  bezeichneten  Hilfsgrössen  ersetzen:  in  der  That  ist 

8x.^^—^E  —  n .  Em-i  H  —  E 

"      jrm+x-l  a^ "  m\-n 


und 


rm-l  l 

diese  Werthe  substituirt,  —  durch  — w-  ersetzt  und  die  ho- 
mologen  Glieder  zusammengefasst,  gibt  die  Formel: 

X[(E'  —  r.E' )— (JS'  .  —  r.E  ,  jJ-n-CE  .  -r.£  ,  ..)]. 

* 

Soll  diese  bedingte  Capital  -  Versicherung  statt  mit  einer  ein- 
maligen Einlage  <*,  mit  einer,  anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichten- 
den Prämie  ß  erreicht  werden ,  so  ist  bekanntlich : 

nicht  aber  mit  diesem  so  nützlichen  Zweige  ihrer  Anwendung  rertrtrut  efftd, 
ist  es  rtothwendig,  gleich  Eingangs  attf  diese  Schrift  zu  verweisen,  welütee 
alles  enthalt,  wa«  wir 'in  den  folgenden  Rechnungen  bedürfen.' 
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oder  substituirt : 


ß_  «Dm 

Em  —  £mf« 


(3) 


ß 


Wenn  y=100,  m  =  30,  n  =  20,  so  ist: 
100 


«  =  1.04.135.35 '  fJ092- 25  ~324  -36— 20 .23 .98]  =  204 . 81 , 

*  204.81.135.35 

0=      1679.11     = 16  509  * 

Die  Bestandteile  der  Formeln  (2)  und  (3)  werden  aus  der 
Hilfstafel  1  entnommen.  Die  folgende  kleine  Tafel  gibt  solcher 
Beispiele  mehr. 

Tafel  A. 


=  5 

n  =  20 

m 

a 

1  ß 

a 

ß 

0 

66.26 

19.55 

126.8 

15.02 

5 

19.34 

4.33 

105.3 

8.25 

10 

9.96 

2.19 

113.3 

8.59 

20 

13.25 

2.92 

156.1 

12.13 

30 

17.77 

3.94 

204.8 

16.51 

40 

24.30 

5.45 

282.6 

24.03 

50 

39.00 

8.94 

398.2 

37.55 

60 

60.98 

14.38 

492.2 

55.12 

70 

98.13 

25.02 

486.5 

70,40 

Bei  allen  Versicherungsarten,  welche  von  dem  Ableben  des 
Versichernden  in  einer  bestimmten  Zettperiode  abhangeo, 
kann  die  Bedingung  festgesetzt  werden,  dass,  im  Falle  das  ent- 
gegengesetzte Ereigniss  statt  findet,  die  eingezahlten  Be- 
träge wieder  zurückgegeben  werden  und  im  Folgenden 
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soll  nun,  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  an 
einigen  der  Versicherungs  -  Praxis  entnommenen  Aufgaben,  die 
allgemeine  Methode  zur  Aufstellung  der  entsprechenden  Formeln 
erläutert  werden. 


Aufgabe  1. 

Am  macht  die  Einlage  a  und  will  dafür  nach  seinem  Ableben, 
wenn  dasselbe  im  Laufe  der  nächstfolgenden  n  Jahre  erfolgt,  sei- 
nen Erben  das  Capital  y  hinterlassen.  Wenn  jedoch  Am  diese 
Zeit  überlebt,  so  soll  ihm  die  Einlage  o  einfach  wieder  zurück- 
gegeben werden.  Es  soll  die  Bedingungsgleichung  zwischen  m, 
a,  «  und  y  aufgestellt  werden. 


Auflösung. 

Zerlegen  wir  diesen  Vertrag  in  zwei  Theile,  so  haben  wir 
erstens  die  Versicherung  des  Capitals  y  auf  Todesfall  innerhalb 
n  Jahren,  die  entsprechende  Einlage  heisse  x;  zweitens  die  Ver- 
sicherung des  Capitals  a  auf  Lebensfall  am  Ende  des  nten  Jahres, 
die  zugehörige  Einlage  heisse  y. 

x  findet  man  aus  der  Gleichung  (1)  wenn  0  =  0,  6  =  0  und 
c  =  n  gesetzt  wird: 

(4)  x  =         .  [(Em- r .  Em+i)  -  r .  =  — j^; .  M. 

der  Kürze  wegen. 

Von  Am  Versicherten  leben  noch  am  Ende  des  nten  Jahres 
Am+m  und  diese  erhalten  das  Capital  c,  dessen  heutiger  Werth 


—  ist. 


r-*  Am  Dn 


bezeichnet  also  den  gegenwärtigen  Werth  des  Antheils  eines  Ein- 
zelnen an  den  Ausgaben  der  Gasse  für  Am+n  Ueberlebende ,  und 
ist  demnach  gleich  der  Einlage  y: 

(5)  y  =  «.^-". 

Nun  folgt  aber  aus  der  Diction  unseres  Vertrages,  dass  das 
im  zweiten  Falle  versicherte  Capital  a  gleich  der  Gesammtein- 
tage  x+y  sei: 
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(6)  a?+y  =  «. 

i>ubstituiren  wir  in  diese  Gleichung  die  Werthe  für  x  und  y  aus 
(4)  und  (5),  so  ist 

die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist  also: 
(7) 


...■'»-.».,  i 


er 


•   K   • 

r  -  Dm+n 


Für  m  =  30,  «  =  20,  y  =  100  hat  man  nach  Hilfstafel  1: 

100  53.68  -  23.98     _  „ 
a==TM  9S\I4  =  30-66' 

■ 

100 

*=s1.04.135.35,t53,68""23,98l==2I1(^ 
wir  Controlle 

49  91 

y=30.66.|^^  =  9. 50  =30.66  -  21. 10. 
Auf  diese  Art  wurde  die  folgende  kleine  Tafel  gerechnet. 

Tafel  1. 


u  ~ 

o 

n  — 

X 



y 

a 

100.^ 

X 

V 

ioo.£ 

-x 

0 

39.38 

35.75 

75.13 

91 

45.11 

13.03 

58.14 

5 

7.31 

22.54 

29.85 

309 

14.18 

8.24 

22.42 

58 

,10 

3.53 

13.23 

16.76 

375 

11.61 

7.01 

18.62 

4.54 

16.08 

20.62 

354 

15.74 

8.39 

24.13 

V><> 

30 

Ö.08 

19.88 

25.96 

327 

21.10 

9.56 

•30 .  f>fj 

45  W 

40 

8.33 

24.36 

32.69 

292 

29.02 

9.99 

39.01 

50 

13.35 

|i.T|    .   -  ■•. 

30.94 

44.29 

232 

42.16 

8.66 

50.82 

M*. 

60 

20.76 

36.02 

56.78 

1  i  -4 

58.09 

5.10 

63.19 

70 

34.37 

35.24 

69.61 

103 

171.01  1  1.83 

72.84  |  2.6 
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Aufgabe  2. 

Am  erlegt  zu  Anfang  eines  jeden  Jahres  die  Prämie  ß,  um 
nach  seinem  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächstfol- 
genden n  Jahre  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen;  fiberlebt 
jedoch  Am  diese  Zeit,  so  sollen  ihm  am  Ende  des  wten  Jahres 
die  n  eingezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet  werden.  Es 
soll  ß  als  Function  von  m,  n  und  y  dargestellt  werden. 

Auflösung. 

Wird  auch  dieser  Vertrag  in  zwei  gleichzeitig  bestehende 
Versicherungen  zerlegt,  so  lautet  die  eine  auf  das  Capital  y,  zahl- 
bar im  Todesfalle  innerhalb-  n  Jahren,  die  jährliche  Prämie 
hierfür  sei  x\  die  andere  lautet  auf  das  Capital  nß,  zahlbar  im 
Lebensfalle  am  Ende  des  nten  Jahres,  die  entsprechende  jährliche 
Prämie  sei  y. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  a  =  0,  6  =  0,  c  =  n,  so  er- 
hält man 

/g\     x  _  1  (&w  —  *  •  Em+l)  —  (Em  |  n  —  V .  Em±n+l)   Y  jy 

r  £m-fn  T ' 

zur  Abkürzung. 

Würde  die  Versicherung  des  Capitals  nß  durch  eine  einma- 
lige Einlage  gemacht,  so  wäre  diese,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 
gezeigt  wurde, 

um  diese  in  eine  »jährige,  anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende 
Prämie  y  zu  verwandeln,  muss  sie  durch  den  Ausdruck 

dividirt  werden ;  also  ist 

Berücksichtiget  man  auch  hier  wieder  die  aus  der  Natur  des 
Vertrages  entspringende  Gleichung: 

(10)  *  +  *  = 
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00  hat  man  zur  Bestimmung  von  ß  folgende  Rechnung:  (8)  ond 
(9)  addirt  gibt 

oder 

«  ■ 

ß.(Em  —  Em+n)  =  l.$.(Em-Em+n)  +Tlß.Dm+n, 
ß.{Em  —  Em+n  —  71 .  Dm+n)  =  ~.iV.  (Em  — Em+n), 


mithin 
(11) 

« 

Ist 


  y    (Em  —  r  .  Em+l)  —  (Em+n  —  T  .  Em+t 

"       r  *  Em  —  Em+n  —  fl.Dm+n 

1  =  30,  n  =  20,  y=100,  so  wird 
100  53.68  —  23.98 


x  = 


1.04'  1679.11 


=  1.701, 


100 


53.68  —  23.98 


15  —  1.04 #  1679. 11  -20. 42.21 


=  3.420 


und 


42.21 


Zur 
Beispiele 


y  =  20.3.420.  j^pff  =  1 . 719 =3. 420- 1 .701 

▼ergleichenden  Uebersicbt  folgen  in  Tafel  2.  solcher 
mehr. 

Tafel  2. 


m 

n  =  5 

n  =  20 

X 

• 

y 

ß 

100 

X 

X 

y 

ß 

100.2 

X 

0 

11.621 

27.402 

39.023 

236 

Öl  342 

6.041 

11.383 

113 

5 

1.636 

8.967 

10.603 

548 

1.111 

1.508 

2.619 

136 

10 

0.775 

5.022 

5.797 

648 

0.880 

1.171 

2.051 

133 

20 

0.909 

6.098 

7.097 

610 

1.223 

1.438 

2.661 

118 

30 

1.349 

7.602 

8.951 

564 

1.701 

1.719 

3.420 

101 

40 

1.864 

9.409 

11.273 

505 

2.466 

1.905 

4.371 

77 

50 

3.059 

12.285 

15.344 

402 

3.976 

1.881 

5.857 

47 

60 

4.895 

14.511 

19.406 

296 

6.506 

1.434 

7.940 

22 

70 

8.759 

15.929 

24.688 

182 

10.273 

0.803 

11.076 

7.8 
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Aufgabe  3. 

Am  zahlt  ein  für  alle  Mal  die  Summe  c  and  will  bei  seinem 
Ableben  das  Capital  y  hinterlassen,  wenn  er  die  nächstfolgenden 
n  Jahre  überlebt.  Stirbt  Am  innerhalb  dieser  Zeit,  so  soll  die 
Einlage  a  wieder  zurückgegeben  werden.  Welcher  Zusammenhang 
besteht  zwischen  m,  a,  y  und  n? 

Auflosung. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  lautet  auf  die  Summe  y, 
zahlbar  nach  Ableben  des  Am,  wenn  dasselbe  nach  dem  Ende 
des  nten  Jahres  erfolgt,  und  die  entsprechende  Einlage  *  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung  (1),  wenn  0=0,  b=n  und  c  =  der  Zeit 
des  Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,  so  dass  A*t+c  =  0,  also  auch 
Dm+c  =  0,  Em+c=0,  Em+e±i  =  0,  also  Alle,  welche  die  n 
ersten  Jahre  überleben,  das  Capital  y  erhalten: 

(,2)        ^=rTfc  [£m+"-r  ^+0+l]  =  rTfe,•P• 

Der  zweite  Tbeil  entspricht  einer  Capital*  Versicherung  er,  zahl- 
bar nach  Ableben,  wenn  dasselbe  innerhalb  der  nächsten  n  Jahre 
erfolgt  und  die  Einlage  y  gibt  die  Formel  (4),  wenn  er  an  die 
Stelle  von  y  gesetzt  wird: 

(13)    y  = TJTm '  MEm  ~~  r  • £m+1^ ~~  (£m-H« — r  • 

da  auch  die  Gleichung  gilt: 

(6)  ar+y  =  a, 

so  erhält  man  nach  Addition  von  (12)  und  (13): 

^  P,   «.r.DM  =  «j!f+y/>, 

also 

a(r.Dm-M)  =  y.P 

und 

■  . 
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In  dieser  Gestalt  ist  die  Formel  zur  numerischen  Berechnung  von 
o  am  zweckmässigsten,  da  ihre  Bestandteile  in  den  vorherge- 
henden Formeln  bereits  vorkommen.  Sonst  Hesse  sich  der  Nenner 
auf  (r  —  l)JEm  +  (£B,+i,-r.£m+ll+k)  zusammenziehen,  wo  aber 
immer  (r— neu  gerechnet  werden  raüsste,  ebne  dieser 
Grosse  später  weiter  zu  bedürfen. 

>  «        ■  *  *  * 

y  =  100,  m  =  30,  n  =  20  gesetzt  gibt: 

100 


100. 


*— 1.04.135.35 
23.98 


.23.98  =  17.036, 


1.04. 135. 35-[53.68-i3.y»J 


21.592, 


und  zur  Controlle: 

»  ^ 

■-  .  .  •  (  ' 

y  =21.592 


21.10 
TÖO" 


;4. 556  =  21. 592- 17.036; 


die  Zahl  21.10  In  y  Ist  aus  der  Tafel  1. 

Tafel  3. 


•t  »t 


m 

0 

5 

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 


n  =  5 


« 


100/ 


x 


12.81 
19.61 
22.44 
27.04 
32.05 
37.23 
41.28 
43.79 
38.77 


8.32  21.13 
1.55  21.16 
0.82  23.26 
1.291  28.33 


2.08 
3.38 
6.35 
11.47 
20.291 


34.13 
40.61 

47,63 


65.— 
7.9 
3.7 
4.8 
6.5 
9.1 

15— 


55.26  26.— 
59.06|  52.- 


n  =  20 


100 

x 


7.08 
12.73 
14.36 
15.83 
17.04 
16.54 
12.46 
6.45 
2.14 


5.81 
2.11 
1.89 
2.96 
4.55 
6.76 
9.08 
8.95 
5.22 


12.89 
14.84 
16.25 
18.79 
21.59 
23.30 
21.54 
15.40 


82 
17 
13 
19 
27 
41 
73 
139 


7,36  244 


Aufgabe  4. 

Am  erlegt  durch  n  Jahre,  im  Falle  des  Lebens,  am  Anfange 
eines  jeden  Jahres  die  Prämie  ß.  Erfolgt  das  Ableben  des  Am 
nach  Ablauf  des  wten  Jahres,  so  zahlt  die  Anstalt  am  Endo  des 


i 
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Todesjahres  die  Summe  y.  Stirbt  Am  innerhalb  der  it  Jahre, 
so  sollen  die  bereits  eingezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet 
werden.   Es  soll  ß  bestimmt  werden,  wenn  t»,  n  und  y  gegeben  ist 

» 

4 

Auflösung. 

Der  erste  Theil  der  Versicherung  ist  eine  bedingte  Anwart- 
schaft mit  njähriger  Prämie  x,  welche  letztere  aus  der  Glei- 
chung (2)  hervorgeht,  wenn  «  =  0,  b  =  n  und  c±  der  Zeit  des 
Ausgestorbenseins  gesetzt  wird,  so  dass  Am+C  =  0,  mithin  auch 

Die  Prämie  y,  welche  dem  zweiten  Theile  des  Vertrages  ent- 
spricht, wird  durch  die  Formel  (3)  gegeben,  wenn  ß  an  die  Stelle 
von  y  gesetzt  wird,  d.  h.  es  ist 

(16) 


^      r  '  Em  Em+n 

dem  Inhalte  unserer  Aufgabe  nach  muss 

(10)  *  +  y  =  /* 

werden,  also  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  addirt,  so  ist 

ß  =  ;  Q  +  r  ">   ß- Y ■  r-H =y'r(Em~ R(Em-£m+n)' 

mithin  *  . 

(17)  \     V.  ".' 

'  I 

_    Em+*  —  T.Em+%+1   . 

l  —  7t  .  (£m+n  —  r.  -ßm+n+l)]  i 

Für  das  gewählte  Zahlenbeispiel  y=100,  mc=30,  n=20  ist 


a;  = 


100  23.98 


04,rnn  =  1,373' 


23  98 

'"»•ÖOBO  -  (1092.25  -  324.36-  20.23.98j  T  W 
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und  sur  Sicherstellung  der  Rechnung: 

y  =  ~5. 1.646=0.272=1. 646-1.373; 

der  Zahlwerth  16.61  in  y  wurde  mit  den  Argumenten  m  =  dO  und 
n  =  20  der  Tafel  A.  entnommen. 

Auf  dieselbe  Art  wurden  die  Prämien  der  folgenden  kleinen 
Tafel  gerechnet. 

Tafel  4. 


n  =  5 

n  = 

=  20 

4 

m 

x 

y 

ß 

100.2 

X 

V 

ß 

100? 

X 

0 

3.780 

0.919 

4.699 

24.- 

0.838 

0.148 

0.986 

la— 

5 

4.392 

0.199 

4.591 

4.5 

0.998 

0.089 

1.087 

9.0 

10 

4.925 

0.110 

5.035 

2.2 

1.089 

0102 

1.191 

9.4 

20 

5.957 

0.179 

6.136 

3.0 

1.230 

0.170 

1.400 

14.— 

30 

7.110 

0.292 

7.402 

4.1 

1.373 

0.272 

1.645 

20- 

40 

8.341  0.480 

8.821 

5.8 

1.406 

0.445 

1.851 

32.- 

60 

9.460 

0.929 

10.389 

9.8 

1.175 

0.706 

1.881 

60. -x 

60 

10.324 

1.733 

12.057 

17.  ~ 

0.723 

0.888 

1.611 

123.— 

70 

9.884 

3.298 

13.182 

33.^ 

0.310 

0.736 

1.046 

23a- 

Aufgabe  5. 

Am  zahlt  durch  n  Jahre  die  Prämie  ß,  um  nach  Abfluss  die- 
ser Zeit  die  jährliche ,  zu  Ende  jeden  Jahres  fällige  Lebensrente 
y  zu  gemessen.  Stirbt  jedoch  Am  innerhalb  der  n  Jahre,  so 
sollen  die  bereits  gezahlten  Prämien  wieder  zurückerstattet  wer- 
den. Es  soll  die  Prämie  ß  bestimmt  werden,  wenn  m,  n  und  y 
gegeben  ist. 

Auflösung. 


Für  eine  um  »  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  y  ist 
liehe  Prämie  für  diesen  Zeitraum 


r- 


(18) 

zur  Abkürzung. 
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Was  den  Theil  y  wegen  Rückzahlung  der  Prämien  betrifft, 
so  wird  auch  dieser  durch  Formel  (3)  bestimmt,  da  er  der  Ver- 
sicherung eines  mit  den  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3....n  steigen- 
den Capitals  ß  entspricht: 

(16) 

ß  (E'm -r. E'm+i) - (E'm+n  - r .  E'm+H^)-n . (E^-r. Em+^-i) 

r 

Werden  die  Gleichungen  (18)  und  (16)  addirt,  so  ist  laut  des 
Vertrages 

(lOr  ar  +  y  =  /5, 

also 


ß=£.R  +  Y.S, 


mithin 


0        r.S  rS-iEm—Em*») 

nun  statt  Ä  und  5  ihre  Werthe  substituirt: 

(19) 

P~y- C  r.(£s-EMfll)-[(£'B-r.£Wi)-(£W.-r.^+i)  } 

i  r 

C  —  n.(£m+n  — r.JE«^f»+i)]  5 

Die  Hilfstafel  1.  gibt  Oir  y  =  10,  m  =  30,  «  =  20: 

'■     1  I    ..t  T  "  I 

„_„      r _.n    -  473.97  „ 

473  97 

^=101.04.l679.11-[1092.S»-324.36  -  20.23.98]=3,251' 

■  *•  «»■>■/ 

y  =  3.251.         =  0.537=3.261-2.714. 
Hierzu  gehurt  die  folgende 
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m 

0 

5 

10 

20 
30 
40 
50 
60 
70 


T  a  f  e 

n  =  5 

16.                                '  ; 

[.           n  =  20 

X 

y 

ß 

100.2; 

X 

ß 

ioo.£ 

25.282 
30.865 
30.515 
27.473 
23.979 
20.048 
15.436 
10.545 
6.534 


6.146  31.428 


0.682 


1.398  32.263  45 


31.197 


0.826  28.299 
0.984  24.963 

■ 

1.154  21.202 
1.515  16.951 


1.771 
2.180 


12.316 
8.714 


21.- 


2.2 
3.0 
4.1 

5.8 
9.8 
17.- 
33— 


4.455 

0.788 

5.243 

18.- 

4.601 

0.414 

5.015 

9.0 

4.307 

0.404 

4.711 

9.4 

3.554 

0.491 

4.045 

14.- 

2.714 

0.537 

3.251 

20.- 

1.818 

0.575 

2.393 

32.— 

0.962 

0.580 

1.542 

60.— 

0.379 

• 

0.465 

0.844 

123.— 

0.081 

0.194 

0.275 

238.- 

Aus  obigen  Gleichungen  folgt  ferner 


r-R' 


Bezeichnen  wir  mit  xlf  ylt  ßx  die  analogen  Stücke  aer  Aufgabe  4„ 
so  ist  auch  dort 


§-=— r-p,  mithin  auch  ^  =  ^~ ,  also  |=??-; 

X\       T  —  MX,  X\       T  —  it  X  »| 


daher  kommt  es,  dass  die  mit  100.^  überschriebenen  Spalten  in 

den  Tafeln  4.  und  5.  einerlei  Zahlen  aufweisen.  Es  gilt  demnach 
folgender 

1.  Lehrsatz. 

* 

Am  mag  durch  eine-  njährige  Prämie  ß,  für  den  des 
Ueberlebens  der  nächsten  n  Jahre,  eine  Anwartschaft  oder  eine 
Kente  versichern,  so  steht  die  der  Rückzahlung  entsprechende 
Zusatzprämie  y  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben  Verhältnis«. 


Jetzt  wollen  wir  auch  einige  Versicherungsarten  betrachten, 
welche  von  der  Verbindung  zweier  Personen  abhangen  und  zu 
diesem  Zwecke  folgende  nothwendige  Bemerkungen  vorausschicken: 

Sind  n  und  it+v  die  Alter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
genwärtige Werth  ihrer  mit  Ende  jeden  Jahres  fälliges  Ver- 
bindungsrente 1  durch  die  Gleichung  gegeben: 
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Wächst  die  Rente  mit  den  naturlichen  Zahlen  1,  2,  3, .....  so  ist 
ihr  reducirter  Werth: 

L  i^M— +2  "  r*f»      +3*  t^»~~+-J1 

>  :  ..         .  •     i     .  ,        .4..  .  . 

Bekanntlich  findet  man  die  gegenwärtigen  Werthe  aller  einfachen 
Verbindungsrenten  J«+»  derselben  Altersdifferenz  v  durch  eine 

n  j 

einzige  Operation: 

Man  multiplicirt  die  discontirten  Zahlen  der  Lebenden 

D0,  DXt      D%l....       Dnt  ZVfl.... 

mit 

Ar,   Av-f-l,   Av\1»'*»'  An-\-vi    An^-p^-l •  •  •  • 

und  bildet  (analog  mit  der  Bildung  von  Em)  die  Summen  dieser 
Producte  von  unten  nach  oben.  In  diesen  zwei  neuen  Spalten 
steht  dann  bei  dem  Argumente 

An.An+v      A  An-An+v  ,  An+\.An+v±\  ,  A»±*. An+v+Z 

n,  Un.An+v= — p; — -  nna     —      r      jj^f  -f 
n  +  l.  />.+..  ^.+.+1  =  4*^*^ 

und 

An+l .  An±r±i      An+i .  An\v\X  ,  An\9.  An\v\^ 

Bezeichnet  man  diese  Summen  mit  2?n"  und  jene  Producte  mit 
Du',  so  ist  allgemein 

f  -  w 

*  ■ 

Werden  die  Hilfszahlen  £„"  von  Neuem  in  demselben  Sinne  ad- 
dirt,  so  steht  in  dieser  dritten  Spalte  bei  dem  Alter 

diese  Summe  heisse 

'  :  .  •  .•.  • 

n+f'  — ;mt  — ^rp —  3rp3 — + 


rnfl 

diese  Summe  heisse  £7' 

. .  . 
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und  man  sieht  leicht,  dass 

n 

Hiermit  ist  die  ziemlich  einfache  Methode  angedeutet,  um  aus 
dem,  was  bereits  vorhanden  und  zu  anderen  Zwecken  nothwendig 
ist,  die  reducirten  Werthe  der  steigenden  Verbindungsrenten  zu 
rechnen,  und  die  folgende  Tafel,  welche  die  genannten  Hilfszah- 
len von  »  =  50  an  für  v=10  enthalt,  soll  derselben  zur  nume- 
rischen Erläuterung  dienen. 


Hilfstafel 

2. 

n 

E" 

E" 

n 

50 

OOl>*.  I 

65830  9 

Af'rt  Ii  •» 

417114.7 

51 

701'*  4 

56075  8 

35  1274.8 

52 

7ft44 

40062 4 

294299.0 

53 

621^3 

4>017  9 

245230.6 

54 

*i4fil  0 

J4UI  .V/ 

35802 6 

203218.7 

55 

4777  4 

30341 6 

UV/tl*f  A  •  W 

lo741o.l 

56 

41^8  7 

95564  2 

137074.5 

57 

91405  5 

l  1  lülA  >l 

11J51U.3 

58 

3004  1 

17807  2 

901U4.S 

59 

14713  1 

72297.6 

<W35 

120718 

57584.5 

61 

1809  1 

0836  3 

455J  2.7 

62 

1*8*  8 

7Q44  2 

.356/6.4 

63 

6358  4 

27732.2 

64 

1076.5 

5051.1 

213/3.8 

65 

873.5 

3974.6 

16322.7 

66 

708.0 

3101.1 

12348.1 

67 

564.3 

2393.1 

9247.0 

68 

449.3 

1828.8 

6853.9 

69 

350.4 

1379.5 

5025.1 

70 

266.0 

1029.1 

3645.6 

71 

203.5 

763.1 

2616.5 

72 

156.2 

559.6 

1853.4 

73 

116.4 

403.4 

1293.8 

74 

84.6 

287.0 

890.4 

75 

61.9 

202.4 

603.4 

76 

44.1 

140.5 

401.0 

77 

32.2 

96.4 

260.5 

78 

23.0 

64.2 

1641 

79 

15.5 

41.2 

99.9 

80 

9.7 

25.7 

58.7 

81 

6.6 

16.0 

33.0 

82 

4.5 

9.4 

17.0 

83 

2.8 

4.9 

7.6 

84 

1.5 

2.1 

.  2.7 

86 

0.6 

0.6 

0.6 

86 

0.0 

0.0 

» 

0.0 
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Bieraus  ergibt  sich  z.  B. 

_60    66975.8        -  351274.8 

•'"»=mi:=6,43,  Ä»o=-ö864:r=39-63, 

wie  die  nachfolgende  kleine  Tafel  aufweiset  Nach  derselben  Me- 
thode wurden  auch  die  Zahhverthe  von  jT~l ,  Ä™"1,  jT  , 

berechnet,  welche  in  den  letzten  vier  Spalten  angesetzt  sind,  um 
sie  später  benützen  zu  können. 


n! 

Jm 

Km 

n 

m—  1 

n ! 

n 

Km-l\ 
n 

m  n— l|«/n1, 

60 

50 

6.431 

39.63 

59 

50 

6.59 

41.35 

60 

49 

6.51 

40.47 

05 

55 

5.35 

28.69 

64 

55 

5.49 

29.95 

65 

54 

5.41 

29.35 

70 

60 

4.40 

20.36 

69 

60 

4.49 

21.15 

70 

59 

4.48 

hr.-. 

20.97 

75 

65 

355 

14.14 

74 

65 

3.62 

14.71 

75 

64 

3.62 

14.56 

80 

70 

2.87 

9.84 

79 

70 

2.90 

10.15 

80 

69 

2.91 

10.07 

85 

75 

•2.27 

6.48 

84 

75 

2.36 

6.97 

85 

74 

2.29 

6.61 

90 

80  1 .66 

i 

3.42 

89 

80 

1.64 

3.73 

90 

79 

1.66 

3.43 

91 

81 

1.41 

2.56 

90 

81 

1.65 

3.36 

1 1  * 

91 

80 

1.40 

2.56      ,  » 

92 

82 

1.09 

1.70 

91 

82 

1.36 

2.45 

92 

81 

1.12 

1.75 

93 

83  0.75 

i 

0.97 

92 

83 

1.05 

1.65 

93 

82 

0.77 

0.99 

94 

84 

0.41 

0.41 

93 

84 

0.77 

1.00 

94 

83 

0.40 

0.40 

95  85 

0.00 

0.00 

94 

85 

0  42 

0.42 

95 

84 

0.00 

0.00 

95 

86 

0.00 

0.00 

•  -  ■ 

.  »  ■  *     :  ■ .  "t 


Nehmen  wir  an,  Am  erlegt  ein  für  alle  Mal  die  Summe  a, 
um  nach  seinem  Ableben  dem  Bn  das  Capital  y,  2y,  3y,  ....ary 
zu  hinterlassen ,  je  nachdem  der  Tod  im  Laufe  des  1. ,  2. ,  3  x.  Jah- 
res nach  Abscbluss  der  Versicherung  erfolgt.  Es  soll  die  Einlage  a 
aus  m,  n  und  y  bestimmt  werden. 

Sind  N  Paare,  je  vom  Alter  m  und  n  in  der  bezeichneten  Art 
versichert,  so  werden  im  Laufe  des  arten  Jahres  Nt  Paare  durch 
den  Tod  des  Am  aufgelost,  wenn 

2Vt  bezeichnet  also  die  Anzahl  der  am  Eode  des  arten  Jahres 
TheU  XXVI.  29 
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Torkommenden  Zahlftlle.  Wird  nun  ZV,  mit  ay  multiplictrt,  da« 
Product  um  x  Jahre  discontirt  und  durch  N  dividirt,  00  ist 

Nj  t~Am-\       Am+x-\  *AH+x         /fm+x .  ^n-t-x~i 

^V.r*~y  L  Am  '*  Am-i.A».r*     X  Am.An  r*  J 

der  gegenwärtige  Werth  des  Antheils  eines  einzelnen  Paares  an 
den,  am  Ende  des  orten  Jahres  nothwendigen  Ausgaben  der  Casse. 

Setzt  man  in  dieser  Formel  nach  und  nach  jr  =  1,  2,  3.. 
und  summirt,  so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth  des  Ge- 
sammtantheils eines  einzelnen  Paares  an  allen  von  der  Casse  der 
Gesellschaft  zu  leistenden  Zahlungen,  d.  i.  die  einmalige  Einlage. 
Weil  nun 


und 


1  «     Am+x-l.Au+*_  „m-l 

A+*.A»r'        r*  -Ä. 

 1         5     Atn+x*  An+x  r/vt 

AmTAn  'i'  P  «  > 


so  gibt  die  Ausführung  dieses  Manövers  die  Endformel: 

Aus  dieser  wird  die  jahrliche,  auf  die  Dauer  des  Zusammen- 
lebens anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß  gefunden, 

wenn  man  mit  1  +  /"  dividirt: 


Hiernach  findet  man  z.  B.  för  y=100,  tn=60,  n=50: 
««100.  [1^.41.35  —  39.63]  =349  und  ß^^^  =46.97; 

auf  diese  Art  ist  die  folgende  Tafel  B.  gerechnet 

Soll  in  jedem  Falle  nur  das  einfache  Capital  y  ausgezahlt 
werden,  so  verwandelt  sich  K  in  J  und  man  hat  die  bekannten 
Formeln : 

not) 
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Tafel  B. 


tn 

n 

a 

3 

•  • « 
60 

50 

349 

46.97 

65 

55 

311 

48.98 

70 

60 

268 

49.63 

75 

65 

228 

50.11 

80 

70 

196 

50.65 

85 

75 

172 

52.60 

CT) 

iüj 

DO*  Ad 

91 

81 

147 

61.00 

92 

82 

136 

65.07 

93 

83 

123 

70.28 

94 

84 

109 

77.30 

95 

85 

84 

84.00 

Aufgabe  6.  r. 

Am  zahlt  in  die  Casse  der  Gesellschaft  die  Summe  ct.  Für 
den  Fall,  dass  Am  vor  Bn  stirbt,  soll  der  Ueberlebende  B%  das 
Capital  y  erhalten;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  B%  vor  dem 
des  Amt  so  soll  dem  Am  die  Einlage  «  zurückgezahlt  werden« 
Es  soll  die  Bedingungsgleichung  der  vier  Grossen  m,  n,  a  und  y 
aufgestellt  werden. 

Auflosung. 

Auch  hier  haben  wir  wieder  zwei  Versicherungen  in  Verbin- 
dung: Am  versichert  die  Summe  y  zu  Gunsten  des  Bn  und  die 
dafür  zu  entrichtende  Einlage  sei  x,  und  wir  können  nun  sagen, 
Ba  macht  zu  Gunsten  des  Am  eine  solche  Einlage  y,  dass  das 
entsprechende  Capital  «  gleich  der  Gesammteinlage  ar  +  y  sei. 

Für  die  erste  Versicherung  gilt  die  Gleichung  (24): 

der  Kürze  wegen;  hierin  die  Alter  m  und  n  mit  einander  vertauscht 
und  a  an  die  Stelle  gesetzt,  gibt 
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(26)  y  =  «  L^  J^" 

als  die  der  zweiten  Versicherung  entsprechende  Bestimmun  gs- 
gleichung.  Mit  Hilfe  der,  auch  hier  notbwendig  stattfindenden 
Relation 

(6)  *  +  y  =  « 

T 

findet  man  a=zy.T+a.U,  nnd  hieraus  cc=y.  jj*  nnn  fttatt 
T  und  ü  die  Werthe  aus  (24)  und  (26)  gesetzt,  so  wird 

(27)  «=r.  ^ 

1  

Setzen  wir  y  =  100,  ro  =  60,  «  =  50,  so  geben  die  Formeln 
(24),  (27),  (26): 

-»■GS-«---*-«]-'  -1_rj»l_M,J-,M 

und 

;  :    y=58.7.[^.6.5l-6.43]  =  14.7  =  58.7  -44.0; 

die  Tafel  6.  gibt  zur  vergleichenden  Uebersicht  mehrere  solcher 
Beispiele. 

Tafel  6. 


m 

-i 

X 

V 

et 

100.^ 

60 
65 

50 

44 

14.7 

58.7 

33 

55 

48 

16.0 

64.0 

33 

70 

60 

49 

18.1 

67.1 

37 

75 

65 

49 

20.0 

69.0 

41 

80 

70 

60 

21.4 

71.4 

43 

85 

75 

61 

20.8 

71.8 

41 

90 

80 

53 

19.6 

72.6 

37 

91 

81 

57 

15.2 

72.2 

27 

92 

82 

61 

14.3 

75.3 

23 

93 

83 

65 

11.5 

76.5 

18 

94 

84 

74 

5.6 

79.6 

: 

95 

85 

84 

0.0 

84.0 
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Aufgabe  7. 


Am  und  Bn  erlegeo  auf  die  Dauer  ihres  Zusammenlebens  die 
jährliche  Prämie  ß  am  Anfange  jedes  Jahres.  Stirbt  Am  vor  Au 
so  zahlt  die  Gesellschaft  dem  B  das  Capital  y  aus.  Ist  aber  Am 
der  Ueberlebende,  so  erhalt  dieser  am  Ende  des  Todesjahres 
von  Bn  die  eingezahlten  Prämien  zurück.  Es  soll  ß  bestimmt 
werden,  wenn  ro,  n  und  y  gegeben  ist. 

mm         *  • »  • 

Auflösung. 

Zerlegen  wir  die  gesuchte  jährliche  Prämie  ß  in  zwei  Theile 
x  und  y,  so  dass 

(10)  = 

der  erste  Theil  soll  für  die  Versicherung  des  Capitata  y  ausrei- 
chen, welches  nach  dem  Tode  des  Am  im  Lebensfaile  des  B„ 
zahlbar  wird.    Der  zweite  Theil  y  soll  so  gewählt  werden,  dass 

der  Ueberlebende  An  das  Capital 

i  j  . 

ßy        2ß,        3ß,  .... 

erhält,  je  nachdem  ßn  im 

1*|          mim  m         3«  f    •  •  •  • 

■ 

Jahre  nach  Abschluss  der  Versicherung  stirbt.' 

x  wird  durch  die  Gleichung  (25)  bestimmt,  man  hat  also 


025) 


 3L_  .  [~Am-1  j /»"I  _  y. 


der  Theil  y  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (23),  wenn  ß  an  die 
Stelle  von  y  tritt  und  m  mit  n  vertauscht  wird: 


Wird  x  und  y  aus  den  drei  Gleichungen  (10),  (26),  (28)  elimi- 
nirt,  so  findet  man 


y  F.(l  +  Jm) 
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oder  endlich 


0=y. 


~Äm~'n  ~Jn 


(29) 


Für  y=  100,  m  =  60,  n  =  50  wird 

•  •  i  * ' 

44    .  44 


— — . 


:5.922,    0  = 


1  +6.43-^.40.47-39.63] 


=7.985 


und 


y  =  IT^3'L^,40,47~39,63]  =2.063  =  7.985  -  5.922. 
Hierzu  gehurt  die 

Tafel  7. 


»f.  V 


m 

n 

X 

■  i 

ß 

100. 1 

X 

60 

50 

5.92 

2.07 

7.99 

65 

55 

7.56 

2.74 

10.30 

36 

70 

60 

9.07 

3.53 

12.60 

39 

75 

65 

10.77 

4.40 

15.17 

41 

80 

«70 

12.92 

5.33 

18.25 

H 

85 

75 

15.59 

5.93 

21.52 

38 

90 

\  80 

19.93 

5.43 

25.36 

27 

91 

81 

23.65 

4.71 

28.36 

20 

92 

82 

29.19 

4.89 

34.08 

17 

93 

83 

37.14 

4.53 

41.67 

12 

fjnlv  n  »  ■ 

5 

94 

84 

52.48 

2.74 

55.22 

95  85 

r+\  .Iii:. 

84.00 

0.00 

j 

84.00 

• 

0 

i 

Aufgabe 

8. 

und 

Bn  erleben  ein 

für  alle 

Mal  das 

Capital  ct. 

Am  vor  Bn*  so  soll  dem  Ueberlebenden  Bn  von  da  ab  Ende 
jeden  Jahres  die  Lebensrente  y  ausgezahlt  werden.  Stirbt  Bm 
vor  Am,  so  solt  diesem  die  Einlage  a  »rieder  zurückerstattet  wer- 
den.  Wie  berechnet  man  «,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  ist? 
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Auflösung. 

Sei  wieder 

■4 

(6)  «  =  ar  +  y 

und  x  die  oOtbige  Eiulage,  um  dem  Bn  die  Ueberlebensreote  y 

zu  versichern,  also 

(30)  x  =  y.(Ln-J")=y.X, 

wenn  L»  den  gegenwärtigen  Werth  der  Lebensrente  1  für  ein 
njähriges  Individuum  bezeichnet. 

y  ist  die  Einlage  zur  Versicherung  des  Capitals  «,  zahlbar 
nach  Ahleben  des  Bn  zu  Gunsten  des  Ueberlebenden  Am»  wird 
also  nach  Formel  (24)  bestimmt,  indem  man  m  mit  n  und  o  mit 
y  vertauscht: 

(26)  J,=«.[^=i.j;_l-7"]  =  «.D. 

Aas  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 

x 

a  =  y.  *  +  a.  U,  az=y.j^jj 


oder 

u  -  r 


(31)  a  =  y. 


Hiernach  erhalt  man  fßr  y  =  10,  m  =00,  »  =  50: 

43.7 


ar  =  43.7,   a  = 


i-DS-«1-«-43]" 

y=58.3.|[|j?.6.5l—  6.43]  =  14.6. 
Auf  diese  Art  entstand  die  folgende 
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Tafel  8. 


m 

«1 

m 

«  1 
9  \ 

"  1 

100  ^ 

IUI/.— 
X 

60 

50 

43.7 

14.6 

58.3 

33 

65 

55 

42.9 

14.3 

57.2 

33 

70 

60 

39.4 

146 

54.0 

37 

75 

65 

35.0 

14.3 

49.3 

41 

80 

70 

31.2 

13.4 

44.6 

43 

85 

75 

27.9 

11.4 

39.3 

41 

90 

80 

25.4 

9.4 

34.8 

37 

91 

81 

26.4 

7.0 

33.4 

27 

92 

82 

27.3 

6.4 

33.7 

23 

93 

83 

28.8 

5.1 

33.9 

18 

94 

84 

31.2 

2.4 

33.6 

8 

95 

85 

33.2 

0.0 

33.2 

0 

Weil 

x     1—  ü        x      g  +  x' 

so  wird: 

y  

i-l-C7' 

sind  xi,  sri,  «i  die  analogen  Stucke  der  Aufgabe  6.,  ao  findet 
eich  auch  dort: 

"±  =  r±-rJt  mithin  auch  &  =  r%9  also  |  = 
a?!      1  —  U  1-1/  art 

in  der  That  sind  auch  die  Zahlwerthe  von  100.^  in  den  Tafeln 
6.  und  8.  einander  gleich  und  es  besteht  folgender 

,  »  -. 

2.  Lehrsatz. 

Am  mag  durch  die  Einlage  cc  für  Bn  im  Ueberlebensfalle  ein 
Capital  oder  eine  Rente  versichern,  so  steht  die  der  Ruckzahlung 
entsprechende  Erhöhung  y  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben 
Verhältnis«. 

Aufgabe  9. 
Am  und  Bn  erlegen  zu  Anfang  jedes  Jahres  auf  die  Dauer 
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ihre«  Zusammenlebens  die  Prämie  ß.  Stirbt  Am  vor  B%,  so  soll 
dem  U eberlebenden  Bn  von  da  ab  Ende  jedes  Jahres  die  Rente 
y  ausgezahlt  werden;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  Bn  vor  dem 
des  Am,  so  erhält  dieser  die  eingezahlten  Prämien  zurück.  Es 
soll  ß  als  Function  von  m,  n  uod  y  dargestellt  werden. 

Auflösung. 

Zur  Versicherung  der  Ueberlebensrente  y  zu  Gunsten  des  Bn 
ist  eine  jährliche  Prämie  x  uothwendig,  welche  die  Gleichung 
erfallt: 

(32)  x=_L^B_j^=v.F. 

1  +  7 

Für  die  zweite  Gleichung 

(10)  x  +  y  =  ß 

muss  dann  die  Zusatzprämie  y  so  gewählt  werden,  dass  Am  nach 
Ableben  des  BH  die  Summe  ß,  2/3,  3/3....  erhält,  je  nachdem 

dasselbe  im  Laufe  des  I.,  2.,  3......  Jahres  nach  Abschluss  der 

Versicherung  erfolgt.  Diese  Bedingungen  involvirt  die  Formel  (23), 
wonach  man  findet,  indem  y  mit  ß  und  7»  mit  n  vertauscht  wird: 

(28)  S=-^.[^.C1-<H-»'- 

■  n 


Also  ist 


Y 

ß  =  x  +  y=y.  T+ß.  W,  ß^Y^n?' 


(33)  f5  =  y. 


Ln~J 


m 


n 


An—l  w,m 


■ 

Wird  y=10,  m=60,  »=50  gesetzt,  so  ut 

43.72      K  „ 

B  43^72  

1  +  6.43  -  [Jg?. 40.47 -39.63 J 

*  =  rSiä  •  GS  •*•"-»•«]  =«•«• 
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1  -> 
•    i             ,  1»' 

i 

«Tafel  9. 

in' 

n 

GF 

MM 

y 

Ml          i  ' 
ß  ■ 

100.& 

X 

60 

50 

5.88 

2.05 

7.93 

35 

65 

55 

6.76 

2.45 

9.21 

36 

70 

60 

7.30 

2.83 

10.13 

39 

75 

65 

7.69 

3.15 

1084 

41 

80 

70 

8.06 

3.33 

11.39 

41 

85 

75 

8.53 

3.24 

11.77 

38 

90 

80 

9.55 

2.60 

12.15 

27 

91 

81 

10.95 

2.18 

13.13 

20 

92 

82 

13.06 

2.19 

15.25 

17 

93 

83 

16.46 

2.00 

18.46 

12 

94 

84 

22.12 

1.16 

23.28 

5 

95 

85  1 

33.20 

0.00 

33.20 

0 

Der  Vergleich  der  Ausdrucke  für  x,  y  und  ß  mit  jenen  der  Auf- 
gabe 7.,  welche  wir  durch  xlt  ylt  ßt  ausdrücken  wollen,  zeigt: 

ß      *    _.  ■  y  .„j  ßi      i      .  . yi 

also  ist  auch 

y-  =  & , 

X  Xi 

wie  auch  aus  den  letzten  Spalten  der  Tafeln  7.  und  9.  ersichtlich 
ist.  Diese  Gleichung  in  die  gewöhnliche  Wortspracbe  fibersetzt, 
gibt  folgenden 

3.  Lehrsatz. 

Die  der  Rückzahlung  entsprechende  ZusatzprSmie  y  hat  zur 
primitiven  Prämie  x  dasselbe  Verhältnis«,  ob  nun  Am  zu  Gun- 
sten des  Bn  eine  Anwartschaft  oder  eine  Rente  versichert 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  aufgeführten  drei 
Lehrsätze  allgemein  gelten,  also  vom  Zinsfuss  sowohl,  als  von 
der  Sterbensordnung  unabhängig  sind ;  übrigens  ist  das  Verhältnis« 

^  eine  Function  der  Bedingungen  des  Vertrages  und  io  demsel- 

x 

ben  Vertrage  jederzeit  eine  Function  des  Alters. 

  • 


Di! 
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Die  io  diesem  Aufgaben -Cyclus  behandelten  Versicherungs- 
verträge sind  durch  die  Bedingung  der  Ruckzahlung  von  der  Art, 
dass  der  versicherte  Betrag  ein  anderer  ist,  je  nachdem  eines 
von  zwei  möglichen  Ereignissen  zutrifft :  er  ist  entweder  veränderlich 

a)  mit  dem  Todesfall  einer  Person  vor  oder  nach  einer  be- 
stimmten Epoche  (Aufgabe  1.  bis  incl.  5.) 

oder 

b)  mit  dem  Todesfall  einer  Person  vor  oder  nach  dem  Able- 
ben einer  bestimmten  zweiten  Person  (Aufgabe  6.  bis  incl.  9.). 

* 

Soll  der  Versicherung  durch  eine  jährliche  Prämie  ent*|«ro- 
chen  werden,  so  ist  einer  dieser  Beträge  meist  veränderlich  mit 
der  Zahl  des  Jahres,  in  welchem  ein  bestimmtes  Ereignis«  er- 
folgt (Aufgabe  4.,  5.,  7.  und  9.),  und  dieses  hat  uns  veranlasst, 
einleitungsweise  die  Formel  (3)  und  später  jene  (23)  aufzustellen 
zur  Berechnung  der  Prämie  für  Anwartschaften,  welche  mit  den 
natürlichen  Zahlen  steigen. 

i 

Soll  jedoch  die  Versicherung  eines  Capitals  oder  einer  Rente 
durch  eine  einmalige  Einlage  erreicht  werden,  so  ist  das  Ver- 
sicherte zwar  mit  den  zwei  zu  erwartenden  Ereignissen  verschie- 
den, bleibt  aber  constant,  ob  nun  eines  dieser  Ereignisse  im  1., 
2.,  3......  oder  x.  Jahre  nach  Abschluss  der  Versicherung  erfolgt. 

In  beiden  Fallen  lässt  sich  der  Vertrag  in  zweie  zeriegeri, 
wovon  jeder  einem  der  beiden  Ereignisse  entspricht,  und  die  Be- 
rechnung erfolgt  dann  entweder  nach  den  Gleichungen  (1),  (3),  (23) 
oder  nach  anderen  bekannten  Formeln.  Durch  die  stete  Anwen- 
dung endlich  der  aus  der  Diction  solcher  Verträge  entspringenden 
Gleichung  (6)  x  +  y=a  oder  jener  (10)  x  +  y  =  ß  completirt  mab 
die  Anzahl  der  Gleichungen  auf  drei,  welche  zur  Bestimmung  der 
Einlage  a  oder  der  Prämie  ß  und  ihrer  unbekannten  Bestandteile 
a  und  y  nothwendig  und  ausreichend  sind. 

Unter  der  Leitung  dieser  allgemeinen  Gesichtspunkte  trifft 
man  bei  der  Auflosung  ähnlicher  Aufgaben  auf  keinerlei  Hinder- 
niss  mehr. 
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i  t  .*  i.  .1* 


Ueber  die  Ableitung  der  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie aus  einer  Figur  in  der  Ebene. 


Von 


!■ 


Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lebensversicherung« -Calculator  der  k.  It.  p.  Azienda  Atiaicnratrice 

zu  Triest. 


In  Tb  eil  XXV.  S.  225.  des  Archivs  wurde  aus  der,  zur 
Bestimmung  der  Flächenwinkel  aus  den  Kantenwinkeln  eines 
Trieders  nüthigen  Construction  in  der  Ebene  die  Grundformel  der 
sphärischen  Trigonometrie  abgeleitet.  Dieselbe  Construction  soll 
nun  benutzt  werden  zur  Ableitung  einiger  anderer  Formeln. 

Man  beschreibe  (Taf.  IX.  Fig.  5.)  noch  von  o  als  Mittelpunkt 
mit  dem  Halbmesser  063=064= 1  die  Kreislinie  CzpqC^t  ver- 
längere die  Geraden  C^o'  und  C4o'  bis  zu  ihren  Durchschnitten 
p  und  q  mit  derselben,  so  ist  offenbar  C3A=Aq  und  C^B—Bp, 
also  gebt  die  verlängerte  Kreislinie  ftCi  durch  q  und  jene  C^C% 
durch  p.  Verbindet  man  nun  mit  C4  und  pt  C4  mit  q,  ferner 
o  mit  p  und  q  durch  gerade  Linien,  so  ersieht  man  leicht  aus 
der  Figur,  dass  i  x\ 

ar  =  i(6+c-a),  QC4=2Sini(a+6  +  c), 

y=i(a-fc-6),  C9p  =2Sin|(6+c-a), 

*=i(a  +  6-c),  Ctf  =2Sini(afc— 6), 

£o'pd  =  j£  o'q  C4=  180 -\{a  +  6  +  c) , 
Sin  o'pQ  =  Sin  o'qC4  =  Sin  i(a  +  6  +  c). 
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sphärischen  Trigonometrie  aus  einer  Figur  in  der  Ebene.  43? 
Nim  ist 

C  n'   - 

C^o'=:ACl.S\xiAt    Sin/l  =  |^,  C^^o'CfO'q 
und  im 

i  r     °,C*     Sino'pC8_Sinj(o  +  6  +  c)  o'Cj  ^ 

AopC8:  p(^~    s.uc    -       siD<?  -2Siiii(6+c-o)' 


a   '         °V  Sinz     Sin^(fl-f  6— c)   o'q   .>.  . 

^-Sinc=        Sin^       ~2SioU6  +  c^); 


also 


^      2Sin  j(«  +  6  -f  c)  Sin  j(6  +  c-a) 

oC*  =  SioT  ' 

2  Sin      +  C— 6)  Sin  i(q  +  6— c) 
°9  —  Sine 


t  ■  : 


und 


Sin*6 


_  4Sin  l(a  +  b  +  c)  Sin  &(6  +  c  —  <*)  Sin  K«  +  c—  6)  Sin  |(q  +  o    <?)  -' 

Sin26.Sin2c 

Nun  ist  nach  der  Figur 

od  c=  C,^  +  ^ = Sin©  +  Sin  6 .  Cos  A  =  Sin  A .  (1  -f  CoiM) 

=  2.Sin6.Cos2^, 

, «  ,  »  ' . ,        •  ,  ■  •  i  t  '•  .* 

oV=C^9—  Qo'=2Sin6-2Sin6.Cos^=2Sin6.(l— Cos«|) 


i 

=  2Sin6.Sin»^; 


mithin 


«A  a^      oCz  _Sm\{a+b  +  c)Sm\(b-\-c-a) 
U08  2  -2Sin6—  Sin6.Sinc. 

Q-  »d  _   °'9  _Sin4(q-f  c—b)Sm\(a  +  6-c). 
ö,n  2  -2Sin6~  Sin6.Sinc 

ebenso  ist  -  t  .  -1 : 

©'  C4  s=  C^B + Bo'  ss  Si  n  a  +  Si  n  a .  Cos  ß  ==Sin  a  .fl  +  Cos  ß) 

.    .  <  •*  ' 

B 

c=2Sina.Cos^->  ! 


t 
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B  B 

o'p=Ctp—  C4^=2Sina-2Sina.Cofi^=2Sina(l  —  Cos*^-) 


=  2Sina.Sin^-. 


Nnn  ist  im 


2Sina.Cos*rr 


A°9t':  Sine    -        Sine        ~  2Sini(a4c-6)' 

a   f  r    °'P     Sin«_SlnUa  +  6-c)  2Si"^Si"2f 
A  o  p Ca .       —  s. Q c  —  _  2sini(6+c~/i) ' 


mithin 

r   ,g     Sinj(o464c)Sini(a4c— 6) 
t0S  2  -  Sm^Sin^  ' 

^  _  Sin^^c-ff)SinUfl-f6-c) 
Ö,D  2  —  Sin a. Sine 

Demnach  ist  nan 

r   «C_Sinl(q-f  Hc)Sin  '{n+b— c)  2QC4.Sini 
{l)    1/08  2—  Sin  a. Sin  6  -   Ctf.^q  ' 

*>      _  Sin  1(6 4c—  •) Sin j(a4c— 6)  C9p.C4g 
W   öm  2  —  Sioa.Sino  ~C4ip.C^* 

Es  wird  sich  alsbald  Gelegenheit  darbieten,  die  beiden  letzten 
Formeln  zu  benutzen.   Es  ist  nach  dem  Obigen 

cos  2  -2Sin6  —  Q>q  9  2  ~2Sina -  C4p  ' 


Sin»l(a  4  6  4  c)  =  * 

...  . 

«•  4^  —    °'9        0'<r     C-  o>  o'p 

S,n  2  -  2STn6  -  W   5in  2  ~  2Sin^  =  C>' 

Sin«|(fl4A— c)  =  Sin«x; 

also  ist 

Sin*(«4Hc)J  -  C*.1\p  Ctf? 
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CSin  tt. Sin  5  T  ,  ,  f" 
 *  IL  -  1 
Sini(o  +  6-c)J  """C^.CVpSiiiV 

In  Bezog  auf  das  Ao'j»A  g»l*  folgende  Proportion: 

o>:o'Q  =  Sin*:Sino>Cs  =  Sin*:^-JS  also  2s^==^£r 
oder 

^«.(C^.o^)  _  C^ö*.(CAo'.o'q) 
4Sin*x  ~~ 

Wegen  A  cv)  ^  o'^C*  hat  man  aber  Qo'ro'p  =  C4o':o'q 

oder 

o'p.C4o'  =  C,o'.o'?; 
wird  also  durch  diese  Factoren  abgekürzt,  so  zeigt  «ich 

■ 

o'p .  o'g  Cjo'.C^o' 

also  sind  die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  einander  gleich. 
Die  Aehnlichkeit  der  genannten  Dreiecke  o'pC$  und  o'qC^  gibt 
auch  folgende  Proportion: 

Qp:C4q^C9o':C4o't 

(5)  C4q  =  j^f  .Cip> 

c  c 

und,  im  Ao'^C,,  (\o'  :C3p= Sin  o'pCz:  Sine  =        *  Sine,  also 

Sine 

q>p=2.C,o'.^, 

(6)  0»s54.G7»4,A 


3 


Werden  nun  die  beiden  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt  und 
das  Product  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt,  so  erhält  man 

oder  ,  . 


I  r 
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Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  zweiten  Theile 
in  (3),  und  es  ist  daher 

r    A       B  A       B  C 

Cos     Cos  oin-^-.öiOg-  Ä,n2 

®  sinUa  +  o+^=SinUa  +  o-^~Sioc  * 

Weil 

und 

so  ist 

(7)  LSini(a+c-6)J  -  Ctf.  C\p '  C4o*' 

[Sipf  Co84T  _  o'p.Qo'  ^4 
Sini(ö  +  c—  öjj  ~~  t\q.Cip'cä*' 

fao'pC4CO  &o'qC4,  mithin 

o'y      o'p  ffi.  (CaO; .  C4o')  _  o>g-(q»o' » <W) 

^=z>'  oder  °V<>'  =  o'pCX; 

aas  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

oVC4o'      o'p.Cgif  o'q.C4o'      4^  _o>.C8o'  _4_. 

Crf  Ctp'crf     C*9  C4p  '  czP*' 

die  Ausdrücke  (7)  und  (8)  sind  also  einander  gleich. 

Für  das  ^o'^C4  hat  man  die  Proportion:  o'qzC^q^ Sin*. Sine, 
also  ist: 
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Sin*c     Sin*z  ,    _  .  2Sin«c    0  Sin*z  „ 

■=-  =  oder  o'q.  C4o' .  —==—  =  2 •  —7—  •  C*° 

nun  ist  in  demselben  Dreiecke  o'q  C4: 

*VC»o'  =  ^:Sinx,  mithin  2^.  C4o' =  C,C4; 

also 

2Sinac 

o'q.Cto'.  fp-?==C8C4.Sinz, 
C4^a 

o'y.C4o'   _4  2CaC4.Sinz     1  Co8*2  ,  : 

CAp,  C^q  *  Ctf*~~  C§p.  Cj7  '  Sin2c  ~"  SinV  * 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  entspricht  genau  dem  zweiten 
Theile  in  (7),  und  es  ist  demnach 

Sin Cos?      Sin  5.  Cos  i     Cos  £ 

£  z  z  z 

w  Sini(a+c-6)"^SinJ(6  +  c  —  a)~  Sin*c  ' 

Die  Gleichungen  (I)  und  (II)  geben  nun  folgende: 

, ,  .   *  • ,  .  • 

A  B 

Cos¥Cos2     SinU«  +  6  +  c) 
V  C      ~~  Sine 


•     I  «  f  l  • 


Sin^  .Sinf  _Sini(g+6_c) 
b)       Q.   C      ~  Sine 


SiD  2 'Co8¥^  Sin     +  6) 
'         ~    C  Sine        '       .  •  ■/   .  -i* 

•     •  *  ' 

Sin  f  .Cos  y  Sin.(Ä+c_a) 
d)  -    .    C     =  SÜTc  


Werden  die  Gleichungen  a)  und  b)  einmal  addirt,  einmal  sub* 
trahirt  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  c)  und  d)  bei  gleichzeiti- 
ger Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formeln: 

Theil  XXVI.  30 
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8in(*±y)  =  Sin*Cnsy;fcCos:rStey, 
Cos  (x  ±  y) = Cos  x  Cos  y  T  Sin  x  Sin  y , 

SinarJ:Siny  =  2.Sin^^.Cos^Y^  und  Sin2a:  =  2Sinx.Cos«; 

■ 

so  erhält  man  die  Gausn'schen  Formeln: 

CosjQ*  —  B)    Sinj(a4  6)  Sinj^  +  g)    Cos^o— b) 

Si„46'   -     s.nc     '  -C5^-  Cogc 


Cos l(A  +  B)    Co*\(a+b)  Sin  j(A  -  B)    Sin {(o  -  6) 

Si°iC    "~     Co.|     '  *"*C    ~  Sin| 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Da  der  geehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes 
anf  eine  so  sinnreiche  Weise  zu  den  G aussuchen  Gleichungen 
gelangt  ist,  aus  denen  sich  bekanntlich  auch  durch  Division  un- 
mittelbar die  Neper'schen  Analogien  ergeben,  so  scheint  es  der 
Vollständigkeit  wegen  nun  auch  noch  zweckmässig ,  die  Relationen 
zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite  des  sphärischen  Drei- 
ecks daraus  abzuleiten,  was  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen  kann. 

Nach  dem  Obigen  ist 

«.          *v     Cosi(i<— -ß)«.  , 
Sin  i(fl-f 4)  =     sm,£—  Sin  Je, 

Cos|(a+6)= — g^rj—  Cos|c; 
also,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

~  Sin«iC     8,0 V  +      Sinne  ~  CosÄic= 1 » 

folglich : 

Co*Vt(A-B)    Coz*\{A-B)-Qo&\{A  +  B) 

Sin»iC  Sin^C      "  Coa»ac= 1, 

CoB*k(A+m  .  Cos^U^-^-Cos^-f-^),^,.  - 
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Cos«ic  =  ^-^ShSC 

Co«*i(^  -       -  Co8*i(^  +  ' 

Sin*'c  =  -     <-osSU  +  g)-Sin»|C 

cos**(^ — cos«i(Zirg)  • 

und  folglich,  wie  sogleich  erhellet: 

c  ai        Co8»4(J-~^)-~ swc 
"  Sin  4  Sin  B  * 

S\n*rc  -     Co*2H^  +  g)~Sin^C  J 

SinJShTtf 

Es  ist  aber 

Cos^-^B)-  Sin*J  C  =  Co8*;(.4- JB)-Cos*(90«-iC) 
=  { Cos  \(A  -  B)  +  Cos (90«  -  IC) }  { Cos;04_Ä)  -  Co* (90«—  iC) \ 
■=    2  Ces  { 45«-  i<B  +  C-  4) }  Cos  { 45«  _  1  (A  +  r_  Ä) , 
X2Sin  |45«—  \(B  +  Sin(45«— J(4  +  C-B)\ 

=  Sin  1 90«-  i(ß  +  C-     j Sin  { 90»  ~  %A  +  C-  B) I 
=  Cos  i(B  +  C—  4)  Cos \{A  +  C-  B) 

und 

Co8*i(i4+£?)  -  SinnC=  Cos»K^  +  Ä)-Cos«(lK)«-4C) 
=  { Cos \{A  +  B)  +  Cos (90«-  i O  H  Cos J(4  +     -  Cos (90«- \Q)\ 
2Cosi4ö«-iM  +  #  +  C) ) Cos  145«  +  •(,!  +    _  C)  | 
X2Sin{45«— i(^  +  Ä+  C)}  Sin  {45«+  \(A  +  Ä-  C)i 
^S\nlW>^KA  +  B+C)\$i*m<>  +  i(j+#^c)< 

=  Cos  \(A+B  +  C)  Ces  tfJ  +  *  -  C) ; 
also  nach  dem  Obigen: 

Sin  ,4  Sin*  

Si„« «  c  -  - C«»*M       +  O  Cos  {(4+  B  —  C) . 
n*6"  Sin  J  Sin  ^  5 

oder 

so» 
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if  Cos \{B  +  C-  A) Cos \{A  +  C-  B) 
C°sl*  =  \  ~  S'mAS'mB  ' 

Cos \(A  4  B  +  C)  Cos  UA  +  B-  O 
 Sin  A  Sin  B 

Aus  der  oben  gefundenen  Formel 

Co*mA-B)-$\n*\C 


Sin    Sin  /? 


folgt,  weil 


ist,  auch 


Cosc  =  '2Co82ic  — 1 


2 Coa^jA  -  B)  —  2 Sin*j C  -  Sin  .4  Sin  B 
Cos  c  =  Sm74Sin/? 

{ 2Cos2J(4  —  Ä)  —  1 1  +  M  - 2Sin»4C| Sin ilSin£ 
=   Sin  J  Sin  Z? 

Cos (4 - B)  +  CosC- Sinj gin g 
— "  Sin^Sini?" 

also,  wenn  man  Cos(A-B)  entwickelt: 

CosCj^osACosB 
Cosc=  SlüAS'mB 

Woraus  man  Cos  Je  und  Sin  ic  auf  bekannte  Weise  entwickeln  kann. 

Aus  dem  schonen  Aufsätze  des  Herrn  U nferdinger,  der 
sich  an  meinen  Aufsatz  im  Archiv.  Thl.  XXV.  S.  225,  anschliesst, 
und  meinen  vorstehenden  Bemerkunsen  sieht  man,  dass  sich  aus 
der  ganz  in  einer  Ebene  verzeichneten  Figur  Thl.  XXV. Taf. III. 
Fig.  5.  die  ganze  sphärische  Trigonometrie  mit  Leichtigkeit  ablei- 
ten lässt.  Eine  solche  streng  systematisch  geordnete  möglichst 
einfache  Ableitung,  wozu  das  Material  vollständig  in  Herrn  ün- 
ferdinger's  und  meinen  Aufsätzen  enthalten  ist,  mochte  ich 
für  zweckmässig  halten  und  wurde  einem  derartigen  Aufsatze 
gern  eine  Stelle  im  Archiv  einräumen.  Eine  solche  Ableitung 
dflrfte  nutzlich  für  den  Unterricht  sein,  wie  sie  auch  Herr  Un- 
ferdinger  nach  seinen  mir  gutigst  brieflich  gemachten  Mitthei- 
lungen praktisch  bei'm  Unterrichte  schon  erprobt  hat.  G. 
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Einige  Sätze  über  die.  Zahlen. 

* 

Von 

Herrn  Hofrath  L.  Oettinger , 
Professor  an  der  Universität  zu  Frei  barg  i.  B. 


Bezeichnet  man  die  Anzahl  aller  ein-,  zwei-,  drei-  u.  0.  w.  bis 
mstelligen  Zahlen  durch  Altm,  so  hat  man 

(1)  ^1,w  =  10'»-l, 

denn  die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  sind  die  Versetzungen 
mit  Wiederholungen  zu  den  verschiedenen  Gassen  oder  Dirnen« 
sionen  aus  den  Elementen 

0,   l,  2,   3,  ....9,  ,J 

d.  i.  aus  den  zehn  Zahlzeichen.  Alle  Gruppen,  worin  das  Zeichen 
0  als  Anfangselement  ein  oder  mehrere  Maie  wiederholt  erscheint, 
bilden  Zahlen  von  niederen  Stellen,  da  die  0  in  diesem  Falle 
nicht  geschrieben  wird.  Eine  Gruppe  entsteht,  worin  die  0  aus- 
schliesslich vorkommt.  Sie  fallt  aus  der  Reihe  der  Zahlen  weg. 
Es  ist  daher 

(2)  A^m^FiO,  1,  2,  ....9]--l  =  10--l.  V 

Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  mzifferigen  Zahlen  durch 
Am,  so  hat  man  hieraus 

(3)  Am  =  A^m-A^m-i  =  10--10»»-!  =  9 . 10"-1. 

t 

Dieser  Satz  sc  h  Ii  esst  eine  Zerlegung  ein,  aus  welcher  wei- 
tere Anwendungen  geschöpft  werden  können.  /  ■ 
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Die  0  spielt  nämlich  bei  Bildung  der  Zahlen  des  Decimal- 
eystems  dadurch  eine  besondere  Rolle,  dass  sie  durch  den  Vor- 
austritt keine  neue  Zahl  erzeugt,  sondern  nur  durch  ihr  Erschei- 
nen auf  einer  der  nachfolgenden  Stellen.  Bei  einer  wizifferigeo 
Zahl  kann  sie  also  nur  auf  einer  der  (m  —  ])  letzten  Stellen  in 
allen  möglichen  Zusammenstellungen  und  Wiederholungen  erscheinen. 

Zerlegt  man  nun  die  mziffertgen  Zahlen  in  Rücksicht  auf  0, 
so  hat  man  folgende  Fälle: 

a)  Zahlen,  die  keine  0  enthalten; 

b)  „       welche  0  einmal  enthalten; 

c)  „       welche  0  zweimal  enthalten; 


ra)  Zahlen,  welche  0  (wi— l)mal  oder  als  ein  (in— l)faches  enthalten. 

Tritt  die  0  als  Einfaches,  Zweifaches,  Dreifaches  u.  s.  w.  auf, 
so  ist  die  Folge,  dass  die  Ciasse  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen, worin  die  übrigen  Ziffern  erscheinen,  um  ein,  zwei, 
drei  Einheiten  u.  s.  w.  sich  verringert.  Bringt  man  das  Gesagte 
in  Rechnung  und  wendet  hierauf  §.  41.  meiner  Combiuationslehre 
an,  so  hat  man  der  Reihe  nach  für  die  oben  angedeuteten  Fälle 
Folgendes : 

a)  P'[l,  2,  3,. ...9]«  =  9«, 

b)  P'[l,  2,  3, ....  0]— i.Z[m-1,  0]' 

c)  P'p,  2,  3, ....  9]»-*Z[m— 1,  <q* 

d)  P'lh  2,  3, ....  9]— »Z[m— 1,  0]» 


m)  P'[lt  2, ....  9]»Z[»-1,  0]«-»  =  (m  i^.^inl]^'1^ 

Hiernach  ist  die  Anzahl  aller  mzifferigen  Zahlen  mit  und  ohne  0: 
(4)  Am  = 

q ro™-i  •  m~ 1  Qm-a  .  (w— (m— l)(m-2) ....3.2.1, 

=  9.(9  +  l)-^=9.10*~1, 

»■  4  . 

wie  vorhin. 


m — \t 

— j— 

(«  — !)<,»  -2)^, 


1.2 


(m-l)(m-2)(m-3).  

=  OT3  ^  ' 
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§.  3. 


Aus  der  Zerlegung  in  §.  2.  ergibt  «Ich  eine  Methode»  die  An* 
zahl  aller  mzifferigen  Zahlen  zu  bestimmen,  die  sieb  durch  die  in 
ihnen  vorkommenden  verschiedenen  Zahlzeichen  (nicht  durch  ver- 
schiedene Stellung  derselben)  von  einander  unterscheiden.  Hierzu 
wird  nur  nüthig,  dass  man  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen 
Gruppen  in  den  unter  a)  bis  in)  aufgeführten  Symbolen 


(5)  P'[],2,....9]«,  P'[l„2  9]—»,  P'[I,2.....9]—*, 

....  P'[l,2  9]«,  P'[l,  2  9]* 


bestimmt. 

Es  zeigt  sich  nämlich  leicht,  dass  durch  den  Zutritt  von  0 
als  Ein-  oder  Mehrfaches  in  eine  Grnppenreihe  die  Anzahl  der 
unter  sich  verschiedenen  Gruppen  (hier  Zahlen)  weder  vermindert, 
noch  vermehrt  wird,  sondern  ganz  unberührt  bleibt. 


Untersucht  man  nämlich,  um  dies«  darzuthun,  zwei  verschie- 
dene fünfzifferige  Zahlen,  etwa  58780  und  58760,  worin  die  0  ein- 
mal erscheint,  *v  bat  man 


Die  Verschiedenheit  beider  Zahlengruppen  fahrt  auf  folgende 
zwei  Fälle  zurück: 


der  Zutritt  der  0  ist  gleichgültig  und  die  Verschiedenheit  beider 
Zahlen  beruht  auf  der  Verschiedenheit  der  übrigen  Zahlzeichen, 
und  ist  dasselbe,  als  wenn  die  zwei  vierzifferigen  Zahlen 

5878  und  5876 

unter  einander  hinsichtlich  der  Ziffern  verglichen  worden  wären. 

« 

Dasselbe  gilt  von  jeder  andern  denkbaren  Zahl,  und  hierdurch 
ist  der  Satz  gerechtfertigt,  dass  der  Zutritt  der  0  als  ein  Ein- 
oder  Mehrfaches  auf  die  Verschiedenheit  der  Zahlen  keinen  Ein- 
fluss  übt  und  daher  bei  Erörterung  der  vorliegenden  Frage  nicht 
i»  Betrachtung  kommt. 

Hiernach  fallt  die  Bestimmung  der  Anzahl  aller  unter  sich 
verschiedenen  mzifferigen  Zahlen  mit  Bestimmung  der  AnzaW  der 


58780 
58708 
58078 
50878 


58760 
58706 
58076 
50676. 


58780  und  58760; 
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Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  aus  den  neun  Zahlzeichen  I,  2.  3,  4,.. ..9. 
zur  lsten,  2ten,  3ten, ....  mten  Ciasse  gebildet  werden. 

Bezeichnet  man  nun  die  Anzahl  aller  unter  sich  verschiede- 
nen mzifferigen  Zahlen  durch  Bm,  so  erhält  man  aus  der  unter  (5) 
angegebenen  Schematisirung  hierfür: 

,^    m>      9.10....(9  +  ro  — 1)    9.10....(9+ro— 2)  , 
1.2.. ..m  1.2....  (m — 1) 

9.10.11    9.10  9 

•  •  i.2.3  +  1.2  +r 

Diese  Reihe  läset  sich  so  umformen: 


D      1.2.. . .  8    1.2. 3... .9 
^  ^  =  1X^.8  +  1.1. 2. ..78 

.  1  2-3.4... 10      1.2.3.'.. .11  1.2.3....8.9.10....(9-f-m-lJ 
+  1. 2. 1. 2.. ..8+1. 2.3.1. 2.... 8"  '     1.2.3....8. 1 .2....* 

=  [  1  ]s  +  Pls  +  PL  +  Ms  •  •  •  •  +  [m  + 1]»  - 1 

W*=  1.2.3....*  bedeutet 

Nun  ist 

1.2.3....m(m-H)....(m-f  9)  _  10. 11  ....(iw+9) 
lm  +  lj9-     1.2.3.. ..».1.2. 3....»  1.2....m 

=  [10]». 

Hiernach  bestimmt  sich  Hie  Anzahl  der  unter  sich,  durch  die  darin 
vorkommenden  Ziffern  verschiedenen  mstelligen  Zahlen  durch  fol- 
genden einfachen  Ausdruck: 

(8)   Bm  =  C^+'X^M**»)  _  ,  _  1011  _  l 

1.2....9  1.2.3....» 

=  [in  +  ]]9— 1  =  [10].-1; 

die  erste  Form  ist  bequem  wenn  wi>9,  die  zweite  wenn  «<9 
ist.  So  hat  man  der  Reihe  nach  für  die  Anzahl  aller  unter  sich 
verschiedenzifferigen  Zahlen  in  den  Einern,  Zehnern,  Hundertern, 
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*,=!»- 1=9, 

1    .  X 

_10.11. 12.13 
/?*~    1.2.3.4  1==7U' 

10.11.12.13.14  _ 
1.2.3.4.5"— 1==i001' 

_     10.11.12.13.14.15  . 

1.2.3.4.5.6  l=5004» 

u  s.  w.,  während  die  Anzahl  aller  möglichen,  durch  Stellung  der 
Ziffern  und  dem  Werthe  nach  verschiedenen  Zahlen  in  den  Einern, 
Zehnern,  Hundertern,  Tausendern  u.  s.  w. 

Av=9,   ^2=90,   4,=900,   /#4  =  9000,   Jö  =  90000 

u.s.w.  beträgt.  Diese  Zahlen  sind  sehr  klein,  denn  unter  den 
9  000  000  siebenstelligen  Zahlen  (Millionen)  befinden  sich  nur 
11439  und  unter  den  9  000  000  000  000  dreizehnstelligen  Zahlen 
(Billionen)  nur  497419  Zahlen,  die  sieb  von  einander  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden. 

*         *  •  1  .1 

'     .  -  .     \  ...1 

§•4. 

Mit  Hülfe  von  (8)  §.  3.  lässt  sich  nun  die  Anzahl  aller  unter 
sich  verschiedenen  ein-,  zwei-,  drei-  u.  s.  w.  mzifferigeu  Zahlen 
auf  ganz  einfache  Weise  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  1,2,  3....m 
statt  m  in  (8)  und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Zahlen  durch 
Blfm,  so  hat  man: 

ßim  =  [2],  +  [3],  +  [4]9  + . . . .  [m+1],  - m 

=  [1]9  +  PI  +  [3]9  +  [4]9 ....  -f  [m+l]9  -  (m+1) , 

<  •  1. 

und  hieraus: 

(9)  #i,»==[m  +  l]10--(m  +  l), 

oder  da 

1.2.3. ...w(m  +  l)....(m+  10) _  11.12. 13... .(m-f  IQ) 
[m  +  ljio-       1.2.3....m.l.2....10       ~      .1.2.3...  m 
ist :  .1 
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(10)        Bim=  [m  +  l]l0-(m  +  l)=[lljw~(m+l). 

Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  das  Zahlensystem  an,  so 
ist  die  Anzahl  aller  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern 
▼on  einander  unterscheiden: 

vou  I  bis  9: 
9$    1  $9  99; 
t»    1  »»  999: 
„    1  „  9999: 
„   1  ff  99999 : 

„   1  „  999999t    *i « = .2     l*~ 7 =* 8001  - 

11  15"  17 

„   1  „  9099999:   i?^=    [.ll.V.T  8sl^» 

u.  s.  w. 

Auch  diese  Anzahlen  sind  sehr  klein,  denn  unter  allen  Zah- 
len, die  6  Stellen  und  weniger  haben,  befinden. sich  nur  8001, 
und  unter  allen  Zahlen,  die  12  Stellen  und  weniger  haben,  nur 
646633  Zahlen,  die  sich  von  einander  durch  verschiedene  Ziffern 
unterscheiden.  Alte  übrigen  Zahlen  werden  durch  Versetzung 
dieser  Ziffern  erzeugt. 

§.  5. 

Die  Zahlen  zerfallen  hinsichtlich  der  Art  ihrer  Erzeugung  dorch 
Ziffern  in  solche,  worin  einzelne  Ziffern  wiederholt,  und  in  solche, 
worin  keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt.  Hält  man  diesen  Unter- 
schied fest,  so  fragt  es  sich 

a)  wie  gross  ist  die  Anzaftl  aller  mstelligen  Zahlen,  worin 
keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt? 

b>  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  mstelligen  Zahlen,  worin 
eine  Ziffer  wenigstens  wiederholt  (zwei  oder  mehrere  Male)  vorkommt? 

Die  Beantwortung  der  ersten  Frage  fällt  mit  der  Gruppenzahl 


11 


r-2=9, 


Bl*  =~TX3 — 4== 


_11.12. 13.14 
ßL>*-    1.2.3.4  5~696' 


_11J2.13.14.1S 

1.2.3.4.&  ö-/W7' 
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der  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  zusammen,  wenn  man  die 
Zahlzeichen  als  Elemente  nimmt  und  dabei  die  Nater  der  0  in 

Rücksicht  zieht.  < 

Die  Anzahl  der  anstelligen  Zahlen,  worin  keine  0  und  keine 
wiederholte  Ziffer  vorkommt,  ist 

M=zP[l,  2,  3,....9]"»  =  9"l-1  =  9.8.7....(9— ro+1). 

Tritt  die  0  zu,  so  kann  sie  nur  als  Einfaches  in  den  (m  — 1) 
letzten  Stellen  erscheinen.   Die  hierdurch  bedingte  Zahl  ist  r 

iV=/>[l,  2,  ....9]"-1xZ[m-l,  O]1^  ^=^9— *M 
m— 1 

~  — j —  9 . 8 ....  (9  —  7H  -f-  2). 
Bezeichnet  man  nun  die  fragliche  Anzahl  durch  Cm,  so  hat  man: 
(11)  C»=9»l-H^9",-*1i-1=99m~1'-1=9><9.8....(9-m+2). 


Man  steht  hieraus,  dass  m  nicht  grösser  als  10  werden  kann, 
wie  das  sein  muss.  -» 


Die  Anzahl  aller  mstelligen  Zahlen,  worin  wenigstens 
Ziffer  zwei  oder  mehrere  Male  wiederholt  vorkommt,  Ist  sofort: 

•  » 

(12)  Z)„  =  9.10— 1-9.9— »M. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Menge  der  Zahlen,  worin  keine  Ziffer 
wiederholt  vorkommt,  beschränkt;  die  Menge  derjenigen  aber,  wo- 
rin Wiederholungen  vorkommen,  unbeschrankt  ist.  Die  erste  Art 
von  Zahlen  reichen  nur  bis  in  die  Zehntausend  Millionen.  Man 
hat  hiernach  der  Reihe  nach  unter  den  ein-,  zwei-,  drei-  bis 
zehnstelligen  Zahlen  folgende  Mengen  für  Zahlen,  die  keine  wie- 
derholte Ziffern  führen: 

Anzahl  der  Istelligen  Zahlen:  (\  =9  =9, 

n       »»  2  „  „  C|  =9.9  =81, 

M  3  „  „  ,  C3  =9.9.8  =648, 

4  „  „  C4  =  9.9.8.7  =  4536, 

„  5  „  „  Cft=9.9....6  =27216. 

6  „  C$  =9. 9 «...5  =136080, 

7  „  Q  =9.9.. ..4  =544320, 

8  „  „  C9  =9.9. ...3  =1632960, 
„  9  „  „  Q  =9.9.. ,.2  =3265920, 
„  10  n  „  Q0  =  9.9.... 2.1=32659*). 


»>  »» 
♦» 
>> 

»»  »» 
»  »» 
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£s  gibt  also  im  ganzen  Zahlensystem  nicht  mehr  als  8877690 
Zahlen,  worin  jede  Ziffer  nur  als  Einfaches  oder  nicht  wiederholt 
vorkommt. 

Dagegen  ist  die  Menge  der  Zahlen,  worin  wenigstens  eine 
Ziffer  zwei-  oder  mehreremal  wiederholt  vorkommt,  nach  (12): 


bei  den  Istelligen  Zahlen  Dx  =0, 

»»  »2     ,,  „      D±  =-*9, 

„  „3    „  „      D3  =252, 

„  „   4     „  „      D4  =4464, 


»»  »» 
>»  »» 


5  „  „      />6  =62784, 

6  „  „      D6  =763920, 


9$  7  „      D7  =8455680, 


S    M         „      i>8  =88367040, 
„     „  9     „  „      D9  =  896734080, 

„    „  10    „         „      Ao  =  8996734080. 


Alte  späteren  Zahlen  (11-,  beteilige  u.  s.  w.)  enthalten  wie- 
derholte Ziffern.  Die  Menge  der  1,  2,  3 —  bis  lOstelligen  Zah- 
len, die,  wiederholte  Ziffern  fuhren,  ist  1125mal  grösser  als  die 
Menge  derer,  welche  keine  wiederholte  Ziffern  fuhren,  und  die 
Menge  der  erstem  ist  9991122309. 

«  - 

§.  6. 

Ehe  noch  weitere  Fragen  über  die  Natur  der  Zahlen,  worin 
wiederholte  Ziffern  vorkommen,  beantwortet  werden  können,  ist 
noch  Einiges  über  die  Zahlen  zu  bemerken ,  worin  0  mehreremal 
wiederholt  vorkommt. 

Die  Menge  der  mstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  rmal  wie- 
derholt, nicht  mehr,  nicht  weniger,  vorltomrat,  ist  nach  den  Be- 
merkungen des  §.  2. :  . 


(13)   Fr=P'[l,  2, ....  9]™-'.  Z[m-1,  0]'  =  (m-l)r. 

(in  —  1)  (m  —  2)  (m  —  r) 

■•     •  •        =  TU  ' 

1.2..  ..r 

.OtffKCi  i.  .VM -----  fi  \ 
Hiernach  kann  man  die  Menge  aller  Zahlen,  welche  m  und  weni- 
ger Stellen  führen,  angeben,  worin  die  0  gerade  rmal  wiederholt 
erscheint.  Man  hat  zu  dem  Ende  statt  m  alltnälig  die  Werthe 
r  +  1,  r+2,  r  +  3, . . . .  m  zu  setzen.  Bezeichnet  man  diese  Menge 
durch  Fr,  m,  so  gewinnt  man : 
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(14)  Fr,«=(r)r9^(r^l)r9n(r+2),9>+^.(mn-l)r9P^ 

=  [i>9i  +  [2]^H[3>9^..>-r]r9™-,  \ 

oder  wenn  man  No.  304.  p.  167.  meines  Di fferenzialcalculs  anwen- 
det, m  — r  statt  r,  r  statt  ü,  o  statt  x  schreibt: 

üm-r+l 

(15)  ■  ;  ^.=  o:g— ^[(--ryW 

— r.Cm-ry-1!1.  m.9»-»  +  (r),'(«i  — r)^lm*l-l9^-» 

g 

-  Oft  (m-r)-3!»  ro8  _19r~3.-..  H^lil-^^  • 

»  i*  *  ' 

Die  erste  Darstellung  wird  anwendbar  sein,  wenn  r  eine  grosse 
Zahl  und  (m  —  r)  nicht  gross  ist,  die  zweite,  wenn  (m  —  r)  gross 
und  r  nicht  gross  ist.  » 

Die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  drei- 
mal wiederholt  erscheint,  ist  sofort  aus  (13): 

Die  Menge  aller  Zahlen,  welche  sechs  Stellen  und  weniger  f «Ih- 
ren und  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  aus  (14): 

=  [11,9  +  [2J39a  +  [3]3  93= 7623. 

Die  Menge  aller  Zahlen,  welche  zehn  Stellen  und  weniger  haben 
find  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  aus  (14) 
und  (15): 

*i.io  =  PI  9  +  f2],  9«  +  [3],9>  +  . . . .  [7],  9' 

=  rX3.F*[7-8  993  ~  37.8.10.9+3.7.10.9.9 -10.9.8] +£==433735650. 

.  *  •  :  ■         ♦     'i  .  ,    »<  ..<  * 

?;  ■ 

§.  7. 

*  ■ 

Da  jede  Ziffer  in  den  einzelnen  Zahlen  wiederholt  vorkommen 
kann,  so  entsteht  die  Frage:  ,  i.  flll 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  mstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  gerade  nmal,  eine  zweite  gerade 
p mal,  eine  dritte  gerade  «/mal  wiederholt  u.  a.  f.  erscheint? 

Bezeichnet  man  die  «fache  Wiederholung  einer  Ziffer  durch 
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das  Symbol  e*  und  die  fragliche  Anzahl  durch  A(e*,  &,  e*....)» 
so  hat  man  zur  Beantwortung  dieser  Frage  zwischen  Zahlen,  die 
keine  0,  und  solchen,  die 0  enthalten,  zu  unterscheiden.  Im  ersten 
Falle  kommen  9,  im  zweiten  10  Elemente  in  Betrachtung,  da« 
Letztere  jedoch  in  der  Weise,  dass  die  0  nicht  auf  der  ersten 
Stelle  erscheinen  kann.  Hier  kommen  die  Gesetze  des  5.  und  7.  Ab- 
schnittes meiner  Combinations- Lehre  in  Betrachtung,  womit  auch 
eine  Abhandlung  in  diesem  Archiv  (XV.  Bd.  3.  Hft  S.  261.  §.  7.)  zu 
vergleichen  ist,  und  man  hat  zu  bestimmen,  wie  viele  Versetzun- 
gen die  in  einer  Zahl  verkommenden  gleichen  und  ungleichen 
Ziffern  unter  einander  eingehen  können. 

Bei  Zahlen ,  welche  keine  0  enthalten ,  wird  diese  Menge  durch 
den  Ausdruck: 

(16)        A(e*,  eJ>,  «f.. •>)=1><|ltll>|1>lg|t—  X9*-» 

bestimmt,  x  enthält  hier  so  viele  Einheiten,  als  Exponenten  auf- 
treten. Man  findet  also  x,  wenn  man  die  vorkommenden  Expo- 
nenten selbst  als  Einheiten  betrachtet  und  in  eine  Summe  verei- 
nigt. Kommt  in  (16)  ein  oder  mehrere  Exponenten  wiederholt  ?or, 
so  wird  das  Verfahren  in  Nichts  geändert  und  jede  Wiederholung 
auch  als  Einheit  gezählt.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  io 
diesem  Falle  die  Fakultät  9*1-*  durch  die  Fakultät  1  in  der  so 
vielten  Dimension  getheilt  werden  muss,  als  derselbe  Exponent 
wiederholt  erscheint   Hiernach  wird  sein: 

_     l»»+r+y.-..[i  9*1-1 
,  e»,  e",  eP,  ei....)  —  X-jsjT' 

l«n-flp+f+....|l  0,1-1 

A(e*t      et,  «p,  •*....)  —  Jwjl  j,,!  X läirjiji ' 

U.  8.  W. 

Tritt  nun  die  0  als  Ziffer  in  die  fraglichen  Zahlen  ein,  so 
muss  der  Auedruck  (16)  für  jeden  Exponenten  n,  p,  q  in  Bezie- 
hung auf  0  besonders  in  Rechnung  gezogen  werden.  Hiernach 
hat  man  för  die  0  als  nfaches: 

(18)  A(er,  e»,  e'...U")— j,  |i  ir|i...  •  »*'    ■  Jüß  » 

flir  die  0  als  rfaches: 

(19)  A  (e* ,  er ,  €9 . . . .  ö*) 

-M*:ipfi:i^x^'  —  w — — 

ü.  «.*r.  gilt  för  den  Ausdruck  (17). 
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Bei  der  Werthbestimmung  von .«  in  (18)  und  (10)  darf  der 
Exponent  der  0  als  Einlaches  nicht  gezählt  werden,  denn  sie  tritt 
in  diesem  Falle  för  sich  als  ein  besonderes  Element  jn  den  Cal« 
cul.  Kommen  gleiche  Exponenten  vor,  so  tritt  0  nach  der  Natur 
der  Aufgabe  nur  für  einen  von  ihnen  ein.  Im  Uebrigen  bleibt  die 
Behandlung  unverändert. 

*  r 

9 

Das  Gesagte  wird  sich  in  Beantwortung  der  Frage:  Wie 
gross  ist  die  Anzahl  der  sechssteU igen  Zahlen,  worin 
eine  Ziffer  gerade  dreimal,  eine  zweite  zweimal,  eine 
dritte  einmal  erscheint?  verdeutlichen. 

Hier  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)  die  Zahlen  fähren  keine  0.  Es  ist  n=3,  p=2,  9  =  1, 
:r=l+l  +  l  =  3,  und  man  erhält: 

A{e\  **,  ,*>)  «*  \\ ;^;|^»9^.7=30240. 

b)  Die  0  erscheint  als  Dreifache«.  £*  ist  ^rscl  +1=2, 
*=3,  j»s2,  <7  =  1.  und  es  entsteht  aus  (48),: 

c)  Die  0  erscheint  als  Zweifaches : 

^(e»,e.,0.)  =  *^.9.8Brli=2880. 

*  4 

d)  -Die  0  erscheint  als  Einfaches  : 

Hiernach  ist  die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  welche 
den  oben  genannten  Bedingungen  genfigen: 

A  =30240 + 21 60 +  2880  +  3600 =  38880. 

Wie  gross  ist  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zah- 
len, worin  zwei  verschiedene  Ziffern  gerade  je  zwei- 
mal und  zwei  andere  gerade  je  einmal  vorkommen? 

Hier  hat  man 

a)  ohne  0,  n  =  2,  p  =  2,  y  =  l,  r  =  l,  *=l  +  l  +  l+iW4> 
und  es  wird: 

A{*,  **,  ei.  ei)  =  r<21.2>1J  X n270 =  136080; 
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b)   mit  der  0  (als  Zweifaches  und  Einfaches): 

* 

ai  «»    i    i  nns     4.3.2.1      9.8.7  S.4 
^(e*,  e1,  «»,  0*)  =  j^-jTi  X  ~yj~  X  ^=30240, 

ai  *    «    i  au    5.4.3.2.1     9.8.7  5  __,ri/x/, 

°'>  =  OXää  x  -O-  i  =  37800: 

die  gesuchte  Anzahl  ist 

A  =  204120. 

h 

'i 

{.8. 

»»  ■  » 

In  §.  7.  wurden  die  Zahlen  betrachtet,  insofern e  die  darin  vor- 
kommenden Ziffern  alle  möglichen  Stellungen  unter  einander  ein- 
nehmen. Schliesst  man  nun  die  unter  sich  möglichen  Versetzuo* 
gen  aus  und  betrachtet  die  Zahlen  nur  insoferne,  als  sie  sich  durch 
die  darin  vorkommenden  Ziffern  von  einander  unterscheiden,  so 
wird  man  zu  folgender  Frage  geführt: 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  aller  mstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  nmal,  eine  zweite  /»mal,  eine  dritte 
qm&\  vorkommt,  u.s.w.,  die  sich  durch  Verschieden- 
heit der  in  ihnen  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden? 

Die  fragliche  Anzahl  wird  ganz  auf  die  in  §.  7.  angegebene 
Weise  ermittelt,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  den  Ans* 
drücken  (16)  bis  (19)  §.  7.  die  Vorzahlen,  welche  durch  die  Ver- 
setzungen und  Zerstreuungen  bedingt  werden,  wegfallen.  Hier« 
nach  ist  für  Zahlen,  worin  0  nicht  erscheint: 

(20)  #(e»,  er,  e?....)  =  9*l-1  =  9.8.7....  (9-*  +  l), 

(21)  B(e«,e»,  e",  ev..  ..)  =  ^r=:  , 

u.s.  w.    För  Zahlen,  worin  0  als  n-,  rfaches  u.s.  w.  erscheint: 

,  ■   ■  r  *  •  • '   

(22)  B(er,  e?....0»)  =  9*l-1, 

'  (23)  =  W-i, 

u.s.w.  Die  WertW>esfiiiiraung  von  x  unterliegt  den  oben  ange- 
gebenen Bedingungen.  1  •  ' 
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Hiernach  ist  die  Menge  der  sechsstelligen  Zahlen ,  worin  eine 
Ziffer  gerade  dreimal,  eine  zweite  zweimal,  eine  dritte  einmal  er- 
scheint, utid  die  sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  =  B(e*>  e*,  *i)  -f  B(e*9      03)  +  B(e\  e*.  02)  +  B(e3,  e»,  0l) 

=  9.8.7  +  9.8  +  9.8  +  9.8  =  720. 

Die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  zwei  verschiedene 
Ziffern  je  zweimal  und  zwei  andere  je  einmal  erscheinen  und  die 
sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

B  =  B(e*,  e»,  el,  c»)  +  B(e2,  e1,      0*)  +  B(e*,  e*,  r»,  01) 

_  9-8.7.6    9.8.7    9.8. 7_ 

~  1.2.1.2  +   1.2  +  1.2  ' 

während  die  Anzahl  der  hierdurch  bedingten  wirklich  vorkommen- 
den Zahlen  im  ersten  Falle  38880  und  im  zweiten  Falle  204120 
betragt.  Man  sieht,  mit  welch  geringen  Mitteln  eine  ungewöhn- 
lich grosse  Wirkung  im  Zahlensystem  hervorgebracht  wird. 

Die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  unter  diesen 
Bedingungen  sechs  verschiedene  Ziffern  (als  einfache)  vorkommen, 
ist  sofort: 

„    9. 8. ...5.4  .  9.8.7.Ö.5 
/,~~T27..ri  + 17273.475  -ilU* 

Für  den  speciellen  Fall,  wenn  die  Menge  aller  mstelligen  Zah- 
len, worin  lauter  verschiedene  Ziffern  als  einfache  vorkommen, 
bestimmt  werden  soll,  hat  man: 

B_m  >0.9.8....(10-m  +  l) 

1.2.3 ....  tn 


Die  in  §.  7.  und  §.  8.  gefundenen  Sätze  können  zu  weiteren 
Anwendungen  benutzt  werden: 

a)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, worin  irgend  eine  Ziffer  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint; 

b)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unter- 
scheiden und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wie- 
derholt erscheint. 

Theü  XXVI.  31 


- 
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Um  diese  Fragen  zu  beantworten,  hat  man  die  Exponenten 
der  nachstehenden  Symbole 

A{ft      eP....)t   4(er+»,  e", **....)>   Aie***,  e*y  e»....). 
A{e*+*,  e",  eP....) ....  ^(c*-1,  e1),  4(e«) 

und 

B(e*,  e»,  eP....),  Ä(cr+1,  «»,  e*....),  #(*»+*,««,«*....).... 

....  Ä(e— »,  e1),  B{em) 

so  zn  behandeln,  dass  jede  Exponentensumme  für  sich  die  Zahl 
m  in  den  verschiedenen  Gassen  erzeugt  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  zur  Summe  m  ans  den 
entsprechenden  Classen  zu  bilden  und  dann  die  einzelnen  Sym- 
bole nach  (16)— (19),  §.  7.,  und  (20) -(23),  §.8.,  zu  untersuchen. 

Soll  hiernach  die  Menge  aller  möglichen  sechsstelligen 
Zahlen  bestimmt  werden,  worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal 
wiederholt  erscheint,  so  hat  man  folgende  Symbole: 

^e*,«1),  A(e*,e*)f  A(e*,  e1,  e\  e*)>  A(e*,e*),  A(e*te\e% 

A(e*,ei), 

nach  (16)— (19),  §.7.  zu  behandeln.  Aus  dem  ersten  Ausdrucke 
ergibt  sich,  wie  in  $.  7.  gezeigt  wurde,  folgende  Menge: 

Ax  =  A{e*>  **,  e*)+A{e*,  *\  W)\A{e\  e\  0*)+A(e*,  e\  O>)=38880. 

Aus  den  folgenden  entstehen  der  Reihe  nach  folgende  Mengen: 

66!-1    9.8.3.2.1  A  6.4.3  öin 
A%  =  Aie\  «■)  +  A{e\  0»)  =  •  O+OT; J ' 9  "O  3  =  81°' 

As  =  A{e\  e\  e\  e»)  +  A{e\  e\  e\  0»)  +  A(e\  e\  e\  0*) 

6«M  9.8.7.6  .  5»!-1  9.8.7  -  t  Q  0  .  9.8.7  5.4.3 

=  isr-  T^X  +  Tsir'"TX,5+,,-i,,'O^,0.3 

=60480  +  25200  +  5040  =  90720, 

68'-1  Ä  «  «5.4  n  5 4.3.2 
A4  =  J(«*f  **)  +  ^(e4,  0*)  +^(e»,  0*)  =pHJiiTr».8+».o+Ä'i324 

=  1080  +  90  +  45=1215, 

6«l-1  9.8.7 

^Ä  =  A(e*t  e\     +        «»,  0»)  +  ^(e>,  «»,  0*)=  -p^  •  TT 

+  W  • 9  • 8  • 5 + 2  •  o  •  i =  7560  + 1800  + 360  3  9720 * 
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^  =  A(e*,  et)  +  ^(e«  Ot)  +  A{e\  0*)  =         .9.8  +  ^-.5.9  +  9 
=  432  +45  +  9  =  486, 

f,6!_l 

^r  =  ^«)=_.9:=9; 

die  gesuchte  Anzahl  ist  hiernach : 

A  =  141840. 

Untersucht  man  nun  dieselben  Symbole  nach  (20)— (23),  §.  &, 
so  erhält  man  die  Menge  aller  sechsstelligen  Zahlen,  die  sieb 
durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  dreimal  wiederholt  enthalten.  Es  entsteht  der  Reihe  nach 

Bx  =*(*«,  e*  et)  +  B{e\  e»  0*)  +  B{e\  e\  (P)  +  B(e*,  e\  0^) 
=  9.8.7  +  9.8  +  9.8  +  9.8  =  720, 

A  =  ß(e»,  e»)  +  Ä(e8,0»)=^|  +  9=45, 

Ä,  =  J?(e»,  e\  «*,  et)  +  J?(e», «»,  e*,0»)  +  B{eK  e\  e\  0») 

_9.8.7.6    QJ^  9i8_17_ 
-  1.2.3  +  1.2  +1.2.3-Ö4U' 

tf«  =  B(e*,  e«)  +  £(e*  0«)  +  B(e*,  0*)  =  9 . 8  +  9  +  9  =  90 , 

B5  =  B(e4ie\e*)+  Ä(e«  ^0»)+£(eS«*,0*)  =^+a8+ll=360' 
B6  =        **)  +    (e»,  0>)  +        0*)  =  9.8  +  9  +  9  =  90, 
BT=B(e*)  =  9; 

die  fragliche  Anzahl  ist  hiernach 

B  -  2154. 


§.  10. 

Einfacher  als  in  j.  9.  geschah,  lassen  sich  die  gesachten  An- 
zahlen finden,  wenn  man  die  in  J.  2.  und  $.  3.  aufgestellte  Zer- 
legungsweise anwendet. 


d  by  Cii^ogltv, 
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Um  die  unter  a)  §.  9.  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  mau 
alle  Glieder  des  in  §.  2.  gegebenen  Schemas  in  Calcul  zu  ziehen» 
worin  0  in  der  rten  und  in  einer  höheren  Dimension  vorkommt. 
Diess  führt  zu  folgender  Darstellung: 

(24)  M=(m-l)r9m-r  +  (m— ])r-fi9*»-'-1 

-f  (m— Vr+zQ"-*-2  +  .     (m—  Om-jO1- 

Ausserdem  müssen  noch  folgende  Ausdrücke: 

/*(! ,  2 , . . . .  9)« ,   J*(l ,  2 , . . . .  9)"!-*  Z[m—  1 ,  01] 1 , 

#>(l,2,....9)»»-^[m~1.0*]*, 


/>(! ,  2  9)—+*  Z[m-l,  fr-1]»-1, 

oder  vielmehr  die  Ausdrücke: 

#"(1,2,  ....9)«,  #"(1.2  9)~-*,  P'(l,2,...9)'»-«....P'(l,2,...9)»-H-i 

in  so  weit  untersucht  werden,  als  in  denselben  eine  Ziffer  wenig- 
stens rmal  vorkommt  und  die  hieraus  messenden  Gruppenzahlen 
der  Reihe  nach  mit  1,  (m— l)lf  (m  — 1)2,  (m-  1),  ... .  (m— l)r-i 
vervielfacht  werden. 

Diess  kann  durch  folgende  Formel  geschehen,  die  ich  in  die- 
sem Archiv  (XV.  Theil.  S.  296.)  entwickelt  habe: 

'(25)  'P[lr,  2',  3«\...9']9=9.2:*  [r]*8*.9*-»-* 

-  9.82£[r]„ .  7»(^ Wr+,+y8* .  9f-*-i-*> 
+  9 . 8 .72?;[r],r>(^[r]r+x+^  (^M^+l+y+x .  8«  •  9?-3r-*-y-.) 

Hierin  ist  r  zu  belassen  und  statt  q  allmälig  m— r+1,  m— r+2,....m 
zu  setzen.  Die  Exponenten  von  a:  im  ersten  Gliede,  von  x  und  y 
im  zweiten  Gliede,  von  x,  y,  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden 
die  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0,  1,2  q—r  zur  ersten  Classe  im  ersten  Gliede, 

aus  den  Elementen  0,  1,  2, ....  q  —  2r  zur  zweiten  Classe  im  zwei- 
ten Gliede,  aus  den  Elementen  0,  1,  2,  ....q — 3r  zur  dritten 
Classe  im  dritten  Gliede  u.  s.w.  Die  Reihe  bricht  ab,  wenn  der 
Exponent  von  9  negativ  werden  sollte. 
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Bestimmt  man  hiernach  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  vorkommt,  so  hat  man  aas 
(24)  fiir  m  =  6  und  r  =  3: 

Aus  (25),  wenn  man  der  Reihe  nach  q  —  4,  5,  6,  dann  r  =  3  und 
für  x  und  y  die  oben  angegebenen  Werthe  setzt: 

'P[l9,  28  9»]^^=lü(9.9  +  9.3.8)=2970, 

'/"[l»,  2»,. ...9»]».  |  =  5. (9. 9*  + 9. 3. 8.9  +  9. 6.8*]  =  30646, 

2»,....9»]«  =  94  +  9.3.8.9«+Ö.6.82.9+9.10.88-9.8 ~| 

=  100521. 

Hiernach  ist  die  fragliche  Anzahl 

A  =7704  +  2970  +  30645  + 100521  =  141840, 

wie  oben  §.  9.  angegeben  wurde. 

Untersucht  man  nach  dieser  Methode  die  Zahlen,  die  einer 
bestimmten  Classe  zugehuren,  z.  B.  die  siebenstelligen  Zah- 
len, so  erhält  man  Folgendes: 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  zweimal  erscheint,  ist  nach  §.  5. 

Drt2  =  8455680; 

die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  wenig- 
stens dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  nach  (24)  und  (25)  für 
m  =  7,  r=3: 

M  =  (6)s9*  +  (6)49»  +  (6),  9»  +  (6)ö9  =  142650 , 

^1  =  6i|'P[l»,  2»,. ..  .9^=  15[9. 9*  +  9.3.8.9+9.6. 8«] =91935, 

4>=  j  'P[V,  2», ....  9»]«=6[9 .9»  f  9.3.8.9«+9.6.8»  9+9.10.8»-9. 8. 10] 

=  603126, 

A9  =  'P[l',  28,....  9»]r  =9. 94  +  9.3.8. 9»  +9.6.8*.9a +  9.10.88.© 

+  9.15.84-9.8.[10.9  +  15.8+3.7.15] 
=  1426329, 
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Die  Anzahl  aller  slebenzifferigen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  viermal  erscheint,  ist  aus  (24)  und  (26)  für  m=7,  r=3r 

M =(6)493  +  (6)69*  +  (6)a9=  I J430, 
6  5 

^a  =  P2//>[l4,  2V...9«]ft=15[9.9  +  9.4.8]=5535, 

Js = ? '/>[H,  2« , . . . .  9*]«  =  6[9 . 9»  +  9 . 4 . 8 . 9  +  9 . 10 . 8»]  *=  54486, 

^4='/>[14,-2*,....94p  =  9.9s  +  9.4.8.9a  +  9.10.8«.9  +  9.2ü.8s 

=  173889, 

A»4  =  245520. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  we- 
nigstens fünfmal  erscheint,  ist  für  m  =  7,  r=5: 

M  =  (6)Ä9*  +  (6)Ö.9  =  495, 

Ax  =  p| '/>[!•, 2», .... 9*]»=  15.9=135, 

4,^6/PCl0,  2»,....9»]«=6[9.9  +  9.5.8]=2646, 
J,='A>[l»,2*,....9«F  =  9.9a+9.5.8.9  +  9.15.8a=12609, 
Dr,a  =  15885. 

* 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  we- 
nigstens sechsmal  erscheint,  ist: 

M  =(6)6.9  =  9, 

^:=6»'J>[1«,  2«, ....  9«]«=6.9  =  54, 

A2 =7>[1«,  2°, . . . .  9«f  =  9 . 9  +  9 . 6. 8=513, 

/>7*  =  576. 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  Worin  eine  Ziffer 
siebenmal  wiederholt  erscheint,  ist 

Dm  =  9. 

Hieraus  bestimmen  sich  nun  die  Anzahlen  aller  siebenstel- 
ligen Ziffern,  worin  eine  Ziffer  gerade  ein-,  zwei-,  drei-,  sie- 
benmal erscheint  (nicht  mehr,  nicht  weniger),  und  man  erhält: 
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El  =544320, 

E2=  Dr^—Dj*  =8455680  — 2264040  =  6191640, 
Et=D7„-  D7* = 22G4040  - 245520  =2018520, 
*4=^>r.4—^r.*=245520  —15885    =  229635, 
£,  =  1^*— £^„=15885   -576  =15309, 
£ö=Z)r,fl- />,,,= 576      -  9         =  576, 
ET=DT,T~0     =9         -0  =9. 

Die  Summe  sämmtlicher  Anzahlen  gibt 

S=E,  +  £a  +  £8  +  ....+  Et  =  9000000, 

wie  diess  sein  muss,  und  es  bestätigt  sieb  hierdurch  die  Richtig- 
keit der  gemachten  Schlüsse. 

J.  II. 

Um  die  unter  b;  §.9.  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man, 
da  die  0  als  r-  und  Mehrfaches  keine  nea*  Gruppen  zuführt,  die 
Symbole 

P'  (1 ,  2, . . . .  9)"-',   P'  (1 , 2 , . . . .  9)"»-'-1 , ....  P'  (1, 2, ....  9)1 

nach  §.  3.  und  §.  4.  in  Bezug  auf  die  darin  vorkommenden  rer- 
schiedenen  Ziffern  zu  untersuchen.  Man  erhält,  wenn  man  m— r 
statt  m  io  (7)  setzt; 

(26)  Äm-r  =  [m-rf]]9-l  =  [10]w_r-  1. 

Kerner  hat  man  die  Symbole 

P'(l,2, ....  9)»»,  P'(1,2,....Q)»- »f  P'(l,2  9)"-*.... 

....P'(l,2,....9)»-r+i 

auf  die  unter  sich  verschiedenen  Gruppen,  woria  Irgend  ein  Ele- 
ment wenigstens  rmal  wiederholt  erscheint,  zu  untersuchen. 

Diess  geschieht  durch  die  in  diesem  Archive  (XV.  Tb  eil. 
S.  287.)  angegebene  Formel,  und  man  bat: 

(27)  'C[l-,  2r,  3', ....  9^=[9],_r+H-fo_r]l  [8],_Hl 

-  [7-2r  + 1],  [8],-2r+2-[9-2r]a[7]^w 
+  k-Sr  +  lim^ar+.+^-Sr],^-,^, 
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Hierin  hat  man  bei  der  Anwendung  r  zu  beiaasen  und  statt  g  die 
Werthe  m  — r  +  1,  m — r  +  2,  m  — r +  3.... m  zu  setzen. 

Soll  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
welche  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden  und  worin 
eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  erscheint,  so  bat  man  m  =  6  und 
r  =  3  zu  setzen,  und  erhalt  aus  (26): 

Aus  (27)  entsteht,  wenn  man  r=3  und  folglich  ?=4, 5,  6  schreibt : 

0  10    8  9 
4='qi»,  2», ....  «8]4=f^  +  o=81 » 

^-C[1^2^....93p  =  ^i  +  2.^0=4()5, 

a     >mt  08       o3i6    9101112  ,»  8.9. 10.11  8.9_ 

Die  gesuchte  Anzahl  ist 

B6fi  =  2154. 

Untersucht  man  auch  hier  nach  dieser  Methode  die  Zahlen» 
welche  einer  bestimmten  Classe  zugehiiren,  z.  ß.  die  sieben- 
stelligen, so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  unter  sich  verschie- 
denen Zahlen,  worin  eine  Ziffer  siebenmal  vorkommt  (q  =  7, 
rr=7): 

B7fr=z'C[V,V  9^  =  9; 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  sechsmal  erscheint  (m=7,  qr  =  6,  7 
und  r  =  6),  au«  (26)  und  (27): 

.4,  =  '<7[l«,  2«  9«]«=j  =  9, 

A,=  'C[i».  2«  9»r  =  ^+l.o=81' 

ßr<  =  99; 

« 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  fünfmal  wiederholt  erscheint  (m=7, 
r  =  5,  9  =  5,  6,  7): 
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,  =!?#-.=«. 

*  '  * 

A,  =  'C[l»,  2», .. . .  9»]«=  1^  +  O  =  81  • 

*='C[1*.  2*  9*r=TOi  +  2 -öS-«»- 

Är,„  =  549. 

Fährt  mau  auf  dieae  Weiae  fort,  ao  erhält  man: 

ß7,t  =  219  +  9  +  81  +  405  +  1485  =  2199 , 
B7f3  =  714  +  405  +  1449  +  4131  =6699 , 
#^=2001  +2919  +  6399=11319,  ' 
Brtl  =  11439. 

Hieraus  ergeben  aich  die  Anzahlen  aller  siebenstelligen  Zah- 
len, worin  eine  Ziffer  gerade  sieben-,  sechs-,  fiänf-,....  einmal 
erscheint  und  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern  unterscheiden. 
Sie  sind 

Gr =9, 

G6 = BT,6 — B7,T = 90 , 
G6  —  B7fi — B7*  =450 , 

G4= #7,4-^7,5= 1650. 
(?3=JBr„-/2r,4=45(X), 

<?»=Är,a-Jßr^=4620, 

GX=B7,X  —  ^=120. 

Ihre  Summe  ist  11439,  wie  diess  sein  muss. 

....  -  \ 

. 

.  §.  12.  . 

Die  unter  b)  §.  9.  aufgestellte  Aufgabe  kann  noch  auf  eine 
einfachere  und  folgende  Weise  gelöst  werden. 

Bemerkt  man  nämlich,  dass  bei  Darstellung  der  Gruppen  der 
Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  die  Anordnung  der 
Elemente  bei  der  Anschrift  keinen  Einflusa  auf  die  Gruppen  und 
ihre  Anzahl  übt  und  dass  sofort 
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C'iPi » «• » <**)m  =  C'(a% ,  a9 , .... a«,a1)"' ....  =  C'(ä« ,  o*,  «!>•" 

ist,  weil  immer  dieselben  Gruppen  nur  mit  anderer  Anordnung 
der  Elemente  heraus  fliesten ,  so  kam  man  diese  Bemerkung  auf 
die  zehn  Zahlzeichen  anwenden  und  folgende  Anordnung: 

C'(l,  2,  3,. ...9,  0)» 

wählen. 

Werden  nun  unter  der  vorstehenden  Elementenanordnung  die 
Gruppen  (hier  mstelli^e  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Zif- 
fern unterscheiden)  gebildet,  so  entstehen  alle  möglichen  Grup- 
pen mit  Wiederholungen,  von  denen  nur  eine,  nämlich  diejenige, 
welche  0  in  der  mten  Dimension  führt,  als  nicht  zulässig  ausau- 
schliessen  ist.   Hiernach  hat  man  die  Gleichung: 

(28)  C'[l,2,3,....9,0]«  =  [10]w-1, 

welche  schon  oben,  (8)  §.  3.,  auf  anderem  Wege  aufgefunden  wurde 
und  die  Menge  der  mstelligeo  Zahlen  angibt,  die  sich  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden. 

Wendet  man  nun  das  Gesagte  auf  Bestimmung  der  Anzahl 
aller  mstelligen  Zahlen  an,  die  sich  durch  verschiedene  Ziffern 
unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wiederholt 
erscheint,  so  leitet  sich  aus  der  in  diesem  Archiv  (XV.  TbeiL 
S.  287.)  angegebenen  Formel  folgende  ab: 

(29)  '  C[V9    fr, ....  9',  <Kj« = [lOln-r+i  +  [m-r]  [9]w_rfi-l 

—  [m-2r  +  1]  ^„-er+a-fro— 2r]2 [8]»-2r+s 
+  [m-3r + l]a  [8]^sr+34  [m-3r]a  [7]«_3f+s 


Für  rsl  geht  (29)  in  (28)  über,  wie  diess  sein  mnss. 

Bestimmt  man  nun  aus  (29)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
nannten Mengen  der  siebenstelligen  Zahlen,  die  sich  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens 
einmal,  zweimal,....  siebenmal  vorkommt,  so  ist: 

Br>x='C[V,  2S....9»,0»r=[10]r-l  =  I1439, 
Br*='C[l»,2», ....  9»,  0»F=[10]fl+  5[9]e-4[9]5-6[81i 

+  318]4  +  1.[7]4-1  =  U319, 
i?rtS=:'C[l»,2»,....  9»,  0«]^=[I0J5+4[9]a-2[9],-[8]f-l=669y, 
Br»='C[l*,  2*, ....  9*,  0»]y=[10]4  +  3[914^l=:2l99, 
tfr,ft  =  'C[l«,  2»,....  9«,0»]'  =  [10]3  +  2[9],-l=549, 
Bf* = ' C[i;  2«. . . . .  9«,  0T = [101»  +  iPt - 1  =  99 , 
B„rÄ'C[lT,  2*,....9',OT=iO-l=9. 
Es  sind  dieselben  Mengen,  die  in  $.  11.  gefunden  wurden. 
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Die  in  $.  9,  angegebene  Metbode  wurde  schon  im  XV.  Bande 
des  Archivs  mitgetbeilt  und  ist  hier  nur  der  Vollständigkeit 
wegen  aufgenommen  worden. 

Mit  den  hier  angegebenen  Sitten  lassen  sich  nun  aacb  die 
Mengen  der  mstelligeo  Zahlen  angeben»  worin  eine  Ziffer  höch- 
stens rmal  wiederholt  erscheint 

Die  hier  aufgeführten  Gesetze  finden  unmittelbar  ihre  Anwen- 
dung auf  Dezimalbrüche,  denn  die  Einreibung  der 0  geschieht  bei 
diesen  auf  die  umgekehrte  Weise,  wie  bei  den  ganzen  Zahlen,  und 
verliert  ihre  Bedeutung,  wenn  sie  den  Schloss  der  übrigen  Ziffern 
bilden  sollte. 


XXIX. 

De  indiciis,  quibus  dijudicari  possit,  num  sit  7  aut  13 

i 

factor  numeri  integri  dati. 

Aoctore 

D".  Christiano  Fr.  Lindman, 
Lect.  Strengt!. 


Tomo  XXV.  pag.  176.  seqq.  hujus  Archivi  Dom.  Beyer  de 
divisione  numerorum  per  Septem  disputavit,  in  quam  rem  ego  quo- 
que  olim  inquisivi.  Aliara  sc  D*4  Reyer  regulam  inveni,  quam 
hic  profero,  non  quod  regulam  divisione  ipsa  commediorem  dari 
posse  existimem,  sed  quia  via,  qua  inventa  est,  attention  e  non 
prorsus  indigna  videtur. 

Sit  igitur 

T  =  a»a^  +  cin-ix*-1  +  ö»-»j^2  +  ....  +  atx  +  a0. 
Constat,  hoc  polynomium,  per  x—  k  divisum,  suppeditare  residuum 
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466  Lindman:  De  HtdicHs,  quibui  dfjudicari  possit,  num  sif 

Rk  =  ajc* + an-i      1 + a«_a        +  ....+  axk  +  a0 

et  quantitatem  x—k  factorem  polynoiuii  T  esse  tion  posse,  nisi 
est  Rk=zQ.  Quod  si  x  et  A:  specialem  valorem  accipiunt,  necesse 
non  est,  sit  Rk~0,  dmnmodo  Rk  factorem  x — k  habeat.  Posito 
igitur  xz=lO,  manifestum  est,  numerum  quemcunque,  cujus  notae 
sunt  aUt  an-i  cett.  (atque  ideo  ant  öb-i  ....  <  10),  polynomio  T 
exhiberi.  Jam  posito  k=\  autJ5r=—  1,  inveniuntur  regulae  cogni- 
tae,  quarum  beneficio  cognoscere  licet,  sitne  9  aut  11  factor  nu- 
meri  dati 

10»«„  +  10— »<r„_i  +  ....  +  1<K  +  o0 

necne.  Sin  autem  £=3  et  k=  —  3  constituitur,  regulae  inveniun- 
tur factorem  7  et  factorem  13  dignoscendi,  quae  tarnen,  ut  nunc 
sunt,  roanifesto  nulli  sunt  usui.    Itaque  aliae  quaerendae  sunt. 

Positis  radicibus  cubicis  imaginariis  uuttatis  negativae  =a,  ß 

l+tV3          1  — «V3 
atque  ideo  a= — ^  »    ß  =  v  — »  quam  sit 

7=3*-3+I,   13  =  3*  +  3  +  l, 

liquet  esse 

7  =  (3-«)(3-0),   13  =  (3  +  a)(3  +  /5)  =  (-3~a)(-3-/J). 

Utambae  regulae  siraul  reperiantur,  residuum  Rk  prius  per  k — ct 
deinde  per  k — ß  dividatur,  ubi,  divisione  facta,  littera  k  prius 
aequalis  3,  tum  aequalis  —3  ponatur.    Prior  divisio  dat 

Rh 

jrzra  =  an  A— 1  +  (a„a  +  o»_j)  k»~*  +  (o«  «H  an-i  o + a*_a)  + .... 
+  (a„       +  a«_i  a»-» -f ....  +  o4)  £  +  <z«  o"-1  +  aB-io«-8  + ....  +  o,a + at 


ana«  + «„-la"-1 -I- .... +a,a+ Co 
+  

Si  haec  expressio  ulterius  per  k — ß  dividitur  et  ea  pars  quoti, 
quae  est  numerus  integer,  per  Q  designatur,  reperimus 


Rk  a    aacf-r-on-itt"-^  •  ...+  gigjfl0 

+  _ 

Hae  fractiones  =r»  ponantur  et  ad  eundem  Henominatorem  redu- 
cantur.  Congestis  deinde  terminis,  in  quibus  a  eundem  habet  in- 
dicem,  beneflcio  tbeorematis  cogniti 
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7  nut  13  factor  numeri  integri  dtttf.  469 

.    ,  «P— 8p 

ctP-1  +  ctP-*ß  +  «l»-30*  +  . . . .  aßP~*  f  0/»-»=  a_:ß 

reperitur 

Quum  vero  sit 

1  +  «V3    r    »       .  jr         J-tV3  «        .  * 

«  =  2 —  =  Cos3+iSin^,  0  =  g  —  =Cosj  — tSmj,  . 

liquet 


0„_pp  »topf 
TZT 5-= — ->  «ß  =  l- 


quamobrem  invenitur 


l  P=n    ASinpj— Sin(p-l)y 

r*=PL^m[ao+  Vr  — *  


vel,  quia  est 


op.  ~  =  a0,   si  est  p  =  0, 

Sin  3 

1  p=n  ÄSilipg— Sin(p-l)g 

3 

Manifestum  est»  valorem  absolutura  quantitatis  r*  numeram 
integrum  esse  oportere,  si  £*— £  +  1  factor  numeri  T  esse  po- 
tent Functiones  goniometricae,  quae  in  forraola  inventa  insunt, 
eam  paene  inutilem  reddere  videntur.    Quum  vero  consideramus, 


kSmp  ^  —  Sin(p— 1)  j 

 —  =  l(— 1)»,        si  est  7?— 3m, 


Sin| 


»» 


=  *(-l)«,  „  „  „=3m+l, 
=  (*-!)  (-!)»•,  „  „  „  =  3m+2, 
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4/0  Umdman:  Vet*(ttcU$t  (fltib**  dijudicoH  postit,  numtitetc. 
melior  regula  reperitur.   Posito  jara  *=3,  evadit  Jfc*— Jfe+1=7  et 

,^3Sin;,|--Sin(r-l)£ 

S  =  1.(00  —  08  +  08  —  610.) 

+  3.  (öi  — o4  +  oy  —  etc.) 
+  2 .  (oa—  o4  +  o8  — etc.). 

Itaqne  numerus  datus  a  deztra  parte  ad  sinistram  io  classes 
triom  notarom  dispertiatur.  Ultima  classis  unam,  duas  vel  tree 
notas  habere  potest.  »Sit 

T=  |331j7J9|157j035. 

Summa  nuper  allata  fit 

=  l.(5-7+9-l)+3.<3-5  +  1-3)  +  2.(0-1  +  7-3) 
=  1.6—3.4  +  2.3=0 

atque  ideo  est  numerus  datus  per  Septem  sine  residuo  divisibilis. 
Posito  denique  Jt= — 3,  fit        *  +  l  =  13  et 

p=9    -  SSin p  |  -  Sin  (p- 1)  | 

ä  ap  =l.o0 —3 . (at  —  04+0,—  etc.) 

'=0  Sio| 

— 4 .  (oa — oa+o8  —  etc.) 
—  l.(os— oe+<»9-etc.). 

■ 

Nunc  numerus  datus  in  das« es  quoque  dispertiator  eodem  modo 
atque  ante«,  nisi  quod  nota  peoultima  fit  prima  oota  classis  primae. 
Sit  numerus  datus 

=  |1191010ie95|5W|8. 
Summa,  de  qua  nunc  agitur,  est 

=1.8-3.(4-5+0-9)-4.(ö-9+1-1)-1.(d*-6+0-1) 
=  1.8  +  3.10  +  4.3+1.2=52. 

Sequitur,  ut  13  sit  factor  numeri  dati. 
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De  usu  coordinatarum  polariam  in  qoadratura  corrarum. 
Supplementum  quoddam  librorum  de  calculo  integrali. 

Aactore 

Dr«.  Christiano  Fr.  Lindman, 
Lect.  Strengt». 


Quam  quam  roulta  genera  coordinatarum  excogitari  possnnt, 
rectilinearum  tarnen,  interque  eas  orthogonalium,  atque  poiarium 
usus  est  frequentisaimus.  Utrumque  genug  aua  habet  eommoda, 
ita  ut  propositum«  quoddam  nunc  hoc,  nunc  illo  genere  utendo 
facilitts  assequi  liceat  In  planis  curvis  quadrandia  utrumque  saepe 
genua  aeque  commode  potest  adhiberi,  interdura  vero  usus  alterius 
commodior  est.  Verum  quidem  est,  auperficiem  sectoris  ope  coor* 
dinatarum  poiarium  in  venin,  segiuenti  autem  coordinatia  orthogo- 
nalibus,  qua  tarnen  sola  re  decernendum  non  est,  utrum  genus 
co>ordinatarum  praecipue  adhibendum  sit,  quia  saepe  usu  venit, 
ut  coordinatae  polares  superficietn  segmenti  commodius  exliibeant, 
dummodo  trianguium  addatur  vel  subtrahatur.  Quum  Vero  utraque 
ratio  eandem  affert  utilitatem,  eanimirum  eligenda  est,  cujus  usus 
miuimum  affert  laborem,  id  quod  ex  aequatione  curvae  peadet. 
Omnes  scriptores  de  calculo  integrali  docent,  quae  forraulae  hac 
in  re  adhHbendae  sint,  sed  coerdinatas  orthogonales  eatenua  ante- 
ferre  videntur,  quoad  Ks  saepins  utantur  earumque  usura  pluribus 
exemplis  illuatrent.  Quae  quum  ita  sint,  quidquam  nequeiis  pror- 
sus  inutile,  qui  caiculum  Integralem  discere  velint,  neque  prae- 
ceptoribus  ingratum,  qui  exempla  qualiacumque  accipiant,  facturus 
mihi  Visus  sum,  si  usum  utriusque  generts  coordinatarnm  in  cur* 
vis  quibusdam  algebraicis  quadrandis  inter  se  conferam,  praeser- 
tim  quum  occasio  ita  praebeatur  agendi  de  integralibus  quibusdam, 
qoorum  mentio  jam  antea  (Tom. XXIII.  pag.  446.)  facta  est. 


472  Undman:  De  utu  coordlnatarum  polarium  in  guadratura 

I.  Si  quis  eam  curvam,  quam  Folium  Cartesii  vocant,  qua- 
drare  vult,  magna  inde  exsistit  molestia,  quod  aequatio  hujus  curvae 

x*  +  y*  =  axy  (1) 

tertii  est  gradus.  Facile  intelligitur,  formulam  usitatam  sine  idonea 
substitutione  adhiheri  non  posse.  Quuin  vero  meliorem  reperire 
non  possum,  quam  qua  usus  est  Moll  weide  in  Lexico  Klüge- 
liano  (Tom.  IV.  pag.  1*23.)»  ad  hoc  opus  lectorem  delegans  usura 
tantum  coordinatarum  in  bac  curva  quadranda  ostendere  conabor. 
Positis  igitur 

y  =  rSintjp,   x  =  r  Cosg>, 
aequatio  (1)  in  aequationem  simplicem 

«SinqpCosqp 
r""SinV  +  Co8"V (  ' 

mutatur.   Sector  igitur  quidam  (=S9)  aequatione 

O  0 

datur.    Divisionc  per  Cos6g>  supra  et  iufra  facta,  evadit 

rr»  P  9      tg«y  d<p 

(1  +  tgW'CoiV 

positaque  tg*<p—z, 

a»  p  ig>    dz       a*  tg»y 

Superficies  totius  ovalis  ponendo  <p=ä  reperitur  =  iT'  Sin  au- 

tem  superficies  a  curva  et  ordinata  quadam  et  axi  abscissaram 
terminata  quaeritur,  sector  a  triangulo 

f*Ä.     r  a*     Sin8<pCossg>       o*  tgV 

~2  Ä'n^°8<P-^  (SinV+CosV)*"  2 '(l+tgV)* 

tantisper  subtrahatur,  dum  sit  tgq>  ^  VI  vel  de  parte  curvae  in 
axin  abscissarum  convexa  agatur.  Quod  si  quaeritur  segmentum 
a  parte  concava  terminatum,  ponendum  est  ^— g>  pro  q>  vel  anguli 
oumerandi  sunt  ab  axi  ordinatarum ,  quo  fit 
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Supplem.  quoddam  Ubrorum  de  calculo  Integral/.  473 

Ä|_9-6  *l  +  Cot3<p-6    1  +  tgV 

cui  denique  addendum  est  triangulum.  Facillime  perspicitur,  qno- 
modo  sumendus  sit  angulus  <p,  quaodo  segmenta  ab  infinitis  cur- 
vae  ramis  terminata  quacruntur. 

II.    Apud  Moigno*)  proponitur  curva,  cujus  aequatio  est 
tf-96a*j*+10Q#a*—at=0.        .       .  (4) 

Positis 

y  =  rSing>,   #  =  rCosqp, 

prodit  aequatio 

r*(Cos4<p  -  Sin4g>)  =  4a2  (25  Cos  V— 24Sin*<p) 
vei  formulis  goniometricis  notissimis 

Itaque  inveuitur 

=49«^a--9l)  +  ~ll   ^  1  ...  (6) 

E  6gura  (vide  Moigno)  patet,  superfictem  partis  finitae  inveniri, 
si  in  integrati  per  4  multiplicato  ponitur  9^  =  ^  et  arcui  <px  datur 

is  valor,  quem  habet  <p,  quando  est  r  =  0.  Posito  igitur  in 
aequatione  (5)  r  =  0,  habebimus 

1  2 

Cos2<p=— 4y,  Cos«jp=±^V6, 

ubi  signum  superius  adhibendum  est.   Itaque  est 

2 

g>i  =  ArcCos^  V6, 

ubi  Are  Cos  solito  modo  designat  arcum  minimum,  cujus  Cosinus 
2 

sit  =^V6.   Ita  invenitur  superficies  (A)  totius  partis  finitae 
A  =  4«2[49  Are  Sin  ^  V6  + 1  (5—2^6)] 
=  4a*[49  ArcCoay  +  1(5— 2V6)]. 


*)  Lefoni  de  Calc.  Diff.  et  Integr.  Pari«  1840.  Tom.  I.  p. 
Th.il  XXVI. 
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Segraenta  partis  finitae  ut  exemplo  priorereperiuntur.  Si  sectores 
ab  infinitis  ramis  terminati  quaeruntar,  angulus  <p  intra  limites  O 

et  ArcCo*|v6  sumatur.    Segmeota  facile  inveniri  possust. 

*  i 
Eandem  superficiem  coordinatis  rectilineis  utentes  determinare 
conabimur.    Ex  aequatione  (4)  invenitur 

y  =  ±  V  4^dbV^Ö4«  *^r2  ( 100«* — *2) , 
quae  tarnen  expressio  usu  formulae  cognitae 

+^«±^=±lv  2— -±\  — 2  J 

in  formal*  concinniorem  redigi  nnn  potest,  quia  «3-j3  non  est 
quadratum.  Nihilosecius  formula  illa  ea  util'is  est,  quod  ope  ejus 
quantitas  sub  signo  radicali  simplicior  fit.    Enimvero  habebimus 

y  =  ±  j^24«»  +  |V"i^-l?dbV^ VMSCTj  • 

Primum  omniiim  dijndicandnm ,  quomod«.  signa  sumere  oporteat. 
Quoniam  superficies  quaesita  respectu  axium  aequalis  est  et  con- 
gruens,  satis  est  positives  tantum  coordinatarum  valores  conside- 
rare.  Sequitur  ut  Signum  superiu»  extra  uncos  adhibendum  sit. 
De  signis  inter  radicales  nunc  decernendum  est.  Aequatione  (4) 
differentianda  reperitur 

dy  5(hg) 

unde  patet,  taogeiitem  curvae  esse  horizontalem  in  duobus  pönetig, 
quorum  coordinatae  sunt  *  =  0,  y  =  +  4«v6,  et  verticalem  in  octo 
punetis,  quorum  coordinatas  dedit  Moigno,  praetereaque  in  duo- 
bus punetis,  quae  Moigno  oblitus  est  et  quorum  coordinatae  sunt 
#  =  ilOrt,  y  =  0.  Ex  his  decem  punetis  quattuor,  quorum  coor- 
dinatae sunt  *=6a,  #=±4aV3,  *=-6a,  y  =+4aV3,  sita 
sunt  in  ea  curvae  parte,  de  qua  nunc  agitur.  Hinc  intelligitur, 
valores  ipsius  y  intra  limites  0  et  4oV6  (inclus.)  et  valores  ipsius 
x  intra  limites  0  et  6a  (inclus.)  contineri.  Jam  facile  perspicitu*, 
omnes  valores  ipsius  y  a  nihilo  usque  ad  4« t/3  expressione 

exhiberi,  omnes  autera  valores  a  4a\/3  usque  ad  4a  expressione 
y2  =  yr 24a*+f  V1B5P"-^»  +  \  24a*-|  VTtX)a*-x*. 
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Si  quaeritur  eadem  superficies  (=  A)  atque  antea,  invemtur 

A c= tj"*      -    )     =  $  f  *°  dx  ^~  24a*  - |  VTUOa^  x\  (7) 
Posito  jam 

prodit 

x  =  V  25a2  +  2az  ±  ^5Ö*~^2äz , 

•  ?»:•. 

quia  positivorum  tantum  valorum  ratio  habenda  est.  Etiaronunc 
ambigitur,  utrum  signum  inter  radicales  sumendum  sit.  Maximum 

functioMS  *V^10üa*~ara  est  =  50a2  et  locum  habet,  quando  est 

*  =  5aV2  vel  x  =  \WÖa*^x*.  Limites  autcm  integralis  (7) 
sunt  a:  =  0,  4:  =  6«,  quorum  uterque  minor  est  quam  5a  V2. 
Valor  igitur  factoxis  ajterius  Semper  est  major  quam  Ö«v2.  Jam 
si  factores  a:  et  V"  100a2— a:2  erunt  permutati,  iidem  valores  atque 

antea  invenientur*  Quoniara  vero  est  V  1UÖ«2 — xl>  x  pro  Omni- 
bus valoribus,  quibus  nunc  utendum  est,  scquitur,  ut  sumi  debeat 


x=  V"26öa  +  2ai^V25«2-2a£. 
Limites  tiunt  »»0,  x  =  12a  et 

_         tidz  adz 

His  in  aequatione  (7)  substitutis  evadit 
Posito 

T  25a  +  2z 

habebimus 

a  24— 25ti2     M  AQaudn 

2 

Limites  *  =  0,  2  =  12«  trausemit  io  u  =  ^\/ö,  w=0  resp.,  qui- 
bus permutati«  evadit 

.  4 /"24a -2z  /»K  e  ««d«        K  ^Ä14öa.    ,  2  _ 
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476  Lindman:  De  usu  coordinatarum  polarium  in  qvadratura 
Eodera  modo  reperitur 

diVü^2t=aJ        (TT^i  =  »«V«  +  fl(5-av«. 

o  o 

Summa  horum  integralium  per  8a  multiplicata  dat 
4  =  4aa  { 49  Are  tg  |  V6  + 1  (5 — 2  V6) ). 

2  5 
Quum  vero  sit  Arctg^  V6  =  Are  Cos  ^,  valor  superficies  idem  est 

atque  antea,  sed  multo  majore  lahore  inveotus. 

Sin  autem  quaereretur  superficies  (=  B)  a  parte  curvae  con- 
cava  et  ordinata  quadam  et  axi  abscissarum  terminata,  habere  mus 

B^f'dxtfvtaH^KW^ 

M  O 

ubi  est  a?i_16a.    Facile  apparet,  quam  lata  et  molesta  computatio 

inde  sit  oritura.  Hic  tarnen  spatium  non  detur  huic  computationi, 
quippe  quam  parvi  referat  ulterius  persequi. 

III.    Alia  apud  Moigno*)  occurrit  curva,  cujus  aequatio  est 
y4  +  2*V+*4— 6a.rya— 2or* +        =  0.   .   .  (8) 

Ut  baec  curva  ope  coordinatarum  polarium  quadretur,  ponatur 
yz=rCosq>,  x  =  rS\uq>,  quo  facto  aequatio  (8)  transit  in 

■ 

ra  —  2arSin9)(l  +  2Cos*(p)  +  aaSina9=:0.    .    .  (9) 

Etiamsi  baec  aequatio  non  aeque  simplex  sit,  quam  quae  priore 
exemplo  inventa  est,  superficies  tarnen  quaesita  haud  difficulter 
cognoscere  licet.   Aequatione  (ü)  soluta,  prodeunt  aequationes 

r'  =  aSin<p{l  +  2Cos2g>  +  2Coso)\^l-f  Cos2<p}, 

r"  =  aSin  q>  { 1  +  2  Cos2?— 2Cos<p  ^T+Cos*q> }. 

Ut  facillime  perspicitur,  ille  valor  curvam  exteriorem,  hic  interio- 
rem  competit.     Superficies  sectoris  cujusdam,  quando  angulus 

<  * 

sectoris  est  =<p,      __»>-),  exhibetur  formulis 


*)  1.  c.  pag.  225.  Terminus  tarnen  ultirous  apud  Moigno  est  2a*x*. 
Quum  vero,  au  clor  e  Moigno,  punctum,  cujus  coordinatae  sont  x  =  0, 
V  =  0,  sit  punctum  duplex,  terminn«  ultimus  sit  a*X* ,  necesae  est. 
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o  o 
+  2a* J*9'  SinVCo8^9>(l+2Cos«9)VrrfC^V,  :j 

<V  =  i  f9 '  r"*d<p=~  f9i  S\n*<p(l+8Co8*<p±*Cas*<p)d<p 

o  o 

S\ü*q>Coa  tpdtp  (1  +  2Cos*g>)V  l+Cos*qp. 

l/  }   .  •  1  ::4... 

O 

:■  .         1  i  ....  1  .«...'*.,..  «{:>   'i;  •  j 

Jam  vero  est 


1  1 

=  2qpj  —  ^  { Sin 2q>i  +3  Sin  4^  +  «|  Sin 69^}. 
Integrali  posteriore  ponatur  Sin  7=  V2Sin^>,  quo  facto  evadit 

/9l  Sin    Cos  <pd<p  (1  +  2Cos  V)  ^1  +  Cos  V . 
o 

=  4 y*^'  Sio>CosV(3-4Sitt^)rfv;,: 


Sin  < 
V-2 


ubi  est  1/^1=  Are  Sin — rr4*    racillime  perspicitur  ess* 


....        '.♦••»  '* 
9lS\n*<pCos<pd<p(l  +  2CosJV)V  l  +  Co»*«p 


Sin»^Co8*^rf^-  /  Sin^CosVtyj 

- 

,  .  =i{4^+2S«n2^-5io4^«|?in^i1{. 


Itaque  est 

I  =ö2(9>i±^)-  Io|Sin2^  +  3Sin49l +  38106^} 

±  ^  { 2  Sin  2^  -  Sin  4fe  -  3  Sin  6ft  }, 

ubi  signnin  superius  est  sectoris.  S9 / ,  inferius  sectoris  Si 
ex.  r.  e.t  „=f  Weoquo  reperitar 
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Superficies  segmenti  cujusdam  ut  in  ezemplo  primo  inreniri 
potest.         '  •  '• 

Usus  coordinatarum  orthogonalium  boc  loco  satis  facilis  et 
coromodus,  nisi  quocj  valores  ipsius  y  inter  se  accuratiu*  dietiiv 
guendi  sunt.   Aequatione  (8)  solvenda  habebimus 

y=±  V>^.-»)±»  V  (3a-*)»-  (*-«)», 

unde  liquct,  quantitatera  x  valores  negativos  non  admittere.  Quiu 
vero  opus  non  est  nisi  valores  positivos  ipsius  y  respicere,  pooatur 

y=>fx@a—x)±x  V(3a  —      —  (x-a)%. 

Quantitas  ista  radicaiis  in  d aas  radices  aimpKces  transformari  pot- 
est.   Ita  invenitur 

Vi  ==  V  x(2a— x)  +  STäx, 

y% = V x(2a — x)  —  V ax,  si  est  x^a, 

^3  =  \Tax  —  V x(2a — x)y  si  est  x  a. 

Ex  bis  valoribus  y%  competit  curvam  interiorem.  Valores  ylt  y9 
sunt  curvae  exterioris,  yx  partis  concavae,  y3  partis  convexae. 
Ducta  igitur  per  punctum,  cujus  coordioatne  sunt  y=0,  x=xt 

(xi^a),  recta  axi  ordinatarum  parallela  positaque  =  A  superficie, 

quae  ab  hac  recta  et  axi  abscissarom  et  parte  quadara  curvae  in 
terioris  continetur,  habebimus 

A^J"* yidx^J***  dxV xCla-^x)—  >fäj  %Wxdx 


o  o 

f  ' 


=  ~  Are  Cos  — ^-i  — (a— .Ti)  V*,  (20—.^)  —  3  arx  >f  ax\ 

atque  ideo,  postta  x^a,  totam  superficiem  interiorem  =°2^| 
ut  antea. 

■ 

Jam  vero  si  posuerimus  superficiem  ab  iisdem  rectis  et  parte 
quadam  curvfee  exterioris  coneava  terminatam  =  Ax ,  inventemus 

Ax= j**1  yxdx=J  *' dx  V x{%i-x)  +  V^äJ*  "xdx \Tx 

l»  o  o 

o — 1  „  ,     2  r 

=     Are  Cos- — ~-"-^(o--a:i)  V«i<2w--a?1)     jari  V«»i, 

*  ■ 

quae,  posita     =  o ,  transit  in 
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Segraentura  a  parte  convexa,  axi  absciasarum  et  otdinarta  qoadam 

indusum  fecillime  reperitur.  »,  „, 

IV.   Apud  Moigno  occurrtt  curva»  cujus ,  aequatio  est 

.y4— **  +  2faty=0  (10) 

Positis  y  =  rSin<pt   z  =  rCos<p  invenitur 

Quando  agitur  de  ramo,  qut  supra  «in  absei  ssarum  jacet 
(j>9>*o),  eradit 

1    P9  b%  P9 

o  o 

vel,  quoniam  est 

O  O  Ol» 

jf  ^(i+^-V-lsin'i^^SinWT+a-'  <S(f+»>)-9]- 

r 

■    ■  '  *  <•  ■ 

Sit  ex.gr.  9>=«  et  evadit 

Sector  a  ramis  sub  axi  abscisSarum  terrainatus  reperitur,  si  an- 
gnlus  <p  ponitur  negativus,  et  superficies  segmenti  inter  curvara  et 
ordinatam  et  axin  abscissarum  comprehensi,  si  S9  a  triaugulo 

=  "2*  SinqpCosgp=^-Cosag>Sin2gptg2g>  subtrahitur. 

Coordinatis  orthogonalibus  utenti  computatio  fit  molesttor. 
Quantitas  x  ex  aequatione  (10)  quaerenda  est,   quoniam  aequatio 


*)  Quia  •uperficie«  tota  antea  in  venu  est  =ta*  I  X^"'3  )»  •e<lnitui% 
ut  «egmoHluin ,  quod  abacinditnr,  ti  rectal  per  punctum  (xmff^irssO)' 
axi  abteistarum  perpendicularii  decitau*  •«tnicjrculuni  adaequet,  cujus 
radiu«  «il  —d 
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respectu  hujus  quaotitatis  faciltns  solyi  potest.  Si  positivi  tan- 
tum   valores  quantitatum  variäbilium  res piciuntur ,    ponenda  est 

^*y  +  yV6*  +y.   Jan  sit  A  =  soperficiei  a  carva  et  axi 


ordinatarum  et  recta  abscissaram  axi  paraHeia  terminatae:  inve- 

nieraus  A== P*  xdyzsij* 9  dy ^ty+yV^oHy*  Posita y=  6tgtK 

o  o 

evadit 

✓»Arclg|   == 

A=b*J  V     +     v  1  + 

vel  ex  notis  formulis  gooiometricia 

o 

Alia  variabifi  *  pro  Siot^  introducta,  quia  tarn  est 

coai^=;i^r+7+  vr^ii        .  -  • 

invenitur 

V2  ly       (l-z2)»  V  i' 

ubi  est  *  =  tA?-  , 

Postqaam  qaantitates  aub  aigno  /  solito  modo  factae  bunt 
rationales,  reperitur 

(1  -  aV       4(1-*)  Vi  +1;  +  8V2  VT+^  -  V*7  ' 

o  ..  <        .1  ; 


Substitute  valoreipsiuszj  etreductionibusquibusdam  factis,habebimus 


'  •  • 


18  YV8^+7-^   8         *  55 — 

quae  formula  adeo  est  implicita,  ot  dubitart  possit,  utrum  mole- 
stius  sit,  eam  adbibere  an  invenire. 
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ci. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Am  19.  August  des  vorigen  Jahres  (1855)  ist  leider  wieder 
einer  der  verdientesten  deutschen  Mathematiker,  der  zugleich 
auch  ein  trefflicher  Lehrer  war,  der  Kaiserlich  Russische  Colle- 
gfeenrath  und  Professor  am  Gymnasio  illustri  zu  Mi  tan,  Dr.  Mag- 
nus Georg  von  Paucker,  der  Wissenschaft  durch  den  Tod 
entrissen  worden.  Der  Herausgeber  des  Archivs,  welcher ,  so  • 
lange  er  das  Glück  und  die  Ehre  hatte,  mit  dem  Verstorbenen  in 
literarischer  Verbindung  zu  stehen,  demselben  Immer  die  grOsste 
Achtung  bewahrt  bat,  .freut  sich,  seinen  Lesern  den  folgenden, 
von  dem  wardigen  Sohne  des  Verstorbenen,  dem  bestandigen 
Sekretair  der  korländischen  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst, 
Herrn  M.  C.  von  Paucker,  ihm  freundlichst  eingesandten  Ne- 
krolog mit  nur  geringen,  hier  durch  den  beschränkten  Raum  ge- 
botenen Abkürzungen  mittheilen  zu  können.  Magnus  Georg 
von  Paucker's  viele  treffliche  Schriften  und  praktische  Arbei- 
ten, die  allen  Mathematikern  bekannt  sind  und  daher  einer  voll- 
ständigen Aufzählung  hier  nicht  bedurften,  sichern  ihm  für  alle 
Zeiten  einen  würdigen  Platz  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft, 
und  seine  vielen  Schuler  werden  seiner  immer  mit  der  grussten 
Liebe  und  Dankbarkeit  gedenken.  Als  der  Herausgeber  in  der 
nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienenen  Nr.  XCIX.  des  Literari- 
schen Berichts  Paucker's  verdienstliche  Arbeiten  über  die  Ge- 
stalt der  Erde  anzuzeigen  die  Freude  hatte,  war  ihm  sein  bereits 
erfolgter  Tod  noch  ganz  unbekannt;  desto  mehr  wurde  er  durch 
die  Von  seinem  würdigen  Sohne  ihm  gegebene  Nachricht  von  dem- 
selben überrascht  und  betrübt,  freut  sich  aber  nun  auch  um  so 
mehr,  Ihm  jene  als  Schriftsteller  ihm  rühmenden  und  ehrenden 
Worte  fo's  Grab  nachgerufen  zu  haben.  '  G. 

I  UI.  XXVI.  Hfr.  U  1 
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Nekrolog. 

Magnus  Georg  von  Paucker. 

Geboren  sn  St.  Simon»  in  Ehatland  am  15.  Moveraber  IT87. 
Gestorben  zu  Mi  tan  nm  19.  Aogust  1855. 

Sohn  eines  um  seiner  Pflichttreue  uml,  Rechtach  affenheit,  wie 
uro  seiner  sittlichen  Strenge  und  literarischen  Bitdung  willen  in 
seiner  Gemeinde,  bei  seinen  Eingeplanten  und  Amtsgenossen  in 
Ansehen  und  grosser  Achtung  stehenden  Landpredigers  in  Ehst- 
land, genoss  Paucker  einer  sehr  sorgfältigen  Erziehung  zuerst 
im  elterlichen  Hause  und  seit  seinem  eilfiten  Jahre  bei  einem  On- 
kel in  der  nur  wenige  Meilen  entlegenen  Kreisstadt  Wesenberg. 
Zu  Ende  des  Sommers  1801  aber  erhielt  er,  nebst  mehreren  ver- 
wandten Knaben  seines  Alters,  zu  Hause  in  einem  aus  Erfurt 
gebürtigen  kenntnissreichen  Juristen,  Herrn  Johann  Heinrieb 
Eid  ejus  tjus  Heuser,  einen  trefflichen  Lehrer,  der  seine  gluck- 
lichen Anlagen  rasch  zu  entwickeln  wusste  und  besonders  als 
gründlicher  Geometer  ijim  eine  .entschieden  vorwaltende  Neigung 
zu  den  mathematischen  Wissenschaften  einflösste,  deren  theore- 
tische Gon6equenz  und  praktische  Anwendbarkeit  den  aufstreben- 
den Jüngling  sehr  anzog  und  frühzeitig  seinen  Scharfsinn  übte. 
Erst  15  Jahre  alt  war  er  daher  schon  im  Stande,  die  zu  der  von 
seinem  Vater  inj  Jahre  1804  veranlassten  Stiftung  einer  ehstlän- 
diseben  Landprediger  -  Wittwen  -  und  Waisen -Kasse  erforderlichen 
Berechnungen  mit  Sicherheit  nach  den  zum  Grunde  gelegten 
Mortalität?- Verhältnissen  auszuführen  und  selbstständig  einen  Ka- 
lender für  das  Jahr  1805  auszuarbeiten,  der  handschriftlich  noch 
vorhanden  ist.  Zu  Anfang  dieses  Jahres  bezog  er  die  neugegrün- 
dete Landes -Universität  in  Dorpat,  wo  er  sich  unter  Leitung  der 
ihm  sehr  wohlwollenden  Professoren  G.  F.  Parrot  und  J.  W.  Pfaff 
dem  Studium  der  Physik  und  der  sogenannten  exaeten  Wissen- 
schaften, Astronomie,  Mechanik  und  Hydraulik,  mit  grüsstera 
Eifer  hingab,  auch  darin  solche  Fortschritte  machte,  das*  bereits 
Sm  Jahre  J806  Professor  Pfaff  „einige  astreg nostisebe  Notizen" 
und  eine  Abhandlung  „über  den  Sehungsbogen  der  Fixsterne" 
von  ihm  der  Veröffentlichung  durch  den  Druck  werth  erachtete 
und  seinen  „astronomischen  Beiträgen"  einverleibte,  gleichwie  P. 
auch  im  Sommer  1808  die  „  Vermessung  des  Embacbstroms  im 
Livland  von  seinem  Ausfluss  aus  dem  Wirzjfirw  bis  an  seinen 
Eiuflnss  in  den  Peipussee  in  einer  Lange  von  12  Meilen,  mit 

einem  Spiegel -Sextanten  durch  ein  PreieeJtoets"  trigonometrisch 

> 

■ 

* 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CU 


Z 


aueführte,  eine  Arbeit,  die,  begleitet  von  Tiefenmessungen  und 
einer  genauen  Karte  über  den  Lauf  des  Flusses,  von  der  neu  er- 
richteten Naturforscher- Gesellschaft  in  Dorpat  jetzt  nach  bald  50 
Jahren  noch  der  Veröffentlichung  würdig  befunden  worden  und, 
nachdem  die  Karte  bereits  in  Berlin  gestochen  ist,  nächstens  in 
dem  „Archiv"  der  Gesellschaft  an's  Liebt  treten  wird,  da  sie, 
deren  letztem  Jahresberichte  S.  87.  zufolge»  auch  nach  dem  gegen- 
wärtigen Standpunkte  der  Wissenschaft  nur  wenig  zu  wünschen 
«briglfaat  Nachdem  Professor  Pfaff  zu  Anfang  des  Jahres  1809 
Dorpat  verlassen,  begab  sich  auch  P.  nach  St.  Petersburg,  wo 
er  bei  Zarskoe-Selo  den  ersten  Telegraphen  in  Russland  errich- 
tete und  dafür  mit  einem  Brillant  rir>ge  von  Kaiserlicher  Huld  be- 
lohnt wurde.  Zugleich  bereitete  er  sich  hier  für  den  Militärdienst 
bei  dem  Corps  der  Wasser- Common! kationen  vor,  in  welches  er 
als  Offizier  eintreten  sollte,  als  er  im  Herbste  1810  zum  Ober- 
lehrer der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  an  das  Gymna- 
sium zn  Wiburg  berufen  ward,  welches  damals  zum  Dörptschen 
Lehrbezirk  mitgehörte.  Hier  wirkte  er  Indessen  nur  wenige  Mo- 
nate, da  schon  am  1.  December  1810  der  Observator  und  ausser- 
ordentliche Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  in  Dor- 
pat, E.  Chr.  Friedr.  Knorre,  starb,  an  dessen  Stelle  P.  zu 
Anfang  des  folgenden  Jahres  vocirt  wurde  und  im  Juli  1811  ein- 
trat. Hier  beschäftigten  ihn  die  schwierigsten  Aufgaben  der  höhe- 
ren Mathematik,  und  verbreiteten  sich  seine  amtlichen  Vorträge 
vornehmlich  über  die  Analysis  des  Unendlichen,  die  Differential- 
und  Integral  *  Rechnung  etc.,  daher  die  Zahl  seiner  Zuhörer,  die 
ihm  mit  Nutzen  zu  folgen  vermochte,  begreiflich  nur  eine  geringe 
war,  unter  ihnen  namentlich  auch  der  unifingst  verstorbene  Inge» 
niear-General  von  Hezel  und,  wenn  wir  nicht  irren,  auch  der 
später  berühmte  Akademiker  Friedr.  Georg  Wilh.  von  Struve, 
der  bald  nachher  sein  Amtsnachfolger  an  der  Sternwarte  zu  Dor- 
pat waTd.  Denn  schon  am  12.  September  1811  war  der  Professor 
Beitier  in  Mitau  verstorben  und  sein  erledigtes  Amt  am  dasigen 
Gymtrasio  Hlustri  ward  im  folgenden  Jahre  P.  angetragen,  der  in- 
dessen zuvor  noch  im  Marz  1813,  nach  Cffentücher  Verteidigung 
seiner  Inaugnral  -  Dissertation :  de  nova  ezplicatione  phaenomeni 
elasHcttatis  corporum  rigidorum,  76  S.  4.  unter  dem  PrSsidio  des 
Professor  Job.  Gott  fr.  Huth,  als  dermaligen  Decans  der  Faeiil- 
tät,  die  philosophische  Doctorwflrde  erwarb  und  im  Juni  als  aus- 
serordentlicher Professor  bestätigt  ward ,  ehe  er  zu  Anfang  August 
sein  neues  Lehramt  als  Oberlehrer  der  mathematischen  und  phy- 
sikalischen Wissenschaften  und  Observator  der  Sternwarte  in 
Mitau  antrat.  Hier  eröffnete  sich  ihm  ein  zwar  nicht  sehr  weiter, 
aber  reich  gesegneter  Wirkungskreis  ftfr  Jugendbildung  und  Ver 
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breitung  wissenschaftlicher  Kenntnisse,  dem  er  mit  unermüdlichem 
Eifer  ein  volles  Menschenalter  hindurch  seine  besten  Kräfte  und 
reichen  Erfahrungen  gewidmet  hat.    Er  begnügte  sich  aber  nicht 
mit  dem  bloss  mündlichen  Unterrichte  in  allen  Zweigen  der  Mathe- 
matik und  in  der  Physik,  in  welchen  seine  Schüler  bis  zum  Uni- 
versitätsstudium vorbereitet  wurden,  sondern  suchte  auch  durch 
zahlreiche  Schriften  der  Wissenschaft  in  weitern  Kreisen  Anhän- 
ger und  Freunde  zu  verschaffen,  wobei  er  später  vornehmlich  die 
praktische  Anwendung  der  wissenschaftlichen  Errungenschaften  auf 
gemeinnützige  Zwecke  im  Leben  und  Verkehr  der  'Menschen  im 
Auge  hatte  und  nach  allen  Seiten  durch  Wort  und  Schrift  anzu- 
bahnen bemüht  war.   Noch  im  Jahre  1813  Hess  er  seine  „Theorie 
der  Derivationen "  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  in  dem  Jahre  1814 
erscheinen.   Seine  beredten  Worte  „zur  Feier  des  Allerhöchsten 
Geburtsfestes  Sr.  Kaiserl.  Majestät",  gesprochen  im  grossen  Hör- 
saale des  Gymnasium  illustre  zu  Mitau  am  12.  December  1816, 
16  S.  4.,  hatten  die  Zugabe  eines  neuen  Lehrstuhls  für  die  prak- 
tische Mathematik,  das  Militär-  und  Ingenieur -Wesen  zum  Ziel, 
damit  das  Gymnasium  im  Stande  sein  möge,  dem  Zutrauen  noch 
kräftiger  und  vollständiger  zu  entsprechen,  dessen  es  bisher  ge- 
würdigt worden,  wie  Aehnliches  vor  wenigen  Jahren  von  der  ehst- 
ländischen  Ritterschaft  bei  der  Ritter-  und  Domscbule  in  Reval 
bewirkt  worden  ist.     In  dem  zur  Eröffnung  des  Lehrcursus  auf 
dem  Gyronasio  illustri  zu  Mitau  im  Jahre  1817  gedruckten  Pro- 
gramm verbreitete  er  sich  „über  astronomisch  -  trigonometrische 
Landesvermessungen",  und  in  demselben  Jahre  machte  er  in  Boh- 
nenberger's  und  Baron  Lindenau' s  Zeitschrift  für  Astronomie 
und  verwandte  Wissenschaften  Bd.  III.  S.  364  etc.  eine  kurze  Mit- 
theilung „über  die  geographische  Länge  und  Breite  des  Cap  Do- 
me«sues*  von  Kurland."   Ueberhaupt  entwickelte  er  im  Jahre  181? 
eine  grosse  literarische  Thätigkeit,  da  ihm  in  der  am  23.  Novem- 
ber 1815  gegründeten  und  von  dem  derroaligen  Kriegs-Gouverneur 
zu  Riga  und  Oberbefehlshaber  von  Liv-  und  Kurland  etc.,  Mar-  - 
quis  Paulucci,  sehr  bereitwillig  am  2.  December  d.  J.  bestätig- 
ten kurländischen  Gesellschaft  fär  Literatur  und  Kunst,  nachdem 
auch  deren  Statuten  am  20.  December  1816  confirmirt  und  ge- 
druckt worden,  die  Pflichten  eines  beständigen  Sekretärs  dersel- 
ben übertragen  wurden,  denen  er  sich  mit  dem  lebendigsten  Eifer 
und  einer  gewissen  Vorliebe  unterzog.    Dies  leuchtet  gleich  sehr 
aus  der  „ersten  Beilage  zu  den  Statuten  der  literarischen  Socio, 
tät  in  Kurland,  die  Zwecke  derselben  und  deren  Ausführung  be- 
treffend" vom  28.  März  1817  hervor,  welche  gewissermassen  als 
Programm  ihrer  künftigen  Wirksamkeit  für  die  historisch- 
literarischen  und  rein  wissenschaftlichen  Interessen  unse- 
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rer  Ostseeprovinzen  zu  betrachten  ist,  als  aus  den  Jah ras- Ver- 
handlungen dieser  Gesellschaft,  deren  1.  Band  1819,  der  «weite 
um  die  Mitte  des  Jahres  1822  in  Mi  tau  bei  J.  F.  Steffenhagen 
und  Sohn  in  4  erschien  und,  ausser  dem  von  ihm  abgefassten 
historischen  Theil,  auch  eine  Menge  rein  wissenschaftlicher  Ar- 
beiten  des  Secretärs  neben  sehr  werthvolleti  historischen  und 
literarischen  Mittheilungen  vieler  andern  Mitglieder  der  kurländi- 
scben  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst  urufasst.  Diese  Jah- 
res-Verhandlungen  aber  begründeten  in  sehr  würdiger  Weise  den 
gelehrten  Ruf  dieser  Gesellschaft  und  das  gerechte  Vertrauen  zu 
ihren  erfolgreichen  Bestrebungen  im  In-  und  Auslande.  Um  so 
mehr  war  es  zu  beklagen,  dass  Missverstönduisse  in  dem  engern 
Ausscbuss  der  Gesellschaft  Paucker  veranlassten,  dieses  Amt 
und  die  Redaction  der  Jahres  -  Verhandlungen  sofort  aufzugeben, 
welche  seitdem  zu  erscheinen  aufborten.  Aus  dem  Jahre  1817 
rühren  noch ,  ausser  den  „  Relationen  über  die  Sitzungen  der  kur- 
ländischen  Gesellschaft  fär  Literatur  und  Kunst",  welche  er  in 
der  allgemeinen  deutschen  Zeitung  für  Russland  zu  Mitau  bis  zum 
2.  Juni  1821  fortsetzte,  auch  Mittbeilungen  „Ober  die  Erscheinun- 
gen der  Capillarität"  in  eben  dieser  Zeitung  und  in  deren  Ergän- 
zungsblättern 1817  und  1818  zur  Widerlegung  verschiedener  vom 
Professor  G.  Fr.  Parrot  d.  ä.  darüber  geäusserten  Ansichten, 
qnd  in  Bode  s  astronomischem  Jahrbuch  (Berlin  1817)  für  da» 
Jahr  1818  S.  173 etc.:  „Astronomische  Beobachtungen,  neue  Me- 
tboden zur  Prüfung  des  Ganges  der  Uhren  aus  korrespondirenden 
Sonnenhohen  und  zur  Berechnung  der  Parallaxen  enthaltend." 
Im  folgenden  Jahre  1818  Hess  P.  nicht  allein  eine  vollständige 
„U  ebersiebt  der  Verhandlungen  der  kurländischen  Gesellschaft  för 
Literatur  und  Kunst",  sondern  auch  ein  „ Jahresprogramm  des 
Museum  und  Athenäum  der  Provinz  Kurland"  besonders  erschei- 
nen, um  grossere  Theilnahme  für  diese  Institute  im  gebildeten 
Publikum  daselbst  zu  erwecken,  was  auch  nicht  ohne  Erfolg  blieb, 
da  namentlich  das  kurlandische  Provinzial  -  Museum ,  das  nach- 
malige Schosskind  des  würdigen  Staatsraths  v.  Recke,  auch 
Gegenstand  der  sorgfältigsten  Pflege  seiner  Freunde,  des  Dr.  Lich- 
tenste in  und  des  jetzigen  Direktors,  Herrn  Landbofmeisters 
Baron  Klopraann,  seit  jenem  Jahre  ohne  Unterlass  vielfach  be 
reichert  und  geschmackvoll  ausgestattet,  eine  der  grossten  Merk- 
würdigkeiten und  Zierden  der  Hauptstadt  Kurlands  geworden  ist, 
das  dem  Laien,  wie  dem  Kenner  eben  so  viel  Belehrung  als  Un- 
terhaltung zu  gewähren  vermag,  indem  es  über  die  Natur  und 
Geschichte  der  Provinz  Aufklärungen  giebt,  die  man  nirgends  so 
anschaulich  und  vollständig  wieder  Buden  kann. 
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h\  eben  jenem  Jahr«,  am  28.  Februar  1818,  war  sein  Sehr 
gescheuter  friherer  College,  Professor  Huth,  in  Dorpat  verstor- 
ben, und  bei  Wiederbesetzung  dieses  Lehrstuhls  die  allgemeine 
Aufmerksamkeit  auf  P.  gerichtet,  ohne  dass  er  Veranlassung  hatte» 
sich  um  denselben  zu  bewerben.  Indessen  mochte  es  ihn  wohl 
etwas  überraschen,  dass  ihm  der  ausländische  Professor  Bran- 
des bei  der  Wahl  des  Conseils,  wenn  auch  nur  mit  ein  oder  zwei 
Stimmen,  vorgezogen  ward,  der  zwar  anfangs  nach  Dorpat  über- 
zusiedeln bereit  war,  später  aher  in  Breslau  zu  bleiben  sieh  be~ 
wogeu  sab,  darauf  die  Professur  der  Astronomie  und  Mathematik 
in  Dorpat  P.  förmlich  angetragen  ward.  Da  dies  jedoch  in  Folge 
der  frühem  ihm  ungünstigen  und  nur  durch  Brandes'  Ablehnung 
später  vereitelten  Wahl  geschah,  so  konnte  er  es  nicht  für  ange- 
messen halten,  dem  in  solcher  Weise  an  ihn  ergehenden  Rufe  zu 
folgen,  wiewohl  es  ein  Ueberredungen  dazu  von  manchen  früheren 
Freunden  in  Dorpat  nicht  fehlte.  Das  Cooseil  entschied  sich  «Jä- 
her für  die  Trennung  der  bisherigen  Professur,  indem  sie  den  Ob- 
Senator  und  ausserordentlichen  Professor  Wilhelm  von  Struve 
1820  zum  ordentlichen  Professor  der  Astronomie  ernannte»  den 
damaligen  Professor  Bartels  in  Kasan  aber  im  Januar  1821  zum 
Professor  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  in  Dorpat  be- 
rief, der  seinen  Dienstantritt  im  folgenden  Jahre  mit  einer  lateini- 
schen Dissertation  über  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
bezeichnete. 

Unterdessen  hatte  P.  in  der  Heimath  sich  mit  einer  Jugend- 
freundin seiner  Geschwister,  der  Tochter  des  Majors  Carl  Frie- 
drich von  ßaggehuffwudt  und  dessen  erster  Gemahlin  He- 
lene geb.  v.  Ulrich,  der  geistreichen  und  liebenswürdigen  Anna 
Christina  Wilhelmine  von  Baggehuffwudt,  -zu  Woihifer 
am  8.  August  1819  vermahlt,  welche  ihm  in  liebevollster  Hinge- 
bung, das  Leben  verschönte  und  sein  Verbleiben  in  Mitau  lieb  und 
werth  zn  machen  wusste;  denn  sie  waren  hier  gar  bald  völlig 
beimisch  geworden  und  hatten  in  vielen  Kreisen  Liebe  und  Freund- 
schaft gefunden,  mit  denen  sie  seitdem  einen  freundlichen  Verkehr 
unterhielten;  und  nach  der  Geburt  des  ersten  Kindes  hatte  ihre 
Elternfreude  in  sinniger  Weise  die  Stiftung  eines  Frauenvereins 
in  Mitau  veranlasst,  in  welchem  ihr  lebhaftes  Mitgefühl  für  die 
Leiden  und  Freuden  der  Mitmenschen  sich  noch  einen  wejtern 
segensreichen  Wirkungskreis  eröffnet  sah,  dessen  anregende  Ele- 
mente bei  mancher  Aufopferung  an  Zeit,  Mühe  und  Kosten  die 
genugthuendste  Beschäftigung  so  in/ als  ausser  dem  Hause  gewährte. 

Paucker's  häusliches  Glück  aber  gab  ihm  auch  die  rechte 
Freudigkeit  zu  seinem  Beruf  und  zur  unermüdeten  Förderung  der 
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liebgewonnenen  Wissenschaft.  War  die  „Anwendung  der  Methode 
der  Uetnsten  Qeadratsomme  auf  physikalische  Beobachtungen"! 
schon  1819  Gegenstand  eines  Gymnasial- Programme ;  seine  1820 
gedrückte  „mathematische  Gedenktafel'*  ein  prägnanter  Ausdruck 
seiner  Lehr*eisc  *)  und  das  Programm  zur  Eröffnung  des  Lebt- 
careas  im  Jahre  1821  „Einiges  Ober  die  geometrische  Aufioanagf 
coblecber  Gleichungen"  voll  Scharfsinn  und  strenger  CöaseojuensV 
wie  so  viele  seiner  streng  wissenschaftlichen  Arbeiten  a*er  Art  in- 
den-  Jahres-  Verbandlungen  der  kurländiscken  gelehrten  Gesell-1 
schaft**),  so  enthielt  dagegen  seine  am  12.  Oecember  1822  im 
grossen  Hörsaale  des  Gymnasium  zu  Mitau  gehaltene  Rede  eine 
begeisterte  Schilderung  der  neuesten  Entdeckungen  am  gestirnten 
Himmel  und  der  raseben  Fortschritte  in  der  Astronomie.  Eine 
Frucht  grössten  Fleisses  und  in  seiner  Lehrthäti^keit  beim  Gym- 
nasium gesammelter  zehnjähriger  Erfahrung  aber  war  das  1823 
zu  Königsberg  von  ihm  erschienene  und  dem  berühmtesten  deut- 
schen Geometer,  Professor  G a  uss  in  Güttingen,  zugeeignete  Lehr- 
buch:  „die  ebene -Geometrie  der  grarien  Linie  und  des  Kreises» 
oder  die  Elemente  '*  für  Gymnasien  und  zum  Selbstunterricht. 
Gleichzeitig  fügte  er  dem  seit  1814  von  ihm  berechneten  Umtau- 
schen Kalender  auch  eine  ,,Ostertafel  des  Julianischen  Kalenders 
für  immerwährende  Zeiten  der  Zukunft  und  Vergangenheit  (von 
1383  bis  1914)  auf  eine  Periode  von  532  Jahren;  nach  einer  heuen 
Einrichtung  berechnet,  Mitau  1823"  hinzu,  so  wie  er  seit  den 
letzten  drei  Monaten  des  Jahres  1821  über  28?  Jabre  hindurch  sehr 
regelmässige  „meteorologische  Beobachtungen  auf  der  Sternwarte 
In  Mitau"  anstellte ,  deren  Ergebnisse  er  später  '»  den  „Arbei- 
ten" der  kurländiscken  Gesellschaft  ausführlich  bekannt  gemacht 

hat  und  die  zu  seinem  Vorschlage  zu  dergleichen  an  versebtede- 

~~ , — „ — ^ —         .  j  ■* 

•)  In  demselben  Jahre  wurde  P.  Mitglied  der  Naturforscher-Gesell- 
•chaft  in  Moskau.  Ferner  war  P.  Ehrenmitglied  der  Natt  rf ««sehe  r-GCseH 
•chaft  in  Dornst,  ordentliches  Mitglied  der  literarisch  »praktischen  Bür- 
gerrerbindung  in  Riga,  der  Gesellschaft  für  Geschichte  u.  Alterthumskonde 
der  Ost*ee-Gouvernenients,  currespondirendes  Mitglied  der  ehstländlsehen 
literarischen  Gesellschaft  zu  Reval  nnd  der  Socidtd  des  sciences .  lettre« 
et  arts  zu  Antwerpen. 

**)  Nicht  unerwähnt  kann  hier  bleiben,  welehen  regen  Anthtll  P. 
auch  an  der  von  dem  General  Tenner  für  Litthaiien  bis  an  die  «ranzen 
Kurlands  ausgeführten  Gradmessung  und  später,  in  den  Jahren  M86  und 
1826.  auch  in  den  fom  Professor  Strure  in  Jafcobstadt  und  bei  Kreuz- 
barg, wie  auf  der  Insel  Hogland  unternommenen  astronomischen  Hohen 
bestimmuogen  und  genauen  Berechnungen  der  ersten  rassischen  Gradmes- 
song  genommen  hat,  wofür  ihm  wiederholt  da«  Allerhöchste  Wohlwollen 
Sr.  Kaiserl.  Majestät  bezeugt  ward. 
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henbacbtungen*)  geführt  haben  ,  in  Kurland,  wie  in  Ehst-  und 
Livland.  Sehr  sorgfaltige  Untersuchungen  und  Vergleichnugen 
setzten  ihn  1823  auch  in  den  Stund,  alt»  deren  Resultat  ^authen- 
tische Bestimmungen  inländischer  Maasse  und  Gewichte"  in  Ran- 
pneb's  neuem  Museum  der  deutschen  Provinzen  Kusslands,  Bd.I. 
Heft  1.,  Dorpat  1824,  mitzutheilen ,  die  ihn  später  noch  su  einer 
sehr  umfassenden  Arbeit  Ober  die  Metrologie  Kusslands  veranlass- 
ten, welche  handschriftlich  in  6  starken  Qaartanten  der  Kaiserl. 
Akademie  der  Wissenschaften  im  October  1831  vorgestellt  wurde 
und  >hel  der  ersten  Vertheilung  der  Demi dow 'sehen  PrSmien  im 
April  1832  ihm  den  vollen  Preis  von  5000  Rbl.  Bco»Assign.  erwarb. 
Eben  so  hatte  schon  im  Januar  18*22  sein  „Memoire  sur  la  con- 
struetion  geometrique  des  equations  du  troisieme  degre  et  sur 
les  proprietes  principales  de  ces  equations,  deraontreee  par  la 
Geometrie  e^ementaire",  abgedruckt  in  den  Memoires  del'AcadeWie 
des  sciences  de  St.  Petersb.  1826.  T.  X.  p.  158 — 266.,  die  Ebre  «ei- 
ner Ernennung  zum  correspondirenden  Mitgliede  dieser  Kaiserl. 
Akademie  au  Wege  gebracht.  Seine  Thütigkeit  auf  der  Mitauer 
Sternwarte  aber  gab  sich  kund  durch  Mittheilungen  in  Bodens 
astronomischem  Jahrbucbe  zu  BeaBn  1825  „über  das  Mit  tags  fern- 
rohT  auf  der  Sternwarte  zu  Mitau"  und  „Resultate  der  Aberra- 
tionstbeorie  der  Fixsterne,  Planeten  und  Kometen*«,  ferner  „fiöer 
cortespondirende  Sonnenhöhen und  in  seinen  Berechnungen  über 
„Mondes- Auf-  und  Untergang  im  Jahre  1827"  in  der  Beil.  Nr. 49. 
sur  allgemeinen  deutschen  Zeitung  in  Mitau  1826.  Desgleichen  (finden 
sich  in  Schumacher  s  astronom.  Nachrichten  Bd.  III.  Altona  1827 
seine  „Bestimmung  der  Polhobe  der  Mitauer  Sternwarte"  und 
„Zenitbdistanzen  des  Polarsterns,  zur  genauem  Bestimmung  der 
Polhohe  der  Mitauer  Sternwarte,  mit  einem  18zolligen  R eiche n- 
bacb- Ertel sehen  Verticalkreis  im  Sommer  1828  gemessen**  in 
Bd.  VII.  Altona  1829 S.  359  ff.,  auch  ein  Aufsatz  „Ober  Refractions- 
tafeln ebend.  S.  401. 

Aher  nicht  allein  an  wissenschaftlichen  Zeitschriften  des  Aus- 
landes nabln  P.  fleissigen  Antheil,  auch  der  Literatur  des  Inlan- 
des war  seine  Aufmerksamkeit  beständig  zugewandt  So  lieferte 
er  im  Ostseeprovinzen  -  Blatt  von  Sonntag  zu  Riga  1826  S.203  ff. 
eine  ausführliche  Anzeige  der  vom  Professor  Struve  herausge- 
gebenen „Beschreibung  des  grossen  Refractors  von  Fraunhofer 
anf  der  Sternwarte  zu  Dorpat",  auch  in  dessen  literarischen  Supple- 
ment-Blättern  1827  eine  anerkennende  Beurtheilnng  des  „Catalo- 


•)  Siehe  Heilügr  nur  Mitaui«r.hen  Zeitung  184«.  \r.  7t  etc. 
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gut  novus  »tolmruBt  dordkiutei  ei  rouUiplicium"  ditfe*  berühmten 
Astronomen,  nnd  «ach  in  de»  literarischen  Begleitern  der  f«lg«i- 
den  Jahrgänge  noch  mehrere  literarisch*  Anzeigen.  BeartJraitnn» 
gen  imd  Kritiken  wissenschaftlicher  Werke  seines  Fachs,  denglet 
cheu  1830  ebend.  den  Auszug  aus  einer  grossem  Abhandlung  ,,fiber 
den  JuKanischen  and  Gregorianischen  Kalender."  In  de»  Qua - 
tembern  vom  Professor  T rao tvetter  zu  Mitau,  1829.  Bd.  1.  Hft.  1., 
besprach  P.  die  neuesten  „Erscheinungen  in  der  Naturwissenschaft-« 
liehen  Literatur"*  bestimmte  im  Hfh  2.  „  die  geographische  Breit« 
von  Mitan"  und  t  heilte  im  Hft.  3.,  Mf  tau  1830,  seine  Beobachtun- 
gen mit  „  über  den  Gang  der  Wärme  und  des  Luftdrucks  zu  Mitau." 
Zur  T  heil  nah  nie  an  den  Dorpater  Jahrbüchern  für  Literatur,  Sta- 
tistik und  Kunst,  besonders  Russlands,  aufgefordert,  lieferte  er 
in  dessen  zweitem  Hefte  im  Juli  1833  eine  ausführliche  Ankündi- 
gung seines  „praktischen  Rechenbuchs  für  inländische  Verhält- 
nisse", dessen  erstes  Heft,  „allgemeine  Regeln",  bereits  1834, 
das  zweite  sehr  reichhuitige  Heft  von  334  St.,  „Handels-  und  Fi- 
nanzrechnungeu "  enthaltend  und  dem  Herrn  Finanzminister  Grafen 
C an  cri n  gewidmet,  zu  Mitau  1836, das  dritte  dem  Wirkl.  Kammerherm 
Grafen  Joh.  Fr.  v.  M edem  dedicirte  Heft  über  „administrative  und 
ökonomische  Rechnungen"  zu  Mi  tau  1837,  auf  124  S.  8.,  und  gleichzeitig 
auch  eine  2.  Aufl.  des  1.  Heftes  erschien,  ein  Werk,  das  fBr  so  viele 
Beziehungen  des  täglichen  Vetkehrs  im  Handel  und  Gewerbe  un- 
entbehrlich geworden  und  seinen  bisher  fast  nur  den  Gelehrten 
vom  Fach  bekannten  Namen  auch  in  den  fernsten  Kreisen  unserer 
Lande  und  Städte  populär  gemacht  hat.  Während  Paucker  in- 
dessen für  die  Dorpater  Jahrbücher  noch  ferner  thätig  war  und 
1835  in  deren  4.  Bande  St.  5.  S.  420-452  L.  Pansner's  „Ver- 
such einer  tabellarischen  Uebersicht  der  russischen  Münzen"  einer 
ausführlichen  und  gründlichen  Beurtheilung  unterzog,  bei  welcher 
Gelegenheit  er  sich  über  das  Müuzsystem  Russlands  sehr  vor- 
teilhaft aussprach  und,  zur  Fixirung  des  bisher  so  veränderlichen 
Cnurses,  dieses  System  auf  den  Metali werth  der  den  Schwankun- 
gen im  WTerthe  des  Papiergeldes  weniger  ausgesetzten  Silber- 
Münze  zu  gründen  vorschlug,  was  bekanntlich  von  der  Staatsre 
gierung  für  nützlich  und  zweckgemä'ss  erkannt  und  auf  dem  Wege 
der  Legislation  im  Jahre  1839  allgemein  eingeführt  worden  ist. 
Im  5.  Bande  St.  3  der  Jahrbücher  S.  177—217  lieferte  er  noch  im 
Sept.  1835  eine  „Metrologie  der  alten  Griechen  und  Römer,"  die 
auch  besonders  abgedruckt  und  den  Gymnasien  des  Dorpater 
.Lehrbezirks  mitgetheilt  ward,  und  im  Octbr.  1835  ebend.  S.  356 
— 362  eine  „Valvationstabelle  römischer  Denarien,  verglichen  mit 
russischen  Gewichten  und  Münzen."  In  demselben  Jahre  erschien 
auch  in  dem  Berichte  der  Kaiserlichen  Academie  der  Wissenschaf- 
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ten  Ober  die  vierte  Zuerkennung  der  Deraidowschen  Preise  ein 
„Aussog  aus  seiner  neuen  Bearbeitung  des  ersten  Theils  der  ms- 
sieeben  Metrologie"  St  Petersburg  1835  S.  31—67  und  dem  nächst 
in  des  Etatsratbs  Schumacher  Jahrbuch  für  die  Jahre  1836  und 
1837,  gedruckt  au  Stuttgart  und  Tübingen,  8.,  S.  74—. 87  „die 
Maasse  und  Gewichte  Kusslands  und  seiner  Provinzen,"  nebst 
einem  „Nachtrage."  Seine  unermüdete  wissenschaftliche  Thäiig- 
keit  io  jener  Zeit  bekundet  noch  ein  dem  Herrn  Curater  des 
Dörptschen  Lehrbezirks,  General  v.  Cra  ff  ström,  angeeignetes 
gelehrtes  Werk  unter  dem  Titel  „Geometrische  Analysis,"  e»t- 
haltend  des  Apollonias  ren  Perga  Sectio  rationis,  spatii  et  deter- 
ininata,  nebst  einem  Anhange  (Leipzig  bei  Leop.  Voss  1837.  XII.. 
und  164  S.  8«  nebst  9  Kupfertafeln)  und  „die  Osterrechnung  zur 
Einführung  eines  heesern  kirchlichen  Kalenders  und  Oster-Kanons" 
(Riga  und  Leipzig  1837,  4.  X.  und  96  S.  nebst  37  S.  Tabellen)» 
dedicirt  dem  Herrn  Minister  der  Volks« Aufklärung,  Geh.- Rath 
Uwarow,  so  wie  eine  in  der  kmiändischen  Gesellschaft  ffir  Li- 
teratur und  Kunst  vorgetragene  Abhandlung  „Ober  die  neueste 
Astronomie/'  aamentlch  über  die  von  dem  Prof.  Argelander 
entdeckte  Bewegung  unseres  Sonnensystems  im  Welträume  und  des 
Akademikers  v.  Struve  neueste  Entdeckungen  aa  den  DopueU 
sternen. 

Schon  im  J.  1825  war  Paucker  zum  Hofrath  und  1827  zum 
Coll.> Rath  befördert  worden*).  Im  J.  1831  ward  ihm  der  ehren- 
volle Antrag  gemacht,  die  Stelle  eines  ordentlichen  Mitglieds  der 
Kaiserlichen  Academie  der  Wissenschaften  zu  St.  Petersburg 
einzunehmen.  Der  damalige  Gehalt  eines  Akademikers  war  nur 
2500  Rbl.,B.#A.  und  die  Erwägung  des  ungleich  kostspieligeren  Auf- 
enthalts in  der  Residenz  mit  den  grössern  Kosten  der  Erziehung 
seiner  3  Sühne  und  einer  Tochter,  wozu  seine  amtliche  Stellung 
und  seine  ökonomische  Lage  in  Mi  tau  manche  Erleichterung  dar- 
bot, legten  ihm  aber  die  unabweisbare  Pflicht  auf,  der  ihm  zuge- 
dachten Ehre  einer  solchen  Dienstveränderung  zu  entsagen,  da 
die  Aussichten  für  ihn  in  Petersburg  durch  Nebenarbeiten  seine 
Subsistenzmittel  als  Akademiker  vermehrt  zu  sehen  sehr  ungewiss 
waren,  dagegen  die  Notwendigkeit,  solche  zu  erwerben  und  die 
dazu  erforderliche  Zeit  dem  Amte  und  dessen  gesteigerten  Anfor- 
derungen zu  entziehen,  sich  als  gewiss  und  unerlässlich  heraus- 
stellte. Daher  war  es  natürlich,  dass  er  es  vorzog  zu  Mitau  in 
seinen  bisherigen  Verhältnissen  und  in  der  gewohnten  und  lieb- 

  i 

•)  Da«  Diplom  de*  erblichen  Reicha-AdeU  i*t  ihm  unterm  21.  Aujr. 
IMS  Hnnge«tellt, 
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gewonnener»  Amtswirlcsamkeit  s«  ▼erMeibeny  weftr  er  rieh  wftfcren* 
seines  Sorameraufentbalts  in  Reval  zur  Zeit  der,  wegen  4er  mit 
grosser  Heftigkeit  in  Riga  und  Mitan  ausgekrochenen  Cholera- 
Epidemie,  verlängerten  Schulferien  entschied.  Er  kehrte  daher 
im  August  1831  nach  Mitau  zu  neuer  freudiger  Wirksamkeit  zurück, 
die  indess  nach  wenig  Jahren  durch  häusliche  Leiden  schmerzlich 
getrübt  wurde.  Am  4.  März  1834  ward  seine  Familie  zuletzt  durch 
die  Geburt  einer  Tochter  vermehrt.  Seitdem  aber  kränkelte  ihm 
die  Frau  und  bildete  sich  hei  ihrer  schwächlichen  und  zarten 
Korperconstitufion  nur  zu  bald  ein  Lungenleiden  aus,  das  am  22. 
April  1835  ihrem  Leben  und  schonen  gesegneten  Wirken  ein  Ziel 
setzte .  sowie  ein  halbes  Jahr  später  auch  das  Schmerzenskind 
der  Mutter  ins  Grab  folgte.  Seine  verehrte  Stiefmutter,  geb.  v.  Ari- 
der ici,  eilte  darauf  aus  Ehstland  herbei,  durch  ihre  liebevolle 
Vorsorge  seinen  Schmerz  zu  lindern,  seinein  Hauswesen  vorzu- 
stehen und  seinen  verwaisten  Kindern  so  viel  möglich  die  unver- 
gess liehe  Mutter  zu  ersetzen,  und  zwei  jugendliche  Schwestern 
wetteiferten  mit  einander,  dem  geliebten  Bruder  das  verödete 
Haus  wieder  freundlich  zu  beleben.  Als  beide  nach  ein  paar 
Jahren  sich  anschickten,  der  hohem  Bestimmung  des  Weibes  und 
dem  Zuge  ihres  Herzens  folgend,  an  der  Hand  ihrer  Erwählten 
sich  einen  eigenen  Rausstand  zu  gründen  und  die  geliebte  Mutter 
sie  dann  nach  Ehstland  und  Petersburg  zu  begleiten  bereit  war, 
vermählte  sich  Pa  ucker  vier  Wochen  vor  der  Trennung,  am  7. 
Mai  1838  mit  Fräulein  Theodosie  Trotta  v.  Treyden,  welche 
seitdem  das  Glück  seiues  Lebens  und  den  Trost  seines  Alters 
mit  sanfter  Hand  und  liebevollem  Herzen  bis  zu  seinem  letzten 
Hauche  gegründet  und  bewahrt  hat,  während  seine  Kinder  alle 
ihn  durch  ihre  kindliche  Verehrung  und  die  würdige  Erfüllung 
ihres  gewählten  Berufs  vielfach  erfreuten.  * 

Schon  1836  war  er  nach  Ablauf  seiner  25jährigen  Dienstzeit 
im  Lehrfache  auf  neue  5  Jahre  für  sein  bisheriges  Amt  gewählt 
und  1837  mit  dem  St.  Annenorden  ä.  Glasse  für  seineu  ausgezeich- 
neten Dienst  belohnt.  Im  Sommer  1SJ9  wohnte  er  auf  besondere 
Einladung  auch* der  feierlichen  Einweihung  der  Haupts tetn warte  zu 
Pulkowa  bei  und  1842  wieder  für  sein  Lehramt  gewählt  und  be- 
stätigt, ward  er  nach  Ablauf  neuer  5  Jahre  als  Oberlehrer  und 
Observator  des  Gymnasiums  in  Mitau  zu  Ende  des  Jahres  J846 
förmlich  emeritirt  und  zur  Anerkennung  seiner  literarischen  Ver- 
dienst« ihm  der  St.  Wladimir- Orden  4.  Gasse  Allerg«,  verliehen, 
seine  Schüler  aber  überraschten  ihn  am  15.  Dec  zum  Zeichen 
ihrer  Dankbarkeit,  bei  U  e  b  e  r  reich  ung  eines  vergoldeten  Silberpo- 
kals, in  den  ihre  Namen  gravirt  waren,  mit  einem  Ständchen,  bei 
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welchem  ei»  m  diesem  Zweck  besonders  gedichtete«  tief  empfun- 
denes Lied  gesungen  wurde. 

Während  das  Gymnasium  und  dessen  Sternwarte,  der  Mitau- 
sche  Kalender  und  die  Beobachtungen  der  Temperatur  und  Witte- 
rung su  Mit  au  und  nächstdera  die  Fortschritte  und  neuesten  Er- 
rungenschaften der  hohem  Mathematik  und  Astronomie,  wie  die 
raschere  Entwicklung  der  Literatur  unserer  Provinzen  die  Auf- 
merksamkeit und  Thatigkeit  Paucker's  unausgesetzt  in  Anspruch 
nahmen  und  die  stille,  anmutbige  Blumen  weit  in  seinem  Gärtcben 
und  Treibhaus  seine  Mussestunden  mit  Duft  und  Blüthen  erfüllte 
und  sein  friedliches  Stillleben  freundlich  erheiterte,  war  er  bedacht 
seinen  Mitmenschen  noch  in  anderer  Weise  nützlich  zu  werden 
und  auch  ihr  Seelenheil  zu  lordern.  Seit  dem  24.  Marz  1819  be- 
reits Mitglied  der  kurländischeu  Abtbeilung  der  russischen  Bibel- 
gesellschaft und,  nach  deren  Aufhebung  im  April  1826  und  Wie- 
derherstellung am  25.  März  1832,  ebenso  Mitglied  der  kurländischeu 
Sectionscomität  der  evangelischen  Bibelgesellschaft  in  Russland, 
war  er  für  die  Forderung  ihrer  Zwecke  unablässig  besorgt  und 
bat  seit  dem  Ende  December  1842  als  Director  und  später  auch 
Schatzmeister  dieser  Comitat  mit  der  an  ihm  gewohnten  Ausdauer 
und  Beharrlichkeit  die  Theilnahrae  fast  aller  evangelischen  Land- 
gemeinden des  kurländischen  Gouvernements  an  den  Segnungen 
der  Bibelverbreitung  anzuregen  und  zu  erhalten  gewusst. 

In  gleicher  Weise  hat  er  seit  dem  15.  Juni  1831  zum  engero 
Aosschuss  als  Mitglied  gehörend  und  seit  dem  30.  Decbr.  1838 
zugleich  als  Schatzmeister,  seit  dem  21.  Septbr.  1846  aber  auch 
noch  als  Geschäftsführer  der  kurländischen  Gesellschaft  für  Lite- 
ratur und  Kunst,  durch  Wort  und  Schrift  eine  ftir  deren  Zwecke 
sehr  erspriessliche  und  fÖr  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  im 
Vaterlande  sehr  erfolgreiche  Thätigkeit  entwickelt,  indem  er  wie- 
derholt darauf  hinwies,  „wie  wichtig  es  gerade  in  jetziger  Zeit 
sei,  dass  es  einen  Ort  in  unserer  Nähe  gebe,  wo  man  darauf  be- 
dacht ist,  das  heilige  Feuer  der  Wissenschaft  nicht  erloschen  zu 
lassen/«  In  diesem  Sinne  redigirte  er  von  1839  bis  1847  die  in 
drei  Bänden  erschienenen  „Sendungen/4  welchen  er  die  Geschichte 
der  Gesellschaft  seit  1821  vorausschickte  mit  den  zugehörigen 
Mitglieder- Verzeichnissen,  nebst  näheren  Nachrichten  Aber  die 
Sammlungen  der  Gesellschaft,  denen  der  um  dieselbe  so  hoch 
verdiente  Staatsrath  von  Recke  gleiche  Nachrichten  über  das 
kurländische  Provinsial- Museum  hinzufügte.  Unter  den  mannig- 
fachen literarischen  Abhandlungen,  Aufsätzen  und  Mitteilun- 
gen in  diesen  Sendungen  nehmen  auch  Paucker's  Nachrichten 
Oder  den  „Encke  sehen  Kometen  bei  seinem  Wiedererscheinen  im 
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Jahre  1838"  und  dessen  Betrachtung  „Ober  die  Grenzen  der  Sicher- 
heit in  den  Tbatsachen  der  neuem  Astronomie, 44  so  wie  sein 
Sendsehreiben  „über  die  Reinigung  der  deutschen  Sprache  von 
Fremdwörtern "  ein  besonderes  Interesse  in  Anspruch.  Freilich 
fand  die  Vermeidung  aller  Fremdwörter  in  der  deutschen  Sprache 
in  unserm  Publikum  nicht  viel  Anklang  und  noch  weniger  die  Um- 
bildung dieser  Fremdwörter  in  bisher  ungewöhnliche  deutsche  Be- 
zeichnungen ,  die  nicht  immer  ganz  genau  den  Begriff  des  über- 
setzten lateinischen  oder  französischen  Fremdwortes  wiedergeben, 
auch  dem  deutschen  Sprachgebrauch  und  allgemein  auerkannten 
Sprachregeln  nicht  immer  völlig  entsprechen.  Dennoch  fährte  er 
mit  rücksichtsloser  Beharrlichkeit  selbst  in  einigen  mathematischen 
Werken  die  beabsichtigte  Sprachreinigung  mit  möglichster  Schärfe 
durch,  namentlich  in  seiner  „Bildlehre,'*  welche  zu  Leipzig,  und 
in  seiner  „niedern  Grftssenrechnung,"  welche  zu  Mitau  im  J.  1846  im 
Druck  erschien,  aber  eben  wegen  der  etwas  gewaltsamen  Umbildung 
allgemein  angenommener  Kunstausdrü'cke  wissenschaftlicher  Be- 
zeichnungen, welche  das  Verständnis*  erschwerte  und  diesen 
Schriften  die  verdiente  Berücksichtigung  entzog,  in  der  gelehrten 
Welt "  wenig  Eingang  fanden ,  weshalb  eine  Uebertragung  dieser 
Werke  in  die  russische  oder  französische  Sprache  denselben  ge- 
wiss eine  viel  gunstigere  Aufnahme  und  einen  viel  grössern  Erfolg 
sichern  dürfte,  sobald  die  umgebildeten  deutschen  Kunstausdrücke 
in  die  herkömmlichen  wissenschaftlichen  Bezeichnungen  der  Russen 
und  Franzosen  umgesetzt  wurden.  Dessenungeachtet  beharrte 
Paucker  bei  solcher  gezwungenen  Schreibweise  auch  in  den  von 
1846  bis  1851  von  ihm  herausgegebenen  „Arbeiten  der  kurländi- 
sehen  Gesellschaft  ftir  Literatur  und  Kunst,"  von  denen  10  Helte 
*  erschienen  sind,  nebst  den  1850  besonders  gedruckten  „Sitzungs- 
berichten" der  Gesellschaft,  in  welchen  letztern  diese  ungewöhn- 
liche Ausdrucksweise  öfters  störend  auffällt.  Dennoch  haben  die 
Leser  der  mancherlei  anziehenden  und  lehrreichen  Arbeiten  sich, 
darüber  ebenso  leicht  hinwegzusetzen  gewusst,  wie  die  Verehrer 
von  Jacob  Grimm  sich  über  dessen  besondere  s.  g.  altdeutsche 
Schreibweise  und  Rechtschreibung  beruhigt  haben,  wiewohl  auch 
sie  in  Deutschland  schwerlich  jemals  zu  allgemeiner  Geltung  ge- 
bracht werden  dürfte,  und  auch  der  von  ihm  so  warm  empfohlene 
Gebrauch  der  nur  lateinischen  Schriftzeichen  daselbst  wohl  niemals 
allgemein  eingeführt  werden  wird.  Immerhin  ist  es  nicht  zu  leug- 
nen, dass  Paucker' s  Bestrebungen  hei  uns  dazu  beigetragen 
haben,  die  Fremdwörter  in  der  deutschen  Sprache  möglichst  zu 
vermeiden  und  auch  auf  die  Rechtschreibung  mehr  Sorgfalt  zu 
wenden,  als  bisher  geschehen.  Da  die  erwähnten  Arbeiten  der  kur- 
ländischen  literarischen  Gesellschaft  viel  verbreitet  sind,  so  bedarf 
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es  keiner  weiteren  Herxablung  der  reichhaltigen  Beiträge  ihres 
Herausgebers  cu  denselben  und  erwähnen  wir  nur  noch  seiner 
zur  Beglückt*  ünscbung  der  Kaiserlichen  Universität  zu  Dorna!  aa 
ihrem  50jährigen  Jubelfeste  im  Namen  der  Gesellschaft  zum  12. 
Decbr.  1852  eingesandten  Abhandlung  „das  elliptische  Potential»'*' 
seiner  1853  im  „Inland*'  mitgetbeirten  wissenschaftlichen  Aufsätze 
und  endlich  auch  seiner  neuesten  in  den  Bulletins  der  mathema- 
tischen Classe  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
abgedruckten  Abbandlungen  über  „das  astronomische  Längen- 
maass,"  ferner  „zur  Theorie  der  kleinsten  Quadrate/*  zweiter 
und  fünfter  Artikel,  und  über  „die  Gestalt  der  Erde"  mit  sehr 
sorgfaltigen  Berechnungen,  die  ihn  lange  und  viel  beschäftigt  haben. 
Eine  nicht  minder  umfassende  Arbeit  über  die  Astronomie  der 
Alten  ist  leider  unvollendet  geblieben,  so  eifrig  er  noch  bis  zuletzt 
daran  gearbeitet,  da  wiederholte  Krankheitsfälle  ihn  daran  ver- 
hinderten. 

So  ist  die  Summe  seines  68jährigen  Lebens  und  50jährigen 
öffentlichen  Wirkens  allerdings  Arbeit  und  Muhe  gewesen,  aber 
nur  im  Dienste  der  Wahrheit  und  Wissenschatt,  denen  er  nach- 
geforscht sein  Leben  lang,  die  er  gefordert  und  verbreitet  hat,  so 
lange  es  Tag  fSr  ihn  war,  wobei  Liebe  und  Wohlwollen  gegen 
Jedermann  den  Grundzug  seines  Charakters  bildeten,  obwohl  er 
aller  Sentimentalität  abhold  war  und  tiefe  religiöse  Anschauung, 
ohne  Frömmelei,  wie  heller  scharfer  Verstand,  bei  grosster  An- 
spruchslosigkeit, Herz  und  Geist  adelten  und  seineu  personlichen 
Umgang  anziehend,  wie  seine  Unterhaltung  anregend  und  lehrreich 
machten.  So  gekörte  er  zu  denen,  von  deren  Pilgerfahrt  hienieden 
und  ihrem  Ringen  und  Kämpfen  um  das  höchste  Kleinod  des 
Lebens,  per  ardua  ad  astra,  der  Prophet  Daniel  geweissagt: 
„Viele  werden  gereiniget,  geläutert  und  bewähret  werden.  Die 
Lehrer  aber  werden  leuchten,  wie  des  Himmels  Glanz  und  die  so 
viele  zur  Gerechtigkeit  gewiesen,  wie  die  Sterne,  immer  und 
ewiglich." 

Arithmetik. 

Elemente  der  Zahlen-Theorie,  allgemein  fasslich 
dargestellt  von  Dr.  Herrn.  Schwarz,  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Pädagogium  zu  Halle.  Halle. 
Schmidt.  1855.  8.   2  Thjr.  20  Sgr. 

Dieses  Buch  enthält  «hie  recht  deutliehe  und  elementar  ge- 
haltene Darstellung  der  Hanptgesetse  der  Zahlen -Theorie,  und 
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wird  zar  weiteren  Verbreitung  dieses  schönen  T heil«  der  Mathe- 
matik beitragen,  weshalb  wir  ee  aar  Beachtung  empfehlen.  Der 
Hauptinhalt  ist  folgender.  Einleitung.  Geschichtliches.  Arith- 
metische Hülfssätze.  Erster  Abschnitt  Von  der  Coogruen* 
der  Zahlen.  Zweiter  Abschnitt.  Von  den  Resten  der  Po- 
tenzen. Dritter  Abschnitt.  Theorie  der  quadratischen  Reste 
und  Nichtreste  im  Besondern.  Vierter  Abschnitt.  Von  der 
Auflösung  der  allgemeinen  Congruenzen  zweiten  Grades  mit  einer 
Unbekannten.  Fünfter  Äbsch nitt.  Theorie  der  quadratischen 
Formen  und  Auflösung  der' allgemeinen  Gleichung 

Sechster  Abschnitt.  Auflösung  der  allgemeine«  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  den  Unbestimmten  X  und  Y. 


-  »  *  *  m 

Geometrie. 

4    .  •<  t        •  »♦ 

Die  cyclischen  Curven  methodisch  mit  besonderer 
Rucksicht  auf  (Instructionen  zum  Gebrauche  fürTecb- 
niker,  sowie  als  Uebungsbeispiel  für  angehende  Ma- 
thematiker, behandelt  von  Dr.  Hermann  Weissenborn, 
Mit7Figurentaf.  Eisenach.  Baereke.  1856.  8.  lThlr.l5Sgr. 

Eine  sehr  ausführliche  analytische  Behandlung  der  verschie- 
dene Arten  von  Cyclolden,  Epicycloiden,  Hypocycloiden ,  u.  s.  vr. 
die  auch  einiges  Eigentümliche  enthält.  Was  aber  der  Herr  Vf. 
auf  S.  V.  der  Vorrede  über  die  analytische  Behandlung  seihst 
sagt,  und  wie  es  scheint,  als  eine  Eigenthü'miichkeit  für  sich  in 
Anspruch  nimmt,  hat  wohl  jeder  Anfänger  in  der  Analysis  längst 
gewusst.  Als  Material  zu  Uebungen  in  der  analytischen  Behandlung 
der  Curven  kann  das  Buch  Anfängern  immerbin  empfohlen  werden; 
Technikern  empfehlen  wir  weit  mehr  das  nette  Schriftchen  von 
Zehme,  nämlich:  „Elementare  und  analytische  Behand- 
lung der  verschiedenen  Cycloiden  u.  s.w.  für  technische 
Schulen  und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  Zehine,  Di- 
rector  der  Provinzial-Gewerb-ScbuJe  zu  Hagen,  Iserlohn 
und  Elberfeld.  1854  Vergl.Literar.Ber.NT.LXXXVXS.fr 

_   !■•  •.:• 

.  .Astronomie..''  '     .',..."  '.: 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Flecken  und  Protu- 
beranzen  der  Sonne,  von  K.  v.  Littrow,  Director  der 
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k.  k.  Sternwarte  su  Wien.  Au«  dein  Ortober  hefte  des 
Jahrganges  1855  der  Sitzungsberichte  der  mathem. 
naiurw.  Klasse  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften 
an  Wien  beaondera  abgedruckt. 

i 

*  i 

In  dieser  aehr  verdienstlichen  Abhandlung  liefert  Herr  v. 
Li  Uro  u  eine  Berechnung  seiner  bei  Gelegenheit  der  grossen 
Sonnenfinsternis*  vom  2S.  Juli  1851  zu  Rixthftft  au  der  Ostsee 
(bei  Danzig)  gemachten  Beobachtungen,  so  weit  es  die  Natur 
solcher  Beobachtungen  zulässt.  Wir  halten  diese  Abhandlung  für 
eine  in  jeder  Beziehung  sehr  lehrreiche  Darstellung  der  Art  und 
Weise,  wie  dergleichen  Beobachtungen  am  besten  und  vorteilhaf- 
testen zu  benutzen  und  zu  berechnen  sind,  und  empfehlen  sie  einem 
Jeden,  wer  sich  mit  ähnlichen  Rechnungen  zu  beschäftigen  beab- 
sichtigt, zu  sorgfältigster  Beachtung,  da  sie  auch,  ausser  der  Dar- 
stellung des  Rechnungsverfahrens  und  den  der  Rechnung  am  besten 
zu  Grunde  zu  legenden  Formeln  und  astronomischen  Elementen, 
noch  viele  andere  sehr  lehrreiche  Bemerkungen  über  dergleichen 
Beobachtungen  überhaupt,  über  die  verschiedenen  Quellen  ihrer 
Unsicherheit,  Ober  die  beste  und  bequemste  Art,  dieselben  anzu- 
stellen, tf.  s.  w.  enthalt.  Von  den  gewonnenen  Resultaten  erlaubt 
uns  der  beschränkte  Raum  hier  nur  anzuführen ,  dass  auch  hier 
von  Neuem  der  deutlichste  Beweis  geliefert  ist  (s.  S.  12.) ,  dass 
die  hier  zur  Sprache  kommenden  Erscheinungen  keineswegs  dem 
Monde,  sondern  unzweifelhaft  der  Sonne  angehören.  Wir  machen 
nochmals  einen  Jeden  auf  diese  sehr  beachtcuswertbe  Abhandlung 


Physik. 

1  „ 

Das  dioptrische  Mikroskop,  dessen  Einrichtung 
und  Behandlung,  von  Karl  B.  Heller,  Prof.  der  Natur- 
geschichte am  akademischen  Ober-Gymnasiura  in  Graz. 
Wien.   Braumüller.  1856.  8.   16  Sgr. 

Eine  kurze  recht  deutliche  Beschreibung  der  Einrichtung  und 
des  Gebrauchs  des  Mikroskops.  Die  Theorie  ist  durch  die  ele- 
mentarsten mathematischen  Formeln  begründet,  und  Jeder,  wer 
aus  einem  physikalischen  Lehrbuche  oder  physikalischen  Vorträ- 
gen die  einfachsten  dioptrischen  Grundformeln  kennt,  wird  dieses 
deutliche  Schrifteben  leicht  verstehen,  da  auch  Alles  durch  sehr 
deutliche  Figuren  erläutert  ist 
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Programm  des  kais.  kon.  Obergymnasiums  zu  Böh- 
misch-Leipa  am  Schlüsse  des  Schuljahres  1855.  In- 
halt: Ueber  Kettenbrüche  vom  Professor  Paul  Hacket. 
Prag.   Haase  Sühne.   1855.  4. 

Dieses  neun  Bogen  starke  Programm  enthält  eine  sehr  deut- 
liche Darstellung  der  ganzen  Lehre  von  den  Kettenbrüchen,  und 
genügt  seinem  in  dem  Vorworte  von  dem  Herrn  Verfasser  ange- 
gebenen Zwecke:  „den  gereifteren  Gymnasialschülern  zu  zeigen, 
welch'  hohes  Interesse  eine  Lehre  gewähre,  die  das  Urtbeil  und 
die  mathematische  Begabung  in  so  hohem  Grade  fördert"  in  vor- 
züglicher Weise.  Nachdem  die  allgemeinsten  Sätze  und  Auf- 
gaben in  §.  1.  bis  §.  4.  eine  gründliche  Behandlung  gefunden  haben, 
beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  §.5.  mit  den  Eigenschaf- 
ten der  Näherungsbrüche  jener  Kettenbrüche,  deren 
Theilzähler  und  Theilnenner  positive  ganze  Zahlen 
and  die  Theilzähler  durchaus  gleich  l  sind.  $.7.  behan- 
delt die  Transformation  der  Kettenbrüche,  §.  8.  die  Ver- 
wandlung der  Kettenbrüche  in  Reihen;  §.  9.  die  Ver- 
wandlung der  Reihen  in  Kettenbrüche,  wo  selbst  auch 
die  Gaussische  Reihe  vorkommt;  $.  10.  die  sämmtlichen 
verschiedenen  Anwendungen  der  Kettenbrüche  in  sehr 
vollständiger  und  lehrreicher  Weise ;  §.  11.  endlich  ist '  der  Ge- 
schichte und  Literatur  der  Kettenbrüche  gewidmet.  Aus  dieser 
Inhaltsangabe  werden  die  Leser  sehen,  dass  in  dieser  Schrift 
eine  sehr  vollständige  Behandlung  der  Theorie  der  Kettenbrüche 

ThL  XXVI.  Hft.  2.  •  9 
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geliefert  ist,  und  der  Zustand  des  mathematischen  Unterrichts 
auf  dem  Leipaer  Gymnasium  muss  jedenfalls  ein  sehr  guter  sein, 
wenn  es  möglich  ist,  dieses  Programm  dem  Unterrichte  gereif- 
terer  Schüler  in  der  Lehre  von  den  Kettenbrächen  als  Leitfaden 
zu  Grunde  zu  legen.  Auf  die  dem  Herrn  Verfasser  eigentüm- 
liche schematische  Methode  der  Berechnung  der  Theilnenner  bei 
der  Verwandlung  der  Quadratwurzeln  in  Kettenbruche  ist  noch 
besonders  aufmerksam  zu  machen.  Aus  den  angehängten  Schul- 
nachrichten haben  wir  endlich  mit  besonderem  Vergnügen  ersehen, 
dass  die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene  und  die  Kegel- 
schnitte von  dem  mathematischen  Unterrichte  auf  den  österreichi- 
schen Gymnasien  nicht  ausgeschlossen  sind.  Wie  wichtig  eine 
solche  Vorbereitung,  namentlich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
für  den  höheren  mathematischen  Unterricht  auf  Universitäten  ist, 
wird  wohl  jeder  Universitätslehrer  erfahren  haben;  denn  wo  soll 
man  bei  den  Vorträgen  über  Differential-  und  Integralrechnung 
mit  Einschluss  der  gewöhnlichsten  Anwendungen  auf  Geometrie 
die  so  nöthigen  Beispiele  zur  Uebung  und  Erläuterung  anders 
hernehmen,  als  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten?  Und  es 
ist  jedenfalls  ein  grosser  Nachtheil  für  den  akademischen  Unter- 
richt in  den  genannten  Wissenschaften,  wenn  die  Zuhörer  nicht 
schon  eine  einigermassen  genügende  Bekanntschaft  mit  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  von  der  Schule  mitbringen. 

Ueber  eine  Restbetrachtung  der  Arcussinus  -  Reihe. 

Als  ich  eben  im  Begriff  bin,  das  vorliegende  Heft  des  Archivs 
zu  schliessen,  wird  mir  das  erste  Heft  der  von  den  Herren  Pro- 
fessoren Sc hlö milch  und  Witzschel  an  der  höheren  polytech- 
nischen Lehranstalt  zu  Dresden  herausgegebenen  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik"  zugesandt.    In  diesem  Hefte 
der  genannten  Zeitschrift  findet  sich  S.  48.  ein  von  Herrn  Profes- 
sor Schlömilch  verfasster  Aufsatz  mit  der  Ueberschrift:  Rest- 
betrachtung der  Arcussinus-Reibe.    Bei  meinen  Vorle- 
sungen Ober  die  höhere  Analysis  ist  es  mir,  wie  gewiss  auch 
manchem  anderen  gewissenhaften  Lehrer,  immer  sehr  unangenehm 
gewesen,  die  Entwicklung  der  Function  Aresina:  io  eine  Reihe, 
weil  ich  wegen  der  Weitläufigkeit  der  Ausdrücke  der  höheren 
Differentialquotienten  dieser  Function  eine  genügende  Betrachtung 
des  bei  der  Entwickelung  dieser  Reibe  mittelst  des  Maclaurin- 
echen  Satzes  hervortretenden  Restes  nicht  zu  geben  vermochte, 
in  der  Differentialrechnung  nicht  vortragen  zu  können  und  in  die 
Integralrechnung  verweisen  zu  müssen,  wo  dieselbe  mittelst  des 
bekannten  Satzes: 
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Wehn,  indem  v0,  «, ,  t/2,  «9,....  Functionen  von  <r 
bezeichnen,  für  jedes  zwischen  den  Grftnzen  a  und  # 

liegende  a: 

ist/  so  ist  für  jedes  zwischen  denselben  Gränzen  lie- 
gende x 

/*  p  s  p  s  p  x  p  * 

*a*= j    «0dx  +  /    Uldx  +  /    ujx  +  /    M,a*+....  *) 

•  m  a  a  a 

allerdings  leicht  und  mit  aller  Strenge  gegeben  werden  kann. 
Deshalb,  und  weil  ich  selbst  schon  öfter  mich  bemühet  habe» 
diesen  wichtigen  Punkt  des  mathematischen  Unterrichts  auf  eine 
genugende  Weise  zur  Erledigung  zu  bringen,  musste  natürlich 
der  oben  genannte  Aufsatz  des  Herrn  Professors  Dr.  Sch  15 milch 
von  besonderem  Interesse  für  mich  sein;  und  da  ich  annehmen 
durfte,  dass  dies  auch  bei  vielen  Lesern  des  Archivs  der  Fall 
sein  werde,  überdies  auch  das  Archiv  stets  die  Bestimmung  ge- 
habt hat  und  immer  haben  wird,  Alles  aufzubewahren ,  was  irgend 
zur  Förderung  des  mathematischen  Unterrichts  wesentlich  beizu- 
tragen geeignet  ist,  so  bescbloss  ich  sogleich,  die  von  Herrn 
Professor  Dr.  Schlümilch  gegebene  Restbetrachtung  der  Arcus* 
sinus-Reihe  den  Lesern  noch  in  diesem  Hefte  mitzutheilen,  wenn 
dieselbe  den  Ansprüchen  der  Wissenschaft  zu  genügen  geeignet 
sein  sollte.  Aber  in  dieser  letzteren  Beziehung  bin  ich  nun  frei- 
lich leider  sehr  getäuscht  worden ;  und  so  ungern  sich  das  Archiv 
auf  ausführliche,  sehr  in's  Einzelne  gehende  Kritiken,  die  we- 
niger als  bloss  kürzere  res  um  ir  ende  Angaben  des  wesentlichen 
Inhalts  der  betreffenden  Schriften  in  seiner  Bestimmung  liegen, 
einlasst;  so  scheint  es  mir  doch  auf  der  anderen  Seite  in  diesem 
Falle,  wo  es  sich  um  einen  sehr  wesentlichen  Punkt 
des  mathematischen  Unterrichts,  dessen  Verbesse- 
rung, wie  schon  erinnert,  eine  der  Hauptaufgaben  des 
Archivs  ist,  handelt,  die  Pflicht  dieser  Zeitschrift  zu  sein, 
alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  das,  nach  meiner  Meinung, 
Uligenügende  der  von  Herrn  Professor  Dr.  Schlümilch  in 
dem  ersten  Hefte  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik"  gegebenen  Restbetrachtung  der  Arcussinus- Reihe  auf- 
merksam zu  machen,  und  so  vor  hier  leicht  möglichen  Täuscbnn» 


*)  M.  s.  meine  Elemente  der  Differential-  nnd  Integral- 
rechnung. Tbl.  II.  9.  8.  §.  9.  and  9.  89.  §.62.  und  §.63. 
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gen  eu  wahren ,  was  nur  im  reinsten  Interesse  für  den  Fortschritt 
des  mathematischen  Unterrichts  geschieht. 

Im  Wesentlichen  ganz  richtig  beweiset  Herr  Professor  Dr. 
Schlomilch  den  folgenden  arithmetischen  Satz: 

Für  positive  a  und  ß  ist 


sobald  a>0  und  n=oo  ist. 

Da  der  Satz  an  sich  interessant'  ist,  so  theile  ich  den  Be- 
weis hier  mit,  um  zugleich  diesem  Aufsatze  einen  andern  als 
bloss  kritischen  Inhalt  zu  geben  und  dadurch  für  die  Leser  in- 
teressanter zu  machen.  Aus  dem  Binomischen  Lehrsatze  für  po- 
sitive ganze  Exponenten  oder  auch  aus  der  Gleichung 


wenn  man  überlegt,  dass  die  Reihe  rechts  für  ar>0  und  A>  1 
offenbar  >  k  ist,  folgt  auf  der  Stelle,  dass  fär  jedes  Null  über- 
steigende x  und  für  eine  jede  die  Einheit  übersteigende  positive 
ganze  Zahl  k 


Lim 


a(a +  J)(a  +  2)....(a +  »-!)  — 


(l  +  a:)*— 1_  (1  +  *)*— 1 


+    +  ..+ 


(!+*)*>!+**, 


also 


ist.   Wenn  man  dies  auf  den  Ausdruck 

0  +  m  1 


anwendet,  so  erhält  man: 


i 


oder 


~ß  +  m  +  H«-ß)' 


ß  +  m 
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Nimmt  man  nun  das  noch  willkfihrliche  positive  ganie  k  so,  dass 

ist,  so  ist 

*   

ß  +  m     4/     <3-f  m 

a  +  ro  s  T  0  +  ro  +  l' 

und  folglich  för  m=0,  1,  2,  3,....«— 1  und  durch  MultipHcatiou 
aller  entstehenden  Ungleichungen: 

k 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)....(ß  +  n-l)  4/T 
a(a  +  l)(a+2)... +       1)  SV  + 

woraus  unmittelbar  der  zu  beweisende  Satz  folgt 

Bekanntlich  ist  nun,  wenn  man  nicht  unterlägst,  die  Quadrat- 
wurzel gehörig  positiv  und  negativ  zu  nehmen: 

8*+*  Aresin  x     8» .  (1  —        _  8" .  (1  +       (1  —  a:)-i 
8#B+l      —        8a;B       ~~  &  • 

also  nach  der  bekannten  Kegel  ftir  die  mehrmalige  Differentiation 
der  Producte: 

8"+*  Aresin  x  _  1 . 3 . 5 . . . .  (2it — 1)   1^       j        1.«!  1—x 

daW     ~     2*VT^»     '(1—  x)»\:    2»  — 1*1+* 

1 .3.wa       /l  - a?V 
+  (2»— 1)  (2»-3)U  +  */ 

 1.3.S.W,         /l— aV 

(2»— 1)  (2n-3)  (2«-5) 

+  

wo  nlt  w4,  «3,  n4,....  die  Binomial - Coeflicienten  för  den  Expo- 
nenten n  bezeichnen. 

Aus  diesem  Ausdrucke,  den  wir  hier  mitgetheilt  haben,  weil 
er  an  sich  nicht  ganz  ohne  Interesse  ist,  leitet  Herr  Professor 
Schlüniilch  durch  Schlüsse,  auf  die  es  uns  hier  weiter  nicht 
ankommt  und  die  bei  der  Verfehltheit  der  ganzen  Betrachtung  in 
ihrem  wesentlichen  Bestandteile  kein  Interesse  anderer  Art  haben, 


*)  Ueber  einen  anderen  Anedrnck  «.  m.  Enleri  Inetitntionc« 
calcnll  differentialis.  T.  I.  Cap.  VI.  §.201. 
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welche  die  Leeer  also  der  Kürze  wegen  a.  a.  O.  selbst  nachsehen 
mögen,  ab,  dass,  wenn  «  einen  nicht  weiter  angebbaren  ächten 
Bruch  bezeichnet,  sich  setzen  läset: 

aM-iArcsina:     1.3.5. .. .(2n  - 1)   1_    £  l±x 

Nach  dem  Maclaurin  sehen  Satze  ist  nun 

wenn  wir,  den  zweiten  von  Cauchy  gegebenen  Ausdruck  des 
Restes  *)  benutzend,  indem  #  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende 
positive  Grösse  bezeichnet, 

setzen.  Im  Falle  der  Arcuasinus-Reihc  ist  folglich  nach  dem  Obigen 

.  1.3.5....(2n-I)    ((l-tf)*)«   1  \f  1  +  frr 
K»+>  =  *£-  2.4.6....2»  (T=^"i 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  ob  dieser  Rest 
sich  der  Null  nähert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Herr  Pro- 
fessor Schlömilch  schliesst  dies ,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
x  positiv  und  nicht  grosser  als  die  Einheit  ist,  mit  Hülfe  des 
oben  bewiesenen  arithmetischen  Satzes  ohne  Weiteres  in  einer 
Weise,  von  der  er  uns  erlauben  möge,  dieselbe  mit  einem  Worte 
zu  bezeichnen,  dessen  er  sich  S.  20.,  bei  Gelegenheit  der  Beur- 
theilung  einer  Schrift  des  trefflichen,  so  vielfach  verdienten  Fech- 
oer,  gegen  Poisson,  bedient,  allerdings  nicht  mit  der  Pietät, 
mit  welcher  jeder  Mathematiker  das  Andenken  dieses  Man- 
nes von  so  immensem  Verdienst  bewahrt.  Um  unsere  Leser  von 
der  Grundlosigkeit  der  in  den  Worten:  „bei  unendlich  wach- 
sendem n  wird  hier  (nach  Nr.  I.  für  c=l  und  ß  =  \) 

..    1.3.5.  ...(2n~l)  n 
L,m    2.4.6.. ..(2«) 

4le  übrigen  Factoren  bleiben  endliche  Grössen,  so 
lange  x  die  Einheit  nicht  uberschreitet,  und  so  ergiebt 

sieb  Lim i?n+i  =  0  unter  der  Bedingung  l^a? ^0,  welche 
sieb  leicht  auf  1^«^  — 1  ausdehnen  lässt"  ausgespro- 

')  M  •.  meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der 
höheren  Analyst«.  S.45.$.41. 


Digitized  by  Google 


Uterarischer  Bericht  Cli.  7 

ebenen  Schluasfolgerung  des  Herrn  Profssorg  Schlömilch  tu 
überzeugen,  ist  die  folgende  weitläufigere  Auseinandersetzung  er- 
forderlich. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  des  Restes  Ä*+x  kommen  die  fol- 
genden Factoren  vor: 

•      1-3.5....  (2w-l)     j  (lr&)x  j  «     1  tfTT&x 
*B*      2.4.Ö....2»    '    f  l_<fcr  1   •  V 

Jeder  dieser  Factoren  erfordert  eine  besondere  Betrachtung» 
wenn  wir  zu  völliger  Klarheit  über  das  Verhalten  des  Restes 
Rn+i  bei  in's  Unendliche  wachsendem  n  gelangen  wollen.  Wir 
stellen  dieselbe  im  Nachstehenden  an. 

I.  Da  f  ein  nicht  näher  bestimmbarer  ächter  Bruch  ist,  so 
ist  i  der  grosste  Werth,  welchen  ic  überhaupt' haben  kann. 

II.  Für  a  —  l  und  ß  =  ,  ergiebt  sieb  aus  dem  oben  bewie- 
senen arithmetischen  Satze,  dass 

1.3.5....(2w-^l) 
2.4.6....2n 

sich  der  Null  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  oder  kurz, 
för  n  =<x  ist 

l.3.5....(2n— 1) 
2.4.6....  2» 

III.  Der  höchste  Werth,  welchen  der  Bruch  \__q,x  über- 

baupt  annehmen  kann,  ist  die  Einheit.    Denn,  uns  der 
wegen  einer  analytischen  Schlussweise  bedienend,  aus 

(1 — &)x  =  .     ,     x — frr  =  _ 

T=9F<1  oder  r=#s<1 

folgt  uoter  den  gemachten  Voraussetzungen: 

x— 1—  &x> 
also  ar^l,  was  der  Voraussetzung  entspricht*). 


*)  Da«»  auch     — nie  grösser  als  X  ist,  wonach  die  folgenden 

Schlüsse  abgeändert  werden  konnten,  erhellet  leicht.  Ich  würde  (mit 
Rücksicht  auf  die  Note  auf  der  folgenden  Seite)  eigentlich  Heber  diese 
Schlussweise  angewandt  haben,  zog  es  aber  doch  vor,  die  im  Texte 
gebrauchte  Schlussweise  beizubehalten,  um  mich  den  von  Herrn  Prof.  S. 
gebrauchten  Worten ;  „die  übrigen  Factoren  bleiben  endlieh« 
Gröaaen"  möglichst  aniuschlies.cn. 
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IV.  Also  kann  auch 

■ 

wie  weit  auch  ti  wachsen  mag,  die  Einheit  nie  übersteigen  *). 

V.  Der  höchste  Werth,  welchen  der  Bruch 

» 

1  +ftr 
\~&x 

■  -  ■ 

überhaupt  annehmen  kann,  ist  die  bestimmte  von  #  und  n  unab- 
hängige Grosse 

t 

wobei  wir  jedoch  0  ~  x  <  1  anzunehmen  genöthigt  sind.  Denn  aus 

1  -f  &x  =  1  -\-x 
1—&X  <  J  —x 

folgt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 

also  2foe~2a:,  und  folglich  was  wieder  bekanntlich  rich- 

tig ist. 

VI.  Der  höchste  Werth  also,  welchen 

V~T+&x 

annehmen  kann,  ist  die  von  &  und  n  unabhängige  Grösse 

VI  +x 

VII.  Also  ist  der  höchste  Werth,  welchen 

2   \    \-&x  i     1  1-&X 
annehmen  kann,  die  endliche  völlig  bestimmte  Grösse 


*)  Auch  selbst  dann,  wenn  sich  unter  gewissen  Voraussetzungen 
sollte  nachweisen  lassen,  dass  diese  Grösse  bei  wachsendem  n  in'*  Un- 
endliche abnehme,  wurde  doch  immer  unten  No.  VIII.  bestehen. 
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»VF:- 

VIII.  Wie  steht  es  denn  nun  aber  endlich  mit  dem  Factor 
^  des  Restes  Rn+i?   Weiss  denn  Herr  Schlömilch  von  #  mehr 

als  andere  Mathematiker?  Die  strenge  Analysis  weiss  von  # 
weiter  gar  nichts,  als  dass  diese  Grösse,  um  in  Worten  zu  reden, 
eine  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse  ist.  Dass 
diese  Grosse  sich  auch  mit  n  ändern  muss  oder  wenigstens  kann, 
wird  wohl  Herr  Schlömilch  nicht  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein ;  wenigstens  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  die  Unabhängigkeit 
der  Grösse  #  von  n  behauptet,  viel  weniger  bewiesen.  Ist  aber 
&  von  n  abhängig  und  ändert  sich  mit  demselben  zugleich,  weiss 
man  ferner  von  #  weiter  nichts,  als  dass  es  eine  positive,  die 
Einheit  nicht  übersteigende  Grösse  ist,  d.  h.  dass  &  zwischen  Null 
und  der  Einheit  liegt,  so  bleibt  immer  die  Möglichkeit,  dass,  wenn 
n  in's  Unendliche  wächst,  <&  der  Null  sehr  nahe  kommt  oder  sich 
der  Null  nähert;  dann  wird  aber  der  in  dem  Reste  Rn+i  vorkom- 
mende Factor  wenn  n  zunimmt,  in's  Unendliche  wachsen,  und 
daraus,  dass,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  der  Factor 

1.3.5..  ..(2n— 1) 
2.4.6....2n 

sich  der  Null  nähert;  ferner  die  Grösse 

■ 

die  endliche  Grösse 

nicht  ubersteigt*);  endlich  i  möglicherweise  in's  Unendliche  wach- 
sen kann:  folgt  rücksichtlich  des  Verhaltens  des  Restes 

1.3. 5....  (2rc~l)    \{\-&)x\*  1 
Än+1-*C    2.4.6....2n    *  I  1-**  |  ÜZte 

bei  ins  Unendliche  wachsendem  n  gar  nichts. 

Hiernach  ist  also  die  in  der  „Zeitschrift  für  Mathema* 
tik  und  Physik"  a.a.O.  von  Herrn  Professor  Dr.  Schlömilch 

- 

*)  Selbst  dann,  wenn  obige  Grösse  bei  wachsendem  n  «ich  der  Noll 
näherte,  würde  nicht«  rücksichtlich  des  Verhaltens  des  Beates  folgen. 
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gegebene  Restbetrachtung  der  Arcussinus -Reihe  null  und  nich- 
tig. —  „Sed  sapienti  sat!"  wozu  wir  jedoch  noch  fügen  wol- 
len:  „errare  humanuni  est."  G. 

Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  In  systemati- 
scher Folge  bearbeitet  für  Gymnasien,  höhere  Bür- 
gerschulen und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  E.  Heisf  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Künigl. 
Akademie  zu  Münster.  Siebente  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.    Köln.  Du  Mont-Schauberg.  1856. 

Von  dieser  mit  Recht  beliebten  und  weit  verbreiteten  Aufga- 
ben-Sammlung ist  so  eben  die  siebente  Auflage  erschienen. 
Möge  das  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Buch  noch  lange 
fortfahren,  zur  Hebung  und  Belebung  des  mathematischen  Unter- 
ricbts  beizutragen!  Eine  weitere .  Empfehlung  eines  Buchs,  das 
so  viel  Anerkennung  gefunden  hat,  würde  unpassend  sein. 

Anleitung  zur  Waldwerthberechnung,  so  wie  zur 
Berechnung  des  Holzzuwachses  und  nachhaltigen  Er- 
trages der  Wälder.  Von  Karl  Breymann,  Professor  an 
der  k.  k.  Forstlehranstalt  in  Mariabrunn.  Wien.  Brau- 
müller. 1855.  8. 

Dieses  ausgezeichnete  Buch  betrifft  freilich  einen  technischen 
Gegenstand ;  aber  sein  ganzer  Inhalt  ist  so  durch  und  durch  ma- 
thematisch, dass  es  in  diesen  Literarischen  Berichten  besprochen 
und  den  Lesern  überhaupt  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Der  erste  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift:  „Die 
Waldwerthberechnung*'  enthält  eine  überaus  gründliche  und 
vollständige  analytische  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zins- 
und  Rentenrechnung  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher 
Beispiele  und  Anwendungen  auf  die  Waldwerthberechnung.  Der 
zweite  Absch nitt  mit  der  Ueberschrift:  „Erforschung  der 
Gesetze  des  Holzzuwachses"  ist  gleichfalls  einer  der  lehr- 
reichsten des  Buchs,  da  er  ganz  das  Interpoliren  oder  Einschal- 
ten betrifft,  und  eine  sehr  lehrreiche,  vollständig  durchgeführte 
Anwendung  dieser  wichtigen  mathematischen  Methode  auf  die  Be- 
stimmung der  Gesetze  des  Holzzuwachses  liefert.  Die  Interpo- 
lationsforraeln ,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Anwendung  bringt, 
entwickelt  er  in  ganz  selbstständiger  Weise,  und  gelangt  zuletzt 
zu  der  eleganten  Formel  von  Lagrange,  deren  praktische  An« 
wendung  er  gleichfalls  erläutert.  Dass  der  Herr  Verfasser  bei 
diesem  Gegenstande  sich  bloss  der  eigentlichen  Interpolations- 
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oder  Einschaltungsmethoden ,  und  nicht  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bedient  hat,  finden  wir  vollständig  gerechtfertigt,  und 
sehen  es  als  einen  Beweis  seiner  Umsicht  und  genauen  Kennt- 
niss  des  Wesens  dieser  Methoden  an.  Die  Methode  der  klein* 
sten  Quadrate  wird  jetzt  so  häufig  auf  alle  möglichen  Dinge  an- 
gewendet, dass  man  sich  oft  sehr  wundern  muss,  wie  wenig 
Diejenigen,  welche  dergleichen  Anwendungen  mit  Zugrundelegung 
oft  sehr  roher  und  ihrer  Natur  nach  höchst  ungenauer  Beobach- 
tungen und  Versuche  machen,  die  Grundbedingungen  zu  kennen 
scheinen,  welche  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  erfüllt  sein  müssen,  wenn  dieselbe  zu  Werth  habenden 
Resultaten  führen  soll.  Wir  wiederholen  also,  dass  wir  es  ganz 
billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  nur  der  eigentlichen  Inter- 
polationsmethoden bedient  hat,  und  hätten  nur  gewünscht,  dass  der- 
selbe auch  der  schönen  Methode  von  Cauchy,  die  im  Archiv. 
Tbl.  II.  Nr.  II.  S.  41.  in  einem  besonderen  Aufsatze  entwickelt 
worden  ist,  seine  Aufmerksamkeit  geschenkt  hätte,  da  wir  über- 
haupt wünschen,  dass  von  dieser  trefflichen  Methode  einmal  eine 
grössere  praktische  Anwendung  gemacht  werden  möchte,  was  bis 
jetzt  noch  nicht  geschehen  zu  sein  scheint.  Der  dritte  Ab- 
schnitt mit  der  Ueberschrift:  „Anwendung  der  Gesetze 
des  Hotzzuwachses  zur  Bestimmung  des  nachhaltigen 
Ertrages  der  Wälder"  enthält  weniger  mathematische  Ent- 
wickelungen  wie  die  beiden  ersten,  ist  aber  in  praktischer  Be- 
ziehung gleichfalls  sehr  lehrreich.  Der  Anhang  enthält:  „Ta- 
feln für  den  Werth  der  Einheit  nach  den  am  häufigsten 
in  Anwendung  kommenden  Abstufungen  des  Zins- 
fusses. "  Wir  empfehlen  dieses,  wie  gesagt,  namentlich  auch 
in  mathematischer  Beziehung  lehrreiche  Buch,  welches  zugleich 
einen  höchst  vortheilhaften  Begriff  von  dem  wissenschaftlichen 
Geiste  der  k.  k.  Forstlehranstalt  zu  Mariabrunn  zu  erwecken  geeig- 
net ist,  nochmals  der  Beachtung  unserer  Leser,  namentlich  auch 
der  Beachtung  der  Lehrer  an  allen,  mehr  eine  praktische  Rich- 
tung verfolgenden  Lehranstalten:  Realschulen,  höheren  Bürger- 
und Gewerbeschulen  u.  s.  w.  recht  sehr. 


Mechanik. 

Bekanntlich  bat  Poinsot's  Theorie  de  la  rotation  (über- 
setzt von  Herrn  Professor  Schellbach*))  eine  gewisse  Berühmt- 

*)  Diese  Uebersetzung  ist  mir  leider  nicht  zu  Geeicht  gekommen ;  ich 
kenne  sie  nor  au«  Stegmann's  geometrischen  Untersuch,  über 
Drehung.    Marburg  1863.    S.  36. 
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heit  erlangt.  Vielleicht  ist  es  daher  manchem  Leser  des  Archivs 
aufgefallen,  dass  das  Archiv  bisher  Ober  diese  Theorie  und 
manche  derselben  sich  anschliessende  Schriften  geschwiegen  hat. 
Der  Herausgeber  bekennt  aber  offen,  dass  er,  ohne  zu  einem  hier 
so  notwendigen  tieferen  Eingehen,  was  schon  das  grosse  An- 
sehen des  Urhebers  dieser  Theorie  beanspruchen  musste,  wenn 
Berechtigung  zum  Aussprechen  irgend  eines  bestimmten  Urtheils 
gegeben  sein  sollte,  Zeit  gewinnen  zu  können,  gewisse  Zweifel 
au  der  vollkommenen  inneren  Richtigkeit  dieser  Theorie  der  Ro- 
tation gehegt  hat.  Desto  interessanter  musste  es  für  ihn  sein, 
dass  diese  Theorie  jetzt  einen  sehr  bestimmten  Angriff  in  den 
trefflichen,  von  Herrn  Ter  quem  herausgegebenen  Nou  ve  1 1  es 
Annales  de  M ath ematiques.  Tome  XV/  Fe^vrier.  1856. 
p.  63.  erfahrt.  Derselbe  gebt,  wenigstens  mittelbar,  von  Herrn 
Saint-Guilhem,  Ingenieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussäes,  aus, 
und  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  halt  es  der  Herausge- 
ber  für  seine  Pflicht,  den  Lesern  des  Archivs  mi r zu t heilen,  was 
Herr  Sain t-Guilhelm  und  der  verehrte  Herr  Herausgeber  der 
Nouvelles  Annales  über  die  berühmte  Theorie  de  la  rota- 
tion  sagen,  so  weit  es  hier  der  beschränkte  Raum  gestattet. 
Mögen  die  Leser  hieraus  von  Neuem  ersehen ,  wie  grosse  Vor- 
sicht bei  allen  solchen*  Dingen  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  be- 
vor man  sie  namentlich  in  den  Unterricht  und  die  Lehrbücher 
aufnimmt! 

Der  betreffende  Aufsatz  ist  überschrieben: 

Nouvelle  Solution  synthetique  du  probleme  de 
la  rotation  des  corps;  par  M.  P.  Saint-Guilhem, 
Ingenieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussdes; 

und  beginnt  auf  folgende  Weise: 

„Le  probleme  dont  il  s'agit,  et  qui  a  pour  objet  la  de" 
nation  du  mouvement  d'un  corps  de  figure  invariable  autoui 
point  fixe,  est  considere  par  les  g^ometres  comme  un  des  plus 
importants  et  des  plus  difnciles  de  la  me*canique  rationelle.  Tou- 
tes  les  Solutions  de  cette  question,  jusqu'ä  celle  de  M.  Poin- 
80 1,  avaient  ete  däduites  de  l'analyse  par  des  calculs  plus  ou 
moins  compliquCs,  plus  ou  moins  Elegants: 

Dans  un  Memoire  lu  ä  l'Institut  en  1834,  ('illustre  auteur  de 
la  Theorie  des  couples  a  expose  une  Solution  syntheTique, 
remarquable  par  les  vues  eMevees  et  les  considörations  ingeVieu- 
ses  quelle  renferme.  Cette  Solution,  presentee  sous  une  forme 
tres- simple  et  depouillee  de  l'appareil  des  calculs,  est  entre'e  sans 
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objection  dans  le  dornaine  de  la  science  oü  eile  a  tenu  jusqu'a 
präsent  une  baute  place. 

Aujourd'  hui  un  de  nos  savants  confreres  ä  l'Aca 
de* mie  de  Toulouse,  HE.  ftagcheau,  conteste,  avec  toute 
l'autorite  que  donnent  de'grandes  lumieres  etunesprit 
rigoureux,  la  solidite*  d'un  des  principes  foodamentaux 
sur  lesquelles  eile  repose;  il  n'attribue  qu'a  nne 
eompensation  d'erreurs  l  exar tltude  des  re- 
sultats  auxquels  eile  condult. 

Nous  partageons,  apres  un  ex  amen  rdflechi,  l'opi- 
nion  de  notre  savant  confrere;  l'assertion  qu'il  a  4mise, 
ä  laquelle  nous  avons  d'abord  refuse  de  croire,  est, 
pour  nous,  maintenant  parf ai teinent  justifiee: 
une  application  tres  simple,  placke  ä  la  fin  de  ce  Me- 
moire, met  en  evidence  l'erreur  du  principe  auquel 
nous  faisons  allusion." 

Id  einer  Note  fügt  Herr  Saint-Guilhem  hinzu:  „L'erreur 
est  de  supposer  que  la  force  centripete  d'un  point  materiel  qui 
fait  partie  d'un  corps  doue*  d'un  mouvement  de  rotation  est  pro- 
porfionelle  ä  la  distance  de  ce  point  ä  Taxe  instantane;  eile  est 
reellement  proportioneile  ä  la  distance  de  ce  point  au  centre  de 
courbure  du  petit  arc  qu'il  decrit  dans  un  instant." 

Herr  Saint-Guilhem  weiset  hierauf  die  Falschheit  der  Theo- 
rie  Poinsot's  noch  besonders  durch  eine  Aufgabe  nach,  wegen 
welcher  wir  aber  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  die  Le- 
ser auf  die  Nouvelles  Annales  selbst  verweisen  müssen,  in« 
dem  wtr  nur  den  Scbluss  der  gegebenen  Auflösung  raittheilen : 

„Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (4)  devient 


Pour  que  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point  m  soit 
egal,  comme  le  suppose  M.  Poinsot,  ä  la  perpendiculaire  abaissee 
de  ce  point  sur  Taxe  instantane'  correspondant,  il  faut  que  Ton 
ait,  quel  que  soit  <p, 


(l-frsin»a?)g 
5  +  3sinaqp 


Or  cette  equation  n'est  satisfaite  que  par  les  valeurs  g)  =  900.(l+2n), 
n  etant  un  nombre  entier  quelconque;  ces  valeurs  correspondent 
au  point  unique  oü  la  trajectoire  vient  couper  le  plan  des  xy. 
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Alnal  la  solntlon  du  probleme  de  1»  rotfttien  des 

corps  par  M.  Polnsot  est  Jnacceptable." 

„Note  du  Redacteur.  L'erreur  signalee  provieot  de  ce  que 
les  vitesses  dependent  d  infiniment  petita  du  premier  ordre,  tels 
aont  les  contacts  dea  tangentes;  tandis  que  les  Forces  acceleratri- 
ees,  et,  par  consequent,  les  forcea  centripetes  dependent  d'infi* 
niment  petits  du  second  ordre,  tels  aont  les  contacts  des  cercles 
de  courbures." 

Der  Unterzeichnete  enthält  sich  für  jetzt  jedes  be- 
stimmteren Urtheils,  hofft  aber  späterhin  auf  diesen  jedenfalls 
sehr  merkwürdigen  Gegenstand  zurückzukommen.  Nur  so  viel  will 
sich  derselbe  für  jetzt  erlauben,  zu  sagen,  dass  ihm,  insofern  die 
Herren  Saint- Guil hem,  Gascheau  und  Terquem,  wie 
kaum  bezweifelt  werden  kann,  Recht  haben,  der  wahre  Grund 
und  die  wahre  Veranlassung  des  Fehlers  lediglich  darin  zu  lie- 
gen scheinen,  dass  man  sich  einer  ganz  strengen  Gran- 
zenbetrachtung  entschlagen  und  mit  vageren  Anschau- 
ungen des  Unendlich  -  Kleinen  u.  s.  w.  begnügt  und 
zufrieden  gegeben  hat.  Wie  nothwendig  strenge  Betrach- 
tungen der  ersteren  Art  also  auch  in  der  Mechanik  sind,  wird 
sich  hieraus  von  Neuem  deutlich  ergeben.  G. 


Nautik. 


Ueber  Orkane.  Für  Seeleute.  Von  Capt  V.  v.  i 
Hamburg.  Meissner.  1856. 

Dieses  kleine,  mit  praktischem  Sinne  abgefasste,  recht  lehr- 
reiche Schriftchen  empfehlen  wir  Seeleuten  und  allen  den  jungen 
Leuten,  die  sich  dem  Seewesen  widmen  wollen,  auch  Physikern, 
recht  sehr  zur  Beachtung.  Es  ist  sehr  verständig  abgefasst,  giebt 
fiberall  leichte  praktische  Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf 
der  See,  und  macht  den  Eindruck,  dass  der  Herr  Verfasser  viel- 
fach aus  eigener  Erfahrung  geschupft  und  seine  Regeln  selbst  auf 
der  See  erprobt  hat.  Nach  der  gleich  am  Anfange  gegebenen 
Erklärung  sind  Orkane,  Cyclonen,  Typhoons  Stürme,  die  nicht 
wie  die  gewöhnlichen  Winde  in  ein  und  derselben  Richtung  wehen, 
sondern  sich  kreisförmig  mit  grosser  Geschwindigkeit  um  einen 
Mittelpunkt  (Centrum,  Vortex  des  Orkans)  bewegen.  Ausser  die- 
ser kreisförmigen  Bewegung  besitzt  aber  der  Orkan  noch  eine 
zweite  fortschreitende  Bewegung  des  Vortez  und  mit  Ihm  (*ed 
gaozen  Orkanfeldes  in  einer  gewissen  Richtung.    Währeöd  däa 
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Rad  sich  um  seine  Axe  dreht,  folgt  diese  der  Richtung  des 
Wagens;  eben  so  dreht  sich  der  Orkan  um  den  Vortex,  nährend 
das  ganze  Sturmfeld  sich  in  einer  gewissen  Richtung  fortbewegt 
Die  kreisförmige  Bewegung  der  Orkane  hat  die  ausserordentliche 
Eigenschaft,  dass  in  beiden  Hemisphären  zu  Seiten  des  Aequa- 
tors  der  Wind  sich  stets  und  ohne  Ausnahrae  gegen  die  Sonne 
-  dreht  Die  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Orkane 
ist  nicht  so  genau  bestimmbar  wie  die  kreisförmige.  Im  Allge- 
meinen geht  dieselbe  auf  beiden  Hemisphären  von  Osten  nach 
Westen,  indem  sie  sich  allmählig  nach  dem  Pole  ihrer  Hemi- 
sphäre zu  krümmt  Diese  Richtung  geht  also  im  Süden  der  Linie 
von  Osten  nach  Westen  und  Süden,  im  Norden  von  Osten  nach 
Westen  und  Norden.  Die  Orkane  kommen  in  den  Herbst  modalen 
oder  in  den  Jahreszeiten  beider  Hemisphären  vor,  wo  die  Sonne 
sich  von  ihrem  Sommersolstitium  nach  der  Linie  zu  bewegt,  im 
Süden  also  vom  December  bis  April,  im  Norden  vom  Juni  bis 
October,  doch  dehnen  sich  die  Zeiten  ihrer  Erscheinung  über 
diese  Termine  aus.  Die  Orkane  sind  eine  Erscheinung  der  heis« 
sen  Zone  und  mag  die  Gegend  ihres  Vorkommens  als  zwischen 
30°  N.  und  30°  S.  liegend  betrachtet  werden.  Die  Breiten  nahe 
der  Linie  von  8°  S.  bis  8°  N.  sind  davon  ausgenommen.  Mitun- 
ter finden  sie  sich  auf  höheren  Breiten,  doch  ist  ihr  Auftreten 
dort  nur  vereinzelt  und  als  Ausnahme  zu  betrachten.  —  Dies  sind 
die  Hauptgesetze,  auf  Welche  der  Herr  Verfasser  seine  prakti- 
schen Regeln  zur  Vermeidung  der  Orkane  auf  der  See  gründet 
Das  lehrreiche  Schriftchen  ist  dem  verdienten  Director  der  Ham- 
burger Sternwarte,  Herrn  C.  R  flink  er,  gewidmet 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIX.  S.  15/) 

Jahrgang  1855.  Band  XVI.  2.  Heft  S.  294.  Fritsch: 
Resultate  der  im  Jahre  1854  in  Wien  und  an  einigen  anderen 
Orten  des  österreichischen  Kaiserstaates  angestellten  Vegetations- 
beobachtungen. —  S.  415.  Pick:  Ueber  die  Sicherheit  barome- 
trischer Höhenmessungen.  (Besonders  angezeigt  Literar.  Ber.  Nr.  C. 
S.4.)  —  S.  447.  Schönbichler:  Die  Complanation  des  schiefen 
Kegels  durch  Vermittelung  der  Integrale  fd<p6in2n<p(] — A:sin2g>)m 
und  fdq>co82*<p(] —  £cosag>)m  und  Auflösung  dieser  Integrale  in 
trigonometrische,  durch  einen  stäten  logarithmischen  Calcul  be- 
rechenbare Factoren  (eine  lesenswerthe  Abhandlung  aus  dem  Ge- 
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biete  der  reinen  Mathematik).  —  S.  540.  Oeltzen:  Eigene  Be- 
wegungen von  Fixsternen,  abgeleitet  aus  der  Vergleichuog  der 
Histoire  Celeste  mit  den  Argelander' sehen  nördlichen  Zonen. 

Jahrgang  1865.  Band  XVII.  Heft  1.  S.3.  K.  v.  Littrow: 
*  Nachträgliche  Mittheilung  bezüglich  der  in  den  Sitzungen  vom 
18.  Jänner  und  22.  März  d.  J.  vorgelegten  Arbeiten  des  Herrn  Dr. 
C.  Hornstein  über  die  Bahn  der  Calliope.  —  S.  4.  Grunert: 
lieber  eine  geometrische  Aufgabe,  mit  besonderer  Rücksicht  auf 
die  Bestimmung  der  Stillstandspunkte  oder  Stationen  der  um  die 
Sonne  sich  bewegenden  Weltkörper.  —  S.  35.  Grunert:  üeber 
eine  astronomische  Aufgabe.  —  S.  171.  Zantedeschi:  Nuovo 
Elettroscopio  per  le  due  ellettricUä  d'influenza.  (Con  l  tavola.) 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  2.  S.  187.  Haidin ger: 
Vereinfachte  Methode  der  graphischen  Winkelmessungen  kleiner 
Krystalle«  —  S.  191.  Schiefferdecker:  Bericht  über  die  vom 
Verein  für  wissenschaftliche  Heilkunde  in  Königsberg  in  Preussen 
angestellten  Beobachtungen  über  den  Ozongehalt  der  atmosphäri- 
schen Luft  und  sein  Verhältniss  zu  den  herrschenden  Krankhei- 
ten. —  S.  238.  Waltenhofen:  Entwurf  einer  Construction  der 
Luftpumpe.  —  S.  257.  Zantedeschi:  Ricerche  sulla  contempo- 
raneitä  del  passaggio  delle  opposte  correnti  elettriche  in  un  tilo 
metallico.  Memoria  II.  —  S.  282.  Marcus:  Der  Antigraph  (Ge- 
gen- oder  Verkehrtzeichner.) 

Jahrgang  1855.  Band  XVII.  Heft  3.  S.  361.  Zenger: 
Ueber  die  Messung  der  Strom-Intensität  mit  der  Tangenten-Bous- 
sole. —  S.  411.  v.  Littrow:  Ueber  den  Zusammenhang  der  Flecken 
und  Protuberanzen  der  Sonne  (besonders  angezeigt  Literar.  Ber. 
Nr.  G.  S.  15.).  —  S.  601.  Hornstein:  Opposition  der  Calliope  im 
Jahre  1856. 
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1  Arithmetik. 

.  •  i 

Note  sur  une  m^tbode  pour  la  reduction  d'integra* 
les  definies  et  sur  son  application  a  quelques  formu- 
les  speciales.  Par  D.  Bierens  de  Haan.  Publie*  par 
l'Acad^mie  Royale  des  Sciences  a  Amsterdam.  Amster- 
dam.  Van  der  Post.    1855.  4. 

Die  Grundlage  dieser  Methode  bilden  zwei  allgemeine  Theo- 
reme, welche  füglich  als  Erweiterungen  der  sogenannten  theilwei- 
sen  Integration  betrachtet  werden  können.  Das  erste  dieser  bei- 
den Theoreme  ist  folgendes: 

/» 
F{x).da? 

a 

la  fonction  F(x)  peut  6trc  mise  sous  la  forme  d'un  produit,  tel 
que  Tun  des  facteurs  soit  la  differentielle  d  une  fonction  connue 
quelconque,  c'est- ä-dire,  lorsqu'on  a 

F(x)  =  (p(x).dx.\f(x)), 

on  aura  aussi  l'lquation 


J \{x).dx . { /(x) } dx  =  tp(b) .m-iM-M-if  /to dx\tp{x)\dx. 


■t 


„Quoique  dans  le  cours  de  cette  Note",  sagt  der  Herr  Ver- 
fasser, „on  ne  fera  usage  que  de  ce  tbeoreme,  il  vaudra  bien  la 
peine  pourtant  d'en  tirer  un  corollaire  interessant",  nämlich  das 
folgende 

Thl.XXVI.Hft.3.  3 
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Theoreme  U.      Lorsque    dans    une    integrale  definie 

C  F{q,  x)  dx  la  fonetion  F(q,  x)  peut  etre  raise  sous  la  forme 
■ 

d'un  produit,  tel  que  Tun  des  facteurs  soit  la  differentielle  d'une 
fonetion  connue  quelconque  de  q,  c'est-ä- dire,  lorsqu'on  a 

F(q,  x)  =  (p(q,  X)  dq  |  f(q,  x)  \ , 

on  aura  aussi  l'equation 

P * dqj*  (p(q,x).dr[f{q,x)}dx=—f*  dxJ*^f[qyx)dq\<p(q,x)\dq-J 

er  a  a  a 

+ j*    dx:[(p(ß,x).f(ß,x)  —  <p(a,x).f(ct,x)]m, 

a 

oü  A  est  la  correction  näcessaire  dans  certains  cas  de  disconuite* 

de  la  fonetion  F(a,  x)  —  pour  des  valcurs  de  q  et  de  x,  qui  tom- 
hent  entre  des  Ii  mit  es  respectives  incluses,  a  et  ß,  a  et  6,  — 
lors  de  1'opplication  de  la  methode  du  changement  dans  l'ordre  des 
integrations.  Toutefois  ce  resultat  ne  peut  valoir  que  sous  la 
double  rondition,  ä  laquelle  ce  changement  est  soumis,  savoir  que 

d*.F(q,  x)      t  P> 
y  =  4  Lim .  £  —  et  Lim.^y  ydx 

a 

soient  toutes  deux  nulles"*). 

„Comrae  pour  le  Theoreme  I.  il  faut  ohserver,  quon  a  sup- 
pose  que  <p(q,  x)  .f(q,  x)  soit  contenu  entre  les  limites  et  et  ß  de 
q:  lorsque  cela  ne  serait  plus  le  cas,  il  faudrait  ajouter  au  second 
niembre  de  cette  equation  la  correction 

Lim-  f   [f(c  —  £).(p(c—t)  —  f(c-i-e).(p(c+€)]." 


Jedenfalls  ist  es  sehr  bemerkenswert!!,  dass  der  Herr  Ver- 
fasser dieser  in  allen  Beziehungen  äusserst  wert h vollen  Abhand- 
lung aus  den  obigen  im  Ganzen  höchst  einfachen  Quellen  einen 
grossen  Reicbthum  tbeils  bekannter  >  theils  bis  jetzt  noch  unbe- 
kannter Formeln  ableitet,  so  dass  wir  es  für  unsere  Pflicht  halten, 
den  Lesern  des  Archivs  die  vorliegende  schöne  Abhandlung  recht 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen. 


tf  wlfu.r.ii   .  '■ti'iii'i  otu.H        it ii     •>.'>  '  »  ii  i-  i,.-..'.  . 

*)  Pour  la  Ii  mite  z<  ro  de  c.  G. 
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I-  Zu  unserer  Fredde  hören  wir,  dass  die  im  Liter  ariseheti 
Berichte  Nr.  LXXX.  S.  1005.  T hl.  XX.  vorläufig  angekündigte 
Tafel  der  bestimmten  Integrale,  mit  welcher  de*  Herr  Ver- 
fasser der  Wissenschaft  ein  überaus  wichtiges  und  angenehmes 
Geschenk  machen  wird,  auf  Kosten  der  Königlichen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Amsterdam  herausgegeben; 
ihrer  so  sehr  au  wünschenden  Vollendung  immer  nfiher  rückt, 
and  das«  von  derselben  bereits  die  erste  Abtheilung  erschienen 
ist  *).  Wir  wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Kraft,  Ausdauer  und 
Gesundheit  zu  der  baldigen  Vollendung  dieses  wichtigen  und  schwie- 
rigen Werkes.  G. 

.  ,  *  1  i  * 

i  »  *        t        ■  *  '*•  ii  1  t        i  •  ■ 

»  4         *  '  •  ■  * 

Primzahlen-Tafel  von  1  bis  10000,  oder  Zerlegung 
der  Zahlen  von  1  bis  10000  in  ihre  Factoren.  Darge- 
stellt aur  Erleichterung  für  alle  Die,  welche  mit.v«jr. 
wickelten  Rechnungen  zu  thun  haben,  insbesondere 
für  Mathematiker  von  Fach.  Von  Franz  Schaller,  Geo- 
meter.   Weimar.  Jansen  &  Comp.    1855.  4. 

Was  diese  Tafel  enthält,  sagt  ihr  Titel.  Ihre  Einrichtung  ist 
von  der  anderer  derartiger  Tafeln  nicht  wesentlich  verschieden. 
Warum  dieselbe  insbesondere  für  „Mathematiker  von  Fach*', 
nicht  auch  eben  so  gut  und  nicht  noch  mehr  für  die  anderen  auf 
dem  Titel  genannten  ehrlichen  Leute  brauchbar  sein  soll,  sehen 
wir  nicht  ein.  Druck  und  Papier  sind  recht  gut  und  deutlich; 
Fehler  haben  wir  bei  einigen  Vergleicbungen  mit  anderen 
Tafeln  nicht  gefunden,  obgleich  sich  darüber  natürlich  nur  bei 
öfterem  und  längerem  Gebrauche  mit  Sicherheit  urtbeilen  lässt. 
Die  Tafel  mag  daher  immerhin  verdienen,  nicht  ganz  unbeachtet 
gelassen  zu  werden. 

Geometrie. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  bearbeitet 
von  O.  Fort  und  O.  Schlümilch,  Professoren  an  der  po- 
lytechnischen Schule  zu  Dresden.  Erster  Theil.  Ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene  von  O.  Fort.  Zweiter 
Theil.  Analytische  Geometrie  des  Raums  von  O.  Schlö- 
milch. Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Lein- 
zig.  Teubner.    1855.  8. 

Dieses  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  verdient  der 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  der  Darstellung  wegen  und  wegen 

- —   ' 


*)  S;  Muth.  ii.  phyt.  Bibliographie.  Nr.  HI.  S.  1. 
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der  vielen,  sehr  gut  ausgeführten  Figuren,  die  namentlich  in  der 
Geometrie  des  Raums  sehr  zur  Erhöhung  der  Deutlichkeit  und 
Anschaulichkeit  beitragen,  insbesondere  Solchen,  die  das  Studium 
der  analytischen  Geometrie  beginnen,  recht  sehr  zur  Beachtuog 
empfohlen  an  werden,  und  eignet  sich  nach  unserer  Meinung  vor« 
zugsweise  zum  eigenen  Studium,  zu  welchem  Zwecke  wir  einem 
Anfänger  kaum  ein  geeigneteres  Werk  zu  empfehlen  wüssten. 
Im  Ganzen  ist  der  Inhalt  der  gewöhnliche  und  bedarf  deshalb  im 
Aligemeinen  einer  weiteren  Besprechung  hier  nicht.   Um  aber  den 
Herren  Verfassern  zu  zeigen ,  mit  welchem  Interesse  der  Unter- 
zeichnete ihr  verdienstliches  und  empfeblungswertbes  Werk  einer 
genaueren  Durchsicht  unterzogen  bat,  sieht  sich  derselbe  zu  den 
folgenden  Bemerkungen  veranlasst,  wenn  er  auch  dabei  einiger- 
maassen  von  sich  selbst  zu  reden  genöthigt  sein  wird,  was  er 
sonst,  namentlich  in  diesen  literarischen  Berichten,  gern  vermeidet. 
Zunächst  weiss  es  der  Unterzeichnete  dem  Herrn  Verfasser  des 
ersten  Theils,  Herrn  Professor  Fort,  Dank,  dass  er  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  (Tbl.  I.  S.  72.)  —  hier  wohl  in  einem  Lehrbucbe 
«uerst  —  die  Erklärung  dieser  Curven  zu  Grunde  gelegt  hat,  nach 
welcher  dieselben  als  geometrische  Oerter  der  Funkte  in  einer 
Ebene,  deren  Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem 
festen  Punkte  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  definirt  werden.    Dass  der  Unterzeichnete  diese  Erklä- 
rung der  Kegelschnitte,  wie  er  glaubt,  zuerst  als  Grundlage  der 
Theorie  derselben  empfohlen  hat,  darf  wohl  aus  der  Abhandlung 
Archiv.  Tbl.  XVII.  Nr.  II.  S.  54.  und,  noch  viel  weiter  zurück- 
gehend, aus  der  Abhandlung:    Bemerkungen  über  den  ele- 
mentaren Vortrag  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
in  den  Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik vo  n  J.  A.  Gr  u  nert.  Thl.  I.  Brandenburg.  1838.  S. 222. 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden.    Auch  hat  einer  der  trefflich- 
sten Schüler  des  Unterzeichneten,  Herr  Scoppewer,  Lehrer 
der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaft  am  Gymnasium  zu 
Sorau,  dem  Vernehmen  nach  die  in  Rede  stehende  Erklärung 
schon  vor  einigen  Jahren  zum  Gegenstande  eines  Schulprogramms 
gemacht.   In  Thl.  I.  S.  157.  sagt  Herr  Fort:  „Die  auf  die  Qua- 
dratur der  Hyperbel  bezuglichen  Untersuchungen  greifen  zu 
weit  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathematik  ein,  üm  hier  einen 
geeigneten  Platz  finden  zu  können;  sie  bleiben  daher  ebenso  wie 
die  Betrachtungen  über  die  Rectification  sämmt lieh  er  Kegel- 
schnittslinien von  diesem  Buche  ausgeschlossen."    Herr  Fort 
möge  dem  Unterzeichneten  erlauben,  sieb  der  angenehmen  Hoff- 
nung hingeben  zu  dürfen,  dass  diese  Worte  wohl  schwerlich  ge- 
schrieben worden  wären,  wenn  Herr  Fort  die  beiden  von  dem 
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Unterzeichnete» veröffentlichten  Abhandlungen :  EJeme n ta re.Dap- 
Stellung  der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Hyperbel 

u,s;w.  im  Archiv.  ThI.  XXV.  Nr.  V.  S.82.*)  und  AUgeraeh 
ner,  leicht  elementar  zu  beweisender  «Satz  von  der 
Recti fi catton  und  Quadratur  der  Curven.  Elementare 
Rectificatiön  der  Parabel,  im  Archiv.  Th L XXVI.  Nr.  Hl 
S.  48.,  schon  gekannt  hätte,  wobei  zugleich  darauf  aufmerksam 
gemacht  werden  mag,  dass  das  bald  erscheinende  erste  Heft 
des  27üten  Theils  des  Archivs  eine  neue  elementare  Qua? 
dratur  der  Hyperbel  von  dem  als  trefflicher  Mathematiker  schon 
hinreichend  bekannten  Herrn  Essen,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Naturwissenschaft  am  Gymnasium  zu  Stargard,  enthalten  wird, 
auf  die  wir  hier  vorläufig  aufmerksam  machen.  —  Als  einen 
besonderen  Vorzug  der  von  Herrn  Professor  Schlömilch  in  an- 
sprechender Darstellung  bearbeiteten  analytischen  Geometrie  des 
Raums  sieht  es  der  Unterzeichnete  an,  dass  hier  die  Theorie 
der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  Ebene  ganz  allgemein  ftir 
schiefwinklige  Coordinatensysteme  entwickelt  worden  ist.  Der 
.  Unterzeichnete  darf  wohl  der  Meinung  sein,  dass  dies  von  ihm 
in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geometrie.  Tbl.  I. 
Leipzig,  zuerst  geschehen  ist,  da  alle  früheren  Lehrbücher 
sieb  auf  rechtwinklige  Coordinatensysteme  beschranken**),  und 
da  der  Unterzeichnete  die  Darstellung  des  Herrn  Professors 
Schlömilch  von  der  von  ihm  gegebenen  Entwickelung  durchaus 
nicht  wesentlich  abweichend  findet,  ferner  auch  die  Formeln,  selbst 
t  heil  weise  bis  auf  die  Bezeichnung,  mit  den  in  den  angeführten 
Elementen  der  analytischen  Geometrie  von  dem  Unter« 
zeichneten  zuerst  gegebenen  Formeln  übereinstimmen  :  so  kann 
es  der  Unterzeichnete  natürlich  nur  für  eine  sehr  angenehme  Pflicht 
halten,  Herrn  Professor  Schlömilch  verbindlichst  zu  danken, 
dass  er  auf  diese  Weise  zur  weiteren  Bekanntwerdung  jener  For- 
meln durch  sein  verdienstliches  Werk  gewiss  wesentlich  beiger 
tragen  hat.  Da  die  für  schiefwinklige  Coordinatensysteme  ent- 
wickelten Formeln  besonders  auch  für  die  Krystallographie  Bedeu-* 
tung  haben,  so  glaubt  der  Unterzeichnete  sich  noch  erlauben  zu 


•yS.  auch  die  schönen  Bemerkungen  des  Herrn  Directors  Nisse  in 
Stralsund  im  Archiv.  ThI.  XXVI.  S  110. 

•*)  Später  in  seinen  im  Literar.  Ber.  Nr.  LH.  S.  780.  Tb  Im  XUfc 
mit  verdientem  Lobe  angezeigten  Beiträgen  zur  M.o.lecular-Phy  sik, 
Nürnberg.  1049.  hat  auch  der  den  \Vi«*enscliaften  leider  zu  /rühMentr 
rissene  treffliche  G.  S.  Ohm  die  analytische  Geometrie  für  beliebige 
schiefwinklige  Coordinatensysteme  in  eigentümlicher,  von  der  von  mir 
gegebenen  Darstellung  abweichender  Welse  entwickelt.  G. 
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dürfen,  bei  dieser  Gelegenheit  auf  eine  Von  Ito'tffitarttveruffent-» 
liebte  AbtiandfohgrZuT Kristallographie  und  analytischen 
Geometrie  In  den  obenerwähnten  Beiträgen  zdr  r«  u.  a.  Math. 
Tbl.  I.  &.  149.  verweisen  zu  dürfen.  Weil  der  Raum  leider  ver- 
bietet ,  hier  mehr  über  das  vorliegende  verdienstliche  Buch  zu 
sagen,  so  wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass  für  dien  Anfänger 
aneb  die  in  ziemlicher  Anzahl  vorkommenden  Anwendungen  auf 
speoielle  Curven  und 'Flächen  besonders  lehrreich  sein  Werden, 
was  dem  Bvcbe  also  von  einer  neuen  Seite  her  zur  Empfehlung 
dient.  Die  dem  *  Buche  durch  den  Herrn  Verleger  gegebene  Süs- 
sere Ausstattung  ist  in  allen  Beziehungen  trefflich.  G. 


.     ■  f.  .      f  '  •  •  »  I«    «      M  . 

•  ■»•**»    '  *  '  I  ,        t  '  '        1    |»  »  »   "i  »  «  '  ' 

Geodäsie. 

Instruction  über  die  Anfertigung  der  Situations- 
und Nivetlimcntspläne  für  Landesculturarbeiten.  Zu- 
nächst zum  Gebrauche  für  die  Wiesenbau-Techniker 
in  dem  Regierungsbezirke  Trier.    Trier.   Lintz.    1855.  ' 
16  Sgr. 

Dieses  sehr  verständig,  mit  vieler  Deutlichkeit  und  nach  un- 
serer Meinung  mit  vielem  praktischen  Sinn  und  Takt  abgefasste 
Schriftchen  eines  ungenannten  Verfassers  verdient  der  allgemei- 
neren Beachtung,  als  solchen  Schriften  meistens  zu  Theil  zu  wer- 
den pflegt,  empfohlen  zu  werden.  f>ie  drei  beigegebenen  hüb- 
schen Karten  i  1.  Darstellung  eines  Terrains  durch  Profilzeichnungen. 
2.  Darstellung  der  Höhenverhältnisse  eines  Terrains  durch  Ein- 
schreibung? der  Höhetimansse  in  den  Plan.  3.  Darstellung  eines 
Terrains  durch  Horizontalen,  dienen  sehr  zur  deutlichen  Erläute- 
rung der  verschiedenen  Ablieben  Methoden  der  Terraindarstellung. 
Bei  der  jetzigen  grossen  Wichtigkeit  solcher  Darstellungen,  z.  B. 
fllr  den  Wiesenbau,  der  immer  grössere  Bedeutung  für  die  Land- 
wirtschaft gewinnt,  Wünschen  wir  diesem  Schriftchen  recht  weite 
Verbreitung  und  sorgfältige  Beachtung. 


Die  Terrainaufnahme  rationell  aus  der  Lehmann- 
sehen  Jheorie  der  Terraindarstellung  entwickelt'  von 
Hermann  von  Schintling,  Oberstlieutenant  und  Direc- 
tor  des  topographischen  Bureau's  des  k.  baierischen 
General-Quartiermeister-Stabs.  Mit  einer  lithogra- 
phirten  Tafel.   Mönchen.  Franz.  1855.   8.   1  Thlr. 

Diese  Schrift  enthält  eine  sehr  geistreiche  —  welches  Wort 
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uns  Wer  vorzugsweise  an  seiner  Stelle  au;  «ein  ;  scheint  —  -Dar; 
Stellung  der  militairischen  Terrainaufnahwe  mit  besonderer  Rück« 
sieht  auf  die  Lehman n  sehe  Theorie,  und  erörtert  in  äusserst 
interessanter  Weite  die  allgemeinen !  Gesichtspunkte,  reiche  hei 
diesem  wichtigen  Gegenstande  in  Rücksicht  «uf  Methode  und 
Zweck  zur  Sprache  kommen,  so  dass  wir  deren  Beachtung  einem  * 
Jeden,  wer  sich  mit  dergleichen  Arbeiten,  deren  Leitung  zu  un- 
serer Freude  in  Baieni  in  so  tüchtige  Hände  ,  wie  die  des  Herrn 
Verfassers,  gelegt  ist,  zu  beschäftigen  bat,  dringend  empfehlen.  Auf 
einem  geringen  Räume  ist  In  dieser  Schrift  sehr  Vieles  in  174  Paragra- 
phen gegeben  y  hier  aber  nnthigt  uns  leider  die  Beschränktheit  des 
Raums,  uns  mit  der  folgenden  Inhaltsangabe  der  Hauptabschnitte  zu 
begnügen:  Einleitung.  I.Theorie  der  Terrainzeichnung,  construetire 
Grundlage  derselben.  II.  Betrachtungen  über  die  Anwendung  #er 
construetiven  Gesetze  auf  die  Terraindarstellung  und  über  die  Modi* 
ficatlonen,  welche  hiebei  eingetreten  sind.  (Dieser  Abschnitt  enthält 
eine  sehr  beachtenswerthe  Kritik  der  Lehmann 'sehen  Methode, 
die  der  Herr  Verfasser  mit  den  folgenden  Mötto's  einleitet: 

„Wo  ein  Berg  ist,  da  mache  er  einen  Klecks  hin." 

König  Friedrich  der  «rosse.  *) 

„Ich  kann  auf  dieser  Landkarte  durchaus  nicht 
sehen,  wo  wir  eigentlich  sind,  inmaassen  ich  weder 
dich  noch  mich  darauf  verzeichnet  finde." 

Kaiser  Otto  im  Koni*  Kffinhardt, 

von  Jost  inus  Hemer.)  -r>\[} 

III.  Fehlergränzen  für  die  Aufnahme  und  Darstellung  des  Terrains, 

IV.  Die  Aufnahme  des  Terrains.   Schlusswort.  —  Möge  die  Schrift 
die  so  sehr  verdiente  Beachtung  in  jeder  Beziehung  finden f  G. 

.,.  -.!  i  :i  <     ;  [    I-,  •  >.t^!t niill  /      ..:  :\.HiU".-i,.m  nlM\  .flit'jHfl 

...Silii    ...j,,; 4  ^  t  ?  ftH^IR|.^n     ;i,,-5;^^il  „  lfl 

Der  Mond.  Ein  üeberblick  über  den  gegenwärtigen 
Umfang  und  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  von  der 
Oberflächengestaltung    und  Physik   dieses  Welrkor- 

'      •  ■    ti    101  Ii  .:  -.i:  ft»jr{'f*  Vi'Xf) 

*)  Gewiss  ein  in  vielen  Beziehungen,  namentlich  mit  Rücksicht  atff 
manche  Künsteleien,  sehr  wahres  und  zu  beherzigende«,  natürlich  aber 
«ehr  cum  grano  sali«  zu  nehmendes  Wort  de«  grossen  Königs.  >*I 

Der  Herauegeher. 
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pers.  Von  J.F. Julius  Schmidt;  Astronomen  der  Slero- 
Warte  de*  Prälaten  Ritter  von  Unkrechtsberg  zu  Olm  Atz. 
Mit' zwei  farbigen  Stefodrucktafeln  und  mehreren  in 
den  Text  gedruckten  Bolzschnitten.  Leipzig.  Barth. 
1856.   8.    1  Thlr.  15  Sgr.  ' 

Der  Herr  Verfasser  dieser  der  Beachtung  der  Leser  des  Archivs 
zu  empfehlenden  Schrift  veröffentlicht  in  derselben  die  hinterlas- 
senen  Arbeiten  Lehr  mann  s  über  die  Mondgebirge  mit  seinen 
eigenen  im  Jahre  1840  begonnenen  Beobachtungen  über  die  Ober- 
fläche unsers  Erdtrabanten,  und  stellt,  nur  die  notwendigsten 
Läuterungen  über  Bewegung,  Masse,  Grösse  und  Beleuchtung 
des  Mondes  gebend,  weil  diese  Dinge  grösstenteils  als  bekannt 
angesehen  werden  können,  die  Ergebnisse  aller  telescopiscbeo 
Beobachtungen  der  Mondoberfläche  zusammen,  verfolgt  dabei  aber 
noch  den  besonderen  Zweck,  daraufhinzuweisen,  dass  ein  sorg- 
fältiges Studium  der  Moodgebirge  fär  die  Geologie  von  Wichtig- 
keit werden  könne,  insofern  es  sich  dereinst  um  die  Nach  Weisung 
gewisser  Aehnlichkeiten  zwischen  den  Gebirgsformen  der  Erde 
uu&  ih res  Trabanten,  und  um  eine  vergleichende  Betrachtung  han- 
delt; in  welcher  man  die  Wirkungen  ungeheurer  Kräfte  untersucht, 
die  den  Oberflächen  zweier  benachbarten  Himmelskörper  ihre  ge- 
genwärtige Configuration  verliehen  haben.  Die  von  dem  Herrn 
Verfasser  erreichte  Vollständigkeit  wird  aus  der  folgenden  Angabe 
des  Hauptinhalts  erhellen:  Allgemeine  Vorerinnerungeh  über  die 
Bahn  und  die  Grösse  des  Mondes.  Umlaufszeit.  Parallaxe.  Grösse 
und  Masse.  Rotation  Und  Libration.  Historischer  Rückblick  auf 
die  selenographischen  Arbeiten  seit  den  letzten  zwei  Jahrhunder- 
ten. Besondere  Versuche»  die  Oberfläche  des  Mondes  darzustel- 
len (Qaguerrotype.  Mondrelief  von  Dickert  in  Bonn.)  Ursachen 
der  k  Veränderungen  der  Mondgebirge.  Bergschatten.  Erdenlicht 
Erscheinungen  während  einer  Mond  finsterniss.  Atmosphäre.  Ober- 
fläche. Höhenmessungen.  Vertbeilung  der  Ebenen  und  Gebirge. 
Ringgebirgsform.  Massen-  und  Kettengebirge.  Isolirte  Berge. 
Bergadern.  Strahlensysteme.  Vergleichung  irdischer  Vulkane  mit 
den  Ringgebirgen.  Dimensionen  einiger  Crater  der  Erde.  Dimen- 
sionen einiger  Ringgebirge  des  Mondes.  Meinungen  über  lebende 
VVesen  , auf  dem  ,  Monde  und  auf  den  Planeten.  Ein  Tag  und  eine 
Nacht  auf  dem  Monde.  Anmerkungen.  —  Je  mehr  der,  Herr  Ver- 
fasser schon  längst  als  genauer  und  eifriger  Beobachter  bekannt 
ist  und  schon  in  mehrfacher  Weise  als  populärer  Schriftsteller 
sieb  bewährt  hat,  desto  mehr  wird  diese  auch  äusserlich  in  jeder 
Beziehung  trefflich  ausgestattete  Schrift  der  Beachtung  unserer 
Leser  zu  empfehlen  sein. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik, 

Gauss  mm  Gedftcbtniss.  Von  W.  Sartorius  v.  Wal- 
tersbausen.  Leipzig.   Hirzel.   1856.   1  Thlr. 

Diese  historische  Skizze  des  grossen  Verblichenen  ist  mit 
einer  Hingebung  und  einer  Wärme  des  Gefühls,  zugleich  mit  einer 
so  grossen  üeberzeugung  von  dem  unersetzlichen  Verluste,  wel» 
chen  die  Wissenschaft  und  die  Georgia  Augusta  erlitten,  geschrie- 
ben, das*  dieselbe  jedes  fühlende  Herz  wahrhaft  ergreifen  muss, 
ganz  abgesehen  von  ihrem  natürlich  höchst  interessanten  Inhalte. 
Dieselbe  beabsichtigt  mehr  ein  allgemeines  Bild  des  unvergleich- 
lichen Mannes  zu  entwerfen,  als  seine  bewunderungswürdigen 
wissenschaftlichen  Endeckungen  in  einem  weiteren  Zusammenhange 
zu  erfassen,  eine  Arbeit,  deren  Erfüllung,  wie  der  Herr  Verfas- 
ser in  der  Vorrede  sagt,  bald  im  vollsten  Umfange  von  einer  an- 
deren Seite  entsprochen  werden  wird;  sie  sucht  zugleich  schon 
jetzt  einer  heiligen,  frommen  Pflicht  zu  genügen  und  in  einer  Zeit 
in  welcher  der  Schmerz  über  den  grossen  Verlust  noch  recht  leben- 
dig ist,  das  Andenken  an  den  Hingeschiedenen  frisch  in  der  Seele 
zu  bewahren.  Gerade  durch  diese  allgemeine  und  weniger  streng 
wissenschaftliche  Haltung  eignet  sich  die  Schrift  vorzüglich  auch 
für  ein  grosseres  Publikum,  und  wir  folgen  nur  unserer  innersten 
Üeberzeugung,  wenn  wir  dieselbe  hier  zur  allgemeinsten  Beach- 
tung in  einem  möglichst  weiten  Kreise  dringend  empfehlen.  Auch 
wird  dieselbe  wesentlich  dazu  beitragen,  manche  unrichtige  An- 
sichten über  verschiedene  Ereignisse  in  Gauss 's  Leben  zu  be- 
richtigen und  diese  Ereignisse  in  ihr  richtiges  Licht  zu  stellen. 
TU.  XXYI.  Hf 1 4.  A 
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Wir  müssen  ans  leider  versagen»  hier  eine  grössere  Anzahl  von 
Auszügen  aus  der  in  allen  Beziehungen  sehr  interessanten  Schrill 
roitzutheilen,  M-ollen  jedoch  nicht  unterlassen,  Einiges  von  dem 
anzuführen,  was  der  Herr  Verfasser  über  das  religiöse  Bewusst- 
sein  des  grossen  Mannes  sagt. 

„Dem  religiösen  Bewusstsein  von  Gauss  lag  ein  unersättlicher 
Durst  nach  Wahrheit  und  ein  tiefes,  sowohl  auf  geistige  wie  auf 
materielle  Güter  sich  erstreckendes  Gerechtigkeitsgefühl  zu  Grunde, 
Diese  beiden  geistigen  Richtungen  unterstützten  sich  gegenseitig, 
bezeichneten  vornehmlich  seinen  Charakter  und  kamen  selbst  in 
den  kleinsten  Lebensverhältnissen  immer  wieder  aufs  Deutlichste 
zum  Vorschein.  Alles  und  Jedes  musste  von  ihm  mit  der  ausser- 
sterv  Exactitudc,  mit  der  grüssten  Gewissenhaftigkeit  ausgeführt 
werden.  Hatte  er  es  z.  B.  mit  einer  Beobachtung  zu  thun,  so 
suchte  er  in  ihr  zu  erreichen,  was  irgend  erreichbar  war;  führte 
er  eine  wissenschaftliche  Rechnung  aus,  so  gross  oder  so  klein 
sie  auch  sein  mochte,  sie  wurde  so  scharf  geführt,  als  es  die 
Hülfsmittel  gestatteten;  hatte  er  sich  mit  Jemandem  in  Geldan- 
gelegenheiten aus  einander  zu  setzen,  so  blieb  der  Bruchtheü  eines 
Pfennigs  gewiss  nicht  unberücksichtigt.  Gauss  zeigte  daher  den 
Grundtypus  eines  rechtschaffenen  Mannes;  seinen  Verpflichtungen 
in  äusserster  Strenge  nachzukommen,  stand  bei  ihm  unerschüt- 
terlich fest.  Aber  auch  von  Andern  forderte  er  dieselbe  Recht- 
schaffenheit, die  er  selbst  auf  das  Gewissenhafteste  ausübte. 
Der,  welcher  es  gewagt  haben  würde,  auch  in  der  unbedeutend- 
sten Angelegenheit,  ihn  absichtlich  zu  hintergehen  oder  gegen 
ihn  nicht  durchaus  rechtschaffen  zu  verfahren,  würde  ohne  Zwei- 
fel für  alle  Zeit  seine  Achtung  und  sein  Vertrauen  verscherzt 
haben.  Er  war  indess,  wahrscheinlich  durch  manche  Lebens- 
erfahrungen belehrt,  auf  seiner  Hut,  nicht  getäuscht  zu  werden, 
und  besass  jene  tiefe  Menschenkenntniss,  welche  ihn  Körner  von 
Spreu  sogleich  unterscheiden  Hess." 

„  Die  unerschütterliche  Idee  von  einer  personlichen  Fortdauer 
nach  dem  Tode,  der  feste  Glaube  an  einen  letzten  Ordner  der 
Dinge,  an  einen  ewigen,  gerechten,  allweisen,  allmächtigen  Gott, 
bildete  das  Fundament  seines  religiösen  Lebens,  das  in  Verbin- 
dung mit  seinen  unübertroffenen  wissenschaftlichen  Forschungen 
zu  einer  vollendeten  Harmonie  sich  aufgelöst  hatte." 

„Er  selbst  sprach  sich  so  eines  Tages  aus:  „„Es  giebt  in 
dieser  Welt  einen  Genuss  des  Verstandes,  der  in  der  Wissen- 
schaft sich  befriedigt,  und  einen  Genuss  des  Herzens,  der  haupt- 
sächlich darin  besteht,  dass  die  Menschen  einander  die  Mühsale, 
die  Beschwerden  des  Lebens  sich  gegenseitig  erleichtern.   Ist  das 
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aber  die  Aufgabe  des  höchsten  Wesens,  auf  gesonderten  Kugeln 
Geschöpfe  zu  erschaffen  und  sie,  um  ihnen  solchen  Genuss  zu 
bereiten,  80  oder  90  Jahre  existiren  zu  lassen,  so  wäre  das  ein 
erbärmlicher  Plan""  (—das  Problem  wäre,  wie  er  sich  ein  ande- 
res Mal  ausdruckte,  schofel  gelöst).  —  „„Ob  die  Seele  80  Jahre 
oder  80  Millionen  Jahre  lebt,  wenn  sie  einmal  untergehen  soll, 
so  ist  dieser  Zeitraum  doch  nur  eine  Galgenfrist.  Endlich  würde 
es  vorbei  sein  müssen.  Man  wird  daher  zu  der  Ansicht  gedrängt, 
för  die  ohne  eine  streng  wissenschaftliche  Begründung  so  vieles 
Andere  spricht,  class  nebeu  dieser  materiellen  Welt  noch  eine 
andere  zweite  rein  geistige  Weltordnung  existirt,  mit  ebenso  viel 
Mannigfaltigkeiten  als  die,  in  der  wir  leben  —  ihrer  sollen  wir  tbeil- 
bafti<r  werden.""  —  Dieses  himmlische  Bewusstsein  hat  seine 
Seele  getränkt  und  genährt  bis  zu  jener  stillen  Mitternacht,  in  der 
sein  Auge  sich  für  ewig  scbloss." 

Absichtlich  haben  wir  die  religiöse  Seite  des  grössten  Mathe- 
matikers und  Naturforschers  der  neuesten  Zeit  hier  bestimmter 
hervorgehoben  und  stellen  sie  gegenüber  den  namentlich  für  die 
Jugend  leicht  so  verderblich  werden  könnenden  Ansichten  einer 
gewissen  Klasse  heutiger  Naturforscher,  die  gegen  einen  Gauss 
nur  wie  Milben  gegen  den  Adler  erscheinen.  Wer  selbst  solche 
Ansichten,  die  Gauss  im  Leben  leiteten  und  stärkten,  tief  in 
seinem  Busen  trägt,  wird  sich  durch  die  obige  kurze  Schilderung 
des  grossen  Mannes  in  seinem  Glauben  zwar  nicht  noch  mehr 
gekräftigt  —  denn  der  Autoritäten  bedarf  das  wahrhaft  tiefe  reli- 
giöse Bewusstsein  wahrlich  nicht  —  aber  doch  in  allen  Beziehun- 
gen gehoben  fühlen,  namentlich  jener  Klasse  heutiger  Naturfor- 
scher gegenüber,  «die  so  gern  das  Göttliche  und  Geistige  in  den 
Staub  ziehen  und  lediglich  an  die  Materie  ketten  mochten.  Da- 
her durfte  die  religiöse  Seite  des  grossen  Mannes  in  einer  Zeit- 
schrift, wie  die  vorliegende,  welche  vorzüglich  auch  der  Forde- 
rung des  Jugendunterrichts  sich  widmet,  nicht  unberücksichtigt 
bleiben.  G. 


Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht. 

r 

Die  Leser  des  Archiv'*  werden  es  uns  gewiss  Dank  wissen, 
wenn  wir  ihnen  die  folgende,  aus  der  Augsburger  allgemeinen 
Zeitung  entlehnte  Notiz  mittheilen,  die  zu  interessant  ist,  als  dass 
sie  nicht  auch  in  einer  vorzüglich  der  Förderung  des  mathemati- 
schen und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift  auf- 
bewahrt zu  werden  verdiente.    Unsere  Leser  werden  aus  dieser 
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Notfa  sin  von  der  Kaiserlich  österreichische«  Regierung  in  Wien 
errichtete»  Institut  näher  kennen  lernen ,  welches  zur  wahren  För- 
derung des  physikalischen  Unterrichts  auf  allen  höheren  Lehran- 
stalten gewiss  ungemein  viel  beitragen  wird ,  und  zunächst  werden 
namentlich  die  Kaiserlich  Österreichischen  Gymnasien,  Realschu- 
len u.  s.  w.  ihrer  für  die  Forderung  aller  Unterrichtsaweige  so  sehr 
besorgten  Regierung  gewiss  für  die  Errichtung  dieses  Instituts  den 
Wärmsten  Dank  zollen,  so  wie  namentlich  auch  dafßr,  dass  die 
Leitung  dieses  Instituts  in  die  Hände  eines  dazu  in  allen  Bezie- 
hungen so  sehr  befähigten  und  auch  für  die  Forderung  des  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterrichts  mit  dem  wärrasten  Eifer 
beseelten  Mannes,  wie  Herr  Regicrungsrath  v.  Ettingshausen 
ist,  gelegt  worden  ist.  Aber  nicht  bloss  aus  dem  engeren  Kreise  der 
genannten  Lehranstalten  wird  der  Kaiserlich  österreichischen  Re- 
gierung dieser  Dank  gezollt  werden,  sondern  überhaupt  von  Allen, 
denen  die  Förderung  des  genannten  Unterrichts  wahre  Herzens- 
sache ist  Das  Institut  spricht  zu  sehr  für  sich  selbst,  als  dass 
es  nüthig  wäre,  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  verlieren»  G. 

Das  physikalische  Institut  in  Wien. 
(Ans  fter  allgemeinen  Zeitung.   BeiInge  zu  Nr.  142.  21.  Mai  1856.) 

Ein  längst  gefühlter  Mangel  des  deutschen  Gyranasialunter- 
richts  ist  dem  scharfen  Auge  des  österreichischen  Cultusministers 
Grafen  Thun  nicht  entgangen,  und  er  hat  darum  eine  Anstalt 
gegründet,  die  brauchbare  Gymnasiallehrer  der  Physik  erziehen 
soll,  und  diese  Anstalt  einem  Manne,  dem  Regier ungsrath  von 
Ettingshausen,  zur  Leitung  übergeben,  der  mit  gleicher  Ueber- 
legenheit  die  speculative,  wie  die  praktische  Physik  beherrscht, 
und  der  von  dem  eifrigsten  Streben  beseelt  ist,  die  höchsten  Ab- 
stractionen  der  mathematischen  Physik  in  ein  gemeinfassliches 
Gewand  zu  kleiden,  ohne  darum  der  Strenge  der  Metbode  und 
der  Schärfe  des  Resultats  etwas  zu  vergeben.  Nach  den  Statu- 
ten, welche  aus  dem  Ministerium  hervorgegangen  sind,  soll  der 
künftige  Gymnasiallehrer  der  Physik  in  dieser  Anstalt  drei  Seme- 
ster verweilen,  um  dort  zu  lernen,  wie  man  einfache  Instrumente 
eigenhändig  darstellt,  wie  man  complicirte  Apparate  handhabt 
und  nach  ihrem  Werthe  prüft,  und  endlich  wie  man  eine  selbst- 
ständige Untersuchung  anzustellen  hat.  Indem  das  Statut  diese 
Anstalt  den  chemischen,  anatomischen  und  physiologischen  La- 
boratorien zur  Seite  stellt,  hat  es  dieselbe,  wenn  auch  nicht  mit 
übermässigen,  aber  immerhin  mit  reichen  Mitteln  ausgestattet,  ihr 
eine  mechanische  Werkstätte  utvd  eine  Sammlung  von  feinen  Appsr- 
rateft  einverleibt,  und  dem  Vorstände  ausser  dem  notwendigen 


Digitized  by  Google 


Uierarischer  Stricht  CIV.  5 

Dienstpersonal  einen  Mechanikus  und  iwei  physikalisch*  Assisten- 
ten, von  denen  einer  mehr  Experimentator,  der  andere  mehr  Ma- 
thematiker Ut,  beigegeben. 

Diese  Vorschriften  geben  nun  freilich  Zeugniss  von  grosser 
Einsicht  und  eine  vortreffliche  Hinweisung  auf  das  Nothwendige, 
aber  sie  bezeichnen  schliesslich  doch  nur  die  Schwierigkeiten,  welche 
der  Vorstand  zu  überwinden  hat.  Hier  ist  es  nun  das  volle  Ver- 
dienst des  jetzigen  Directors  von  Ettingshausen,  das  fast 
Unglaubliche  möglich  gemacht  zu  haben ;  er  hält  der  Vorschrift 
gemäss  die  Studirendeo  im  ersten  Semester  an,  sich  die  nöthige 
Geschicklichkeit  in  der  Behandlung  von  Holz,  Glas  und  Metall, 
auf  der  Dreh-,  Schleif-  und  Hobelbank,  vor  dem  Schraubstock, 
dem  Lothofen  und  Blastische  zu  erwerben,  um  Thermometer, 
Barometer,  gläserne  Kugelapparate,  Cylinder  und  Kugeln  aus  Holz, 
Kasten  u.  s.  w.  darzustellen.  Bedenkt  man  die  ungeheure  Zahl 
von  Handgriffen,  weiche  in  so  kurzer  Zeit  eingeübt  werden  sol- 
len, so  wird  man  schwerlich  auf  ein  nur  einigermassen  befriedi- 
gend es  Resultat  gefasst  sein.  Betritt  man  aber  die  Werkstftte 
und  fiberzeugt  sich  von  den  unglaublich  raschen  Fortschritten  der 
Seminaristen,  so  lernt  man  ebenso  sehr  den  methodischen  Unter- 
richt* als  die  Lernbegierde  der  lebendig  angeregten  Schüler  be- 
wundern, und  man  nimmt  die  Ueberzeugung  mit,  dass  der  zu- 
künftige Lehrer  selbst  unter  noch  so  beschränkten  Umständen  im 
Stande  sein  wird,  für  den  Vortrag  der  Physik  Anschauungsmit- 
tel zu  schaffen,  die  wenigstens  den  allerdringendsten  Anforderun- 
gen entsprechen. 

Das  zweite  Semester  dient  dazu,  die  gewöhnlichen  Schulex- 
perimente vorzuzeigen  und  einzuüben.  Hier  lernt  der  zukünftige 
Lehrer  die  Bedingungen  zum  Glücken  der  Versuche  und  zugleich 
die  einfachsten  nnd  die  delicatesten  Mittel  der  physikalischen  Ex- 
perimentirkunst  durch  eigenen  Gebrauch  kennen.  Im  letzten  Cur- 
aus erhalten  je  zwei  Schüler  die  Aufgabe,  irgend  eine  bedeu- 
tungsvolle, Nachdenken  und  Geschick  erfordernde  Arbeit  eines 
oder  mehrerer  grossen  Meister  der  Physik  zu  wiederholen,  wie 
z.  B.  den  Widerstand  flüssiger  Leiter,  die  Intensität  des  thermo- 
elektrischen  Stroms,  des  Erdmagnetismus,  die  ßrechtmgserpo- 
senten  verschiedener  Lösungen  u.  s.  w.  zu  bestimmen,  nachdem 
s4e  vorher  die  Prüfung  in  der  einschlägigen  Literatur  bestanden 
haben.  Um  endlich  den  Schlussstein  einzufügen,  halt  Herr  von 
Ettingshausen  unentgeltlich  Vorträge  Über  die  Art  und  Weise, 
die  schwierigen  und  fundamentalen  -Sätze  der  Mechanik  durch  so 
einfache  Mittel,  wie  sie  den  Gymnasiasten  zugänglich  sind,  zn 
beweisen  und  anschaulich  hinzusteilen. 
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Möchte  diese  segensreiche  Anstalt  in  Oesterreich  nie  gerin- 
gere Anerkennung  und  Unterstützung  finden,  als  ihr  jetzt  zu  Theil 
wird,  und  möchte,  was  nicht  minder  wünschenswert!!  ist,  diese 
Anstalt  andern  deutschen  Staaten  als  Muster  vorleuchten,  damit 
endlich  die  Mutter  aller  philosophischen  und  praktischen  Natur- 
wissenschaften zu  ihrer  vollen  Geltung  und  Ausbreitung  komme. 
Nicht  ohne  Bedeutung  für  den  aus  der  Anstalt  erwachsenden 
Nutzen  ist  es  wohl,  dass  die  physikalischen  Entdeckungen  meist 
nicht  mit  prächtigen  Instrumenten,  sondern  mit  solchen  gemacht 
werden,  die  der  Forscher  sich  selbst  zusammenstuckt. 


Polygonometrie. 

Lehrbuch  der  ebenen  Polygonometrie,  als  Vorbe- 
reitungs-Wissen schaft  zu  den  Vorlesungen  über  prak- 
tische Geometrie  an  technischen  Instituten  von  Stephan 
von  Krusper,  supplirendem  Professor  der  höheren  Ma- 
thematik und  praktischen  Geometrie  an  der  k.  k.  Jo- 
sephs-Industrieschule  zu  Ofen.  Mit  27  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  in  Holzschn.    Ofen.  Schröpfer.  1856.  8. 

Diese  sehr  deutlich  verfasste  Schrift  hat,  wie  ihr  Titel  schon 
besagt,  hauptsächlich  den  Zweck,  als  Vorbereitungs- Wissenschaft 
zu  den  Vorlesungen  über  Geodäsie  zu  dienen,  dabei  aber  die  Po- 
lygonometrie doch  durchaus  als  selbstständige  Wissenschaft  dar- 
zustellen und  bei  der  Darstellung  grösste  wissenschaftliche  Strenge 
und  Allgeraeinheit  zu  erreichen,  zugleich  auch  die  allgemeinen 
Aufgaben  durch  eine  grössere  Anzahl  vollständig  durchgeführter 
numerischer  Beispiele  zu  erläutern.  Wir  glauben,  dass  der  Herr 
Verfasser  diese  Zwecke  recht  gut  erreicht  hat ,  und  empfehlen  die 
auf  nur  59  Seiten  manches  Lehrreiche  enthaltende  Schrift  daher 
zu  allgemeiner  Beachtung.  Die  verschiedenen  möglichen  Fälle 
hat  der  Herr  Verfasser  bei  den  einzelnen  Aufgaben  überalt  sorg- 
faltig zu  unterscheiden  gesucht  und  einer  besonderen  Behandlung 
unterworfen.  Besonders  hingewiesen  verdient  noch  auf  den  zwei- 
ten Abschnitt  zu  werden,  in  welchem  der  Herr  Verfasser  der 
praktischen  Anwendung  dadurch  einen  besonderen  Dienst  erweist, 
dass  er  mit  Hülfe  der  Differentialrechnung,  deren  Anwendung  ihm 
der  nächste  Zweck  seiner  Schrift  gestattete,  da,  wie  er  in  der 
Vorrede  sagt,  „die  höhere  Mathematik  an  allen  technischen  Lehr- 
anstalten der  österreichischen  Monarchie  gelehrt,  an  der  k.  k. 
Josepbs-lndustrieschule  zu  Ofen  aber  ausserdem  noch  als  ein  Vor- 
studium der  praktischen  Geometrie  angesehen  wird"  den  Einfiuss 
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untersucht,  welchen  Fehler  in  den  Bestimroungsstücken  auf  die 
aus  denselben  gezogenen  Resultate  ausüben,  bei  welchen  Ent- 
wickelungen  er  bis  zu  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  geht  Eben 
so  verdient  endlich  auch  der  dritte  Abschnitt  nach  unserer  Met» 
nung  besondere  Beachtung,  weil  der  Herr  Verfasser  in  demselben 
die  Mittel  angiebt,  durch  welche  es  möglich  wird,  in  den  Daten 
begangene  gröbere  Fehler,  die  sich  dadurch  kund  geben,  dass 
aus  den  gegebenen  Stucken  gar  kein  Polygon  möglich  ist,  aufzu- 
finden und  zu  verbessern,  ohne  die  ganze  Messung  zu  wiederho- 
len, wobei  natürlich  auch  die  Controimessungen  besonders  besprochen 
werden.  Man  wird  aus  diesen  kurzen  Angaben  ersehen ,  dass  die 
Schrift  jedenfalls  besonders  für  Praktiker  lehrreich  ist  und  den- 
selben vorzugsweise  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 


Praktische  Mechanik. 

Die  Bestimmung  der  Form  und  Stärke  gewölbter 
Bogen  mit  Hülfe  der  hyperbolischen  Functionen.  Von 
Dr.  W.  Ligowski.  Besonderer  Abdruck  aus  der  Zeit- 
schrift für  Bau wesen.  Jahrgang  1854.  Verlag  von  Ernst 
und  Korn.    Berlin.  4. 

Die  Anzeige  dieser  verdienstlichen  Abhandlung,  die  auch  ein 
rein  mathematisches  Interesse  darbietet,  ist  durch  zufällige  Um- 
stände verzögert  worden.  Indem  wir  dieselbe  jetzt  nachholen  und 
im  Folgenden  den  Hauptinhalt  angeben,  empfehlen  wir  dieselbe 
zugleich  der  Beachtung,  namentlich  deshalb,  weil  sie  eine  An- 
wendung einer  interessanten  Theorie  der  reinen  Analysis,  näm- 
lich der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen,  auf  einen  wich- 
tigen Gegenstand  der  Mechanik  enthält  und  darin  ihr  Hauptverdienst 
beanspruchen  darf.  Der  Hauptinhalt  ist  folgender:  §.  1.  Einlei- 
tung. Kurze  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  (Durch 
Vorausschickung  dieser  Theorie  wird  das  Verständniss  der  Ab- 
handlung namentlich  für  Praktiker  wesentlich  erleichtert.)  §.  2. 
Anwendungen  der  hyperbolischen  Functionen.  In  diesem  Para- 
graphen giebt  der  Herr  Verfasser  mit  Hülfe  der  genannten  Func- 
tionen eine  kurze  Untersuchung  über  die  Formen  und  Spannungen 
der  nach  irgend  einem  Gesetze  belasteten  Ketten  und  Gewölbe.  — 
}.  3.  Die  Gewölbe  nach  der  Theorie  von  Hagen.  In  diesem 
Paragraphen  folgt  der  Herr  Verfasser,  wie  er  selbst  sagt,  fast 
wörtlich  dem  Vortrage  von  Hagen,  und  ist  nur  in  der  Rechnung 
seinen  eigenen  Weg  gegangen.  —  Angehängt  ist  eine  auch  in  rein 
mathematischer  Beziehung  recht  verdienstliche  Tafel  der  hyper- 
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bolischen  Stau».  —  Möge  der  Abhandlung  die  verdiente  Beach- 
tung xu  Theil  werden! 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  In  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  Öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  o.  0.  Professor  der  Astronomie  an  der 
Wiener  Universität,  u.  s.  w.  Dritter  Folge  fünfter  Band. 
Jahrgang  1865.   Wien.  Wallisbauser.  1856.  8. 

Die  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  fährt  in  ihren  Publicationen 
regelmässiger  fort  als  die  meisten  übrigen  astronomischen  Ans  tat- 
ten,  und  jeder  Band  bringt  einen  neuen  Schatz  von  Beobachtun- 
gen.   Dass  sich  der  Director  der  Sternwarte,  Herr  C.  \.  Littrow, 
durch  diese  so  regelmässigen  Publieationen  um  die  Wissenschaft 
fortwährend  sehr  verdient  macht,  ist  schon  so  oft  in  diesen  Ute* 
rariscben  Berichten  hervorgehoben  worden,  dass  es  unnütz  sein 
würde,  darüber  noch  weiter  ein  Wort  zu  verlieren;  ausserdem  ist 
es  ja  bekannt  und  anerkannt  genug,  dass  die  regelmässige  Ver- 
öffentlichung der  Beobachtungen  seiner  Sternwarte,  namentlich 
aber  die  so  sehr  verdienstvolle  Herausgabe  von  PiazzPs  Storia 
Celeste,  zu  welcher  im  IXten  Bande  der  Denkschriften  der  mathe- 
matisch  •  naturwissenschaftlichen  Klasse  der  kais.  Osterreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  Nachträge  erschienen  sind  (m.  s. 
Literar.  Ber.  Nr.  XCIX.  S.  10.),   der  Astronomie  schon  manche 
schune  Frucht  getragen  hat  (m.  s.  z.  B.  die  schune  Arbeit  von 
C.  A.  F.  Peters  über  die  eigene  Bewegung  des  Sirius 
in  den  astronom.  Nachr.  Tbl.  XXXII.  S.  9.).   Der  vorliegende 
Band  der  „Annalen"  enthält  die  Beobachtungen  am  Meridian- 
kreise vom  4.  Februar  1841  bis  14.  October  1846.   Wegen  einiger 
Reparaturen  dienten  häufig  das  Universalinstrument  und  ein  Stein- 
heil'sches  Mittagsrohr  mit  Fernrohr  in  der  Aze,  über  welches 
letztere  die  Anstalt  durch  die  Güte  des  Eigentümers  dieses 
schönen  Instruments,  Sr.  Exc.  des  Herrn  Grafen  Franz  Collo- 
redo  •  Wallsee,  verfügte,  lur  die  Zeitbestimmungen,  welche 
ihres  zu  speziellen  Interesses  wegen  in  den  Annalen  nicht  mitge- 
theilt  wurden.   Möge  die  Wiener  Sternwarte  mit  diesen  so  aner- 
kennungswerthen  regelmässigen  Publicationen  unausgesetzt  fort- 
fahren; der  Gewinn  für  die  Wissenschaft  wird  nicht  ausbleiben. 
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Well  es  nicht  mehr  möglich  Ist,  Im  Literarischen  Berichte  seihst 
alle  Erscheinungen  der  namentlich  an  Elementar-Büchern  jetzt  so  reichen 
mathematischen  and  physikalischen  Literatur  zur  Anzeige  za  bringen, 
so  wird  von  diesem  26sten  Bande  an,  ohne  den  sonstigen  Inhalt  und 
Umfang  der  Literarischen  Berichte  dadnrch  im  Geringsten  zu  beein- 
trächtigen und  zn  schmälern,  jeder  Nnmmer  derselben  eine  vollstän- 
dige Bibliographie  aller  bis  dahin  erschienenen  mathematischen  nud 
physikalischen  Schriften  beigefügt  werden,  wodurch  wir,  wenn  die 
betreifenden  Blätter  gesammelt  und  zn  einem  Ganzen  vereinigt  wer- 
den, einen  vollständigen  Ueberblick  über  die  gesammte  mathematische 
and  physikalische  Literatur  zu  vermitteln  hoffen. 

Der  Herausgeber  und  Verleger. 


(Novenib.  und  Decbr.  1865.) 

Oeschlchte  der  Mathematik  and  Physik. 

Libri,  Galileo  Galilei.  Sein  Leben  und  »eine  Werke.  Aus 
dem  Franz«»,  von  F.  W.  Carove\  %  Ausg.  gr.  8°.  geh.  Wies- 
baden.   y,  Thlr. 

ff.  Weissenborn:  Die  Principien  der  höheren  Analysis  in 
ihrer  Entwitkelung  von  Leibniz  bis  auf  Lagrange,       8°  geh 
Halle.   1%  Thlr. 

Systeme,  fcehr-  und  Wörterbücher. 

A.  und  A.  Bürgermeister,  Revision  und  Berichtigung  der 
streitigen  Lehrsätze  aus  der  niederen  und  höheren  Mathematik 
gr.  8«.    Arnberg.   2  Thlr.  8  Ngr. 

Ph.  Fischer,  Lehrbuch  der  algebraischen  Geometrie,  ebe- 
nen und  sphärischen  Trigonometrie  nebst  Polygonometrie.  gr.  8° 
geh.   Darmstadt.   28  Ngr. 

Arithmetik. 

H.  B.  Lübsen,  Einleitung  in  die  Infinitesimal  -  Rechnung  zum 
Selbstunterricht.   2.  Tbl.   gr.  8°.   geb.   Hamburg,    f  %  Thlr. 
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F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  das  Untergymnasium 
2.  Abth.   5.  Aufl.   gr.  8°.    geh.   Wien.    %  ™r- 

A.  Peter 8,  Arithmetik  für  die  mittleren  Gassen  des  Gym- 
nasiums.  8°.    geh.    Osnabrück.    y4  Thlr. 

J.  Th.  H.  R  Osenberg:  Die  Arithmetik  für  die  Schule  und 
ihre  Lehrer.    1.  Abth.    gr.  8°.   geh.   Hamburg.    12  Ngr. 

M.  Rühlmann:  Logarithmiscb  -  trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nützliche  Tafeln.  5.  Ausg.  16°.  geh.  Leipzig.  16  Ngr. 

J.  P.  W.  Stein,  Anfangsgründe  der  Arithmetik.  5.  Aufl.  von 
J.  P.  Schmidt,   gr.  8°.   geh.    Trier.    %  Thlr. 

Geometrie. 

M.  von  Hartmann  Edler  von  Franzenshuld,  Grundleh- 
ren der  Geometrie.   3.  Aufl.   gr.  8°.    geh.    Wien.   a/s  Thlr. 

Heuser,  Versuch  eine  Kreisfläche  in  einer  geradlinigen 
Figur  darzustellen,   gr.  8°.   geh.   Essen.   6  Ngr. 

Th.  Himpe,  Leitfaden  für  den  Unterricht  im  geometrischen 
Zeichnen,    gr.  8°.   geh.   Berlin.    1  Thlr. 

K.  Koppe:  Die  Stereometrie  für  den  Schul-  und  Selbstun- 
terricht.  5.  Aufl.   gr.  8°.   Essen.   12  Ngr. 

J.  C.  H.  Ludowieg:  Die  elementare  Stereometrie,  zum  Ge- 
brauche für  Schulen  u.  s.  w.  gr.  8°.  geh.  Stade  und  Hannover. 
1%  Thlr. 

C.  F.  und  M.  H.  Meyer,  Lehrbuch  der  axonometrischen  Pro- 
jectionslehre.  3.  Lief.  gr.8°.  geh.  Mit  Atlas  in  Fol.  Leipzig.  2  Thlr. 

F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  das  Obergymnasium. 
4.  Aufl.   gr.  8°.   geh.    Wien.    V/3  Thlr. 

E.  Müller:  Die  Flächen-  und  Körperberechnung  für  Ober- 
klassen der  Bürgerschule.    8°.   geh.   Coburg.    18  Ngr. 

H.  Pf  äff:  Analytisch -geometrische  Beiträge  zur  Lehre  von 
der  projectivischen  Beziehung,  gr.  8°.  geh.  Frankf.  a.  M.  V*  Thlr. 

F.  Reuter,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  Schul-  und 
Selbstunterricht.  I. Tbl.:  Planimetrie.  gr.8°.  geh.  Wismar.  l/aThlr. 

C.  H.  Stoevesandt:  Praktischer  Theil  der  zeichnenden 
Geometrie,   gr.  8°.   geh.   Berlin.   %  Thlr. 

Trigonometrie. 

Darapsky:  Ebene  Trigonometrie  mit  ihrer  Anwendung  auf 
Kriegs  Wissenschaft,   gr.  8°.   geh.   Cassel.   1%  Thlr. 

F.  Schaub,  Compendio  di  trigonometria  piana  et  sferica. 
Traduzione  dal  tedesko.   Lex.  8°.   geh.   Triest.   16  Ngr. 

Geoil&sie. 

W.  Wäge,  Anleitung  zur  Curvenabsteckung.  2.  Aufl.   gr.  8°. 
geh.    Görlitz.   1  Thlr. 
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Mechanik. 

G.  Decher,  Handbuch  der  rationellen  Mechanik.    III.  Bd. 

2.  Lief.   gr.  8°.   geh.   Augsburg.   %  Thlr. 

Praktische  Mechanik. 

A.  v.  B  u  r  g,  Lehrb.  der  Maschinenlehre  zum  Gehrauche  für  Ober- 
Realschulen.  gr.8°.  geh.  mit  Atlas  in  qu.  fol.  Wien.  2  Thlr.  12Ngr. 

A.  G.  Marin,  Elemente  der  Maschinenlehre.  1.  Hälfte,  gr.  8°. 
geh.   Brünn.    Preis  des  vollst.  Werkes  1  Thlr.  24  Ngr. 

J.  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen-Mecha- 
nik. I.  Thl.:  Theoretische  Mechanik.  3.  Aufl.  1—3.  Lief.  gr.  8°. 
geh.    Braunschweig,    l1^  Thlr. 

Zeitschrift  für  Mechaniker,  Maschinenbauer  u.  s.  w.  Heraus« 
gegeben  v. C.  Hartman n.  6.  Bd.  I.Hft.  gr. 4°.  Weimar.  I2V4  Ngr. 

Optik. 

K.  B.  Heller:  Das  dioptrische  Mikroskop,  gr.  8°.  geh.  Wien. 
16  Ngr. 

J.  W  i  I  h  e  1  m  i ,  Anleitung  zur  Linien-Perspective.  I.  Thl.  gr.  8°. 
geh.   Berlin.    %  Thlr. 

Annalen  der  kftnigl.  Sternwarte  bei  München/  herausgegeben 
von  J.  Lamont.   8.  Bd.   gr.  8°.    geh.   München.    1%  Thlr. 

J.  G.  Böhm,  Beobachtungen  von  Sonnenflecken  und  Bestim- 
•  mung  der  Rotationselemente  der  Sonne,  gr.  fol.  Wien.  V/3  Thlr. 

J.  G.  Böhm,  Methode,  geographische  Breite  und  Azimut  auf 
das  Genaueste  zu  finden,    gr.  4°.   geh.    Prag.   8  Ngr. 

G.  Th.  Fechner,  Professor  Schleiden  und  der  Mond.  8°. 
geh.   Leipzig.    2  Thlr. 

J.  A.  Grunert:  Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  die  Bestimmung  der  Stillstandspunkte  oder 
Stationen  der  um  die  Sonne  sich  bewegenden  Weltkörper.  Lex.  8°. 
geh.   Wien.   %  Thlr. 

K.  v.  Litt  row:  Ueber  den  Zusammenhang  von  Flecken  und 
Protuberanzen  der  Sonne.   Lex.  8°.   geh.   Wien.   4  Ngr. 

Pf  leiderer,  Entwurf  einer  mathematischen  Geographie.  IThl. 
gr-  4°-   geh.   Stuttgart.   l/z  Thlr. 

J.  G.  Schimko:  Die  Planetenbewohner  und  ihre  verschiedene 
geistige  Vollkommenheit   gr.  8°.  geh.  Olmütz  u.  Wien.  16  Ngr. 

Hautik« 

F.  Domke:  Nautische,  astronom.  u.  logarithm.  Tafeln.  2.  Aufl. 
Lex.  8°.   Berlin,   geh.  2  Thlr.   geb.  2ys  Thlr. 

V.  v.  Graefe:  Ueber  Orkane.  Für  Seeleute.  8°.  geb.  Hamb.  12  Ngr. 
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C.  J.  F.  Peters:  Mathematisch«,  physikalische  Geographie. 
Für  Navigationsschulen  bearheit.  2.  Aufl.  8°.  geh.  Wismar.  3/4  Thlr. 

Physik. 

Magnetische  u.  meteorolog.  Beobachtungen  zu  Prag.  Heraus- 
gegeb, v.  J.  G.  Böhm  u.  A.  Ku  n  es.  13.  Jahrg.  gr.  4°.  geh.  2%  Thlr. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1852.  8.  Jahrg.  Red. 
von  A.  Krünig.    2.  Abtb.   gr.  8°.   geb.    Berlin.   2  Thlr. 

C.  Glasers  topisch-physikalischer  Atlas  in  18  Bl.  mit  erläu- 
terndem Texte.  2.  Aufl.  Uerausgeg.  v.  T.  Bromme.  fol.  cart. 
Stuttgart.    V/2  Thlr. 

H.  Horn:  Ueber  den  wichtigen  Einfluss  der  Electricität  der 
atmosphärischen  Luft  auf  die  lebenden  Organismen  etc.  3.  Hit. 
gr.  8°.   Augsburg  und  München.   8  Ngr. 

K.  Hummel:  Physische  Geographie,  gr.  8°.  geh.  Graz.  1  Thlr. 

J.  Müller,  Grundriss  der  Physik  und  Meteorologie.  5.  Aufl. 
1.  Hälfte,  gr.  8°.  geb.  Braunschw.  Preis  des  vollst.  Werks  1%  Thlr. 

Physikalisches  Lexicon.  Von  O.  Marbach.  Fortgesetzt  von 
C.  S.  Cornelius.    43.  44.  Lfr.    gr.  8°.    Leipzig,   ä  %  Thlr. 

H.  Rei  nsch  :  Ueber  den  Einfluss  tonender  Saiten  auf  die  Mas- 
netnadel.   gr.  8°.   geh.    Speyer.    y4  Thlr. 

J.  Schabus:  Leichtfassliche  Anfangsgründe  der  Naturlehre. 
3.  Aufl.   gr.  8°.   geb.   Wien.   1  Thlr. 

J.  Schabus,  Grundzüge  der  Physik  als  Lehrbuch  ffir  die  obern 
Klassen  der  Realschulen  etc.  1.  Lief.  gr.  8°.  geb.  Wien.  Preis  des 
vollständigen  Werkes  2  Thlr.  12  Ngr. 

Vermischte  Schriften. 

F.  Arago's  sämmtliche  Werke.  Deutsche  Original-Ausgabe. 
Herausgegeben  von  W.  K.  Hankel.  12  Bd.:  Populäre  Astrono- 
mie,  i  Bd.    gr.  8°.    geh.    Leipzig.  2l/3  Thlr.  Velinp.  31/,  Thlr. 

A.  L.  Crelle,  Verzeichniss  des  Inhalts  und  Umfangs  der  Bände 
J  —  50  des  Journ.  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  gr.  4°.  geh. 
Berlin.  %  Thlr. 

Journal  für  die  reine  u.  angewandte  Mathematik.  Herausgegeb. 
von  A.  L.  Crelle.   51.  Bd.  1.  Hft.  gr.  8».  Berlin,  pr.  Bd.  4  Thlr. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathem.-naturwissenschaftl.  Classe.  XVII.  Bd.  3.  Hft.  Lex.  8°.  geh. 
Wien.    I  Thlr.  18  Ngr. 

Schriften  über  Unterrichtsmethode. 

A.  Wiegand:  Zur  Frage:  Wie  ist  d*r  mathematische  Unter- 
richtauf Realschulen  fruchtbar  zumachen?  gr.8°.  geh.  Halle.  */«T hb. 
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(Februar  und  März  1856.) 

•  ■ 

Systeme,  I»ehr-  und  Wörterbücher. 

C.  H.  D.  Buys  Bailot,  Beginselen  en  gronden  der  roeetkunde. 
Handleiding  bij  hooger  onderwijs.  2.  druk,  vermarderd  met  de 
dreiehoeksmeting.   Met  1  pl.    gr.  8°.    Utrecht.   2  fr.  40  c. 

C.  Davies  and  W.  G.  Peck,  Mathematical  Dictiooary,  and 
Cyclopaedia  of  Mathematical  Science.  Roy.  8°.  New -York  and 
London.    15  s. ;  sheep  18  s. 

J.  A.  Matthias,  Leitfaden  für  einen  heurist.  Unterricht  in 
der  Elementar  -  Mathematik.  10.  Ausg.  1.  u.  2.  Lief.  gr.  8°.  Mag* 
deburg.   Preis  des  vollst.  Werkes  l1^  Thlr. 

T h.  Wittstein,  Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik.  I. Bd. : 
Arithmetik  und  Planimetrie,   gr.  8°.   geh.   Hannover.    l!/4  Thlr. 

Arithmetik. 

Brenn  ecke,  Einige  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  der  Zah- 
lenlehre,   gr.  8°.   geh.   Posen  und  Berlin.   a/3  Thlr. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integral  Rechnung 
mit  vielen  analytischen  und  geometrischen  Anwendungen.  Deutsch 
von  W.  Wagoer.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschn.  3.  4.  Lief. 
(Schluss.)  Braunschweig.  ä20Ngr.  Das  vollst.  Werk  2  Thlr. 

J.  M.  Duhamel,  Elements  de  Calcul  infinitesimal.  T.  I.  Mit 
6  Taf.   Paris.   Preis  för  das  vollst.  Werk  in  2  Bdn.  4  Thlr. 

A.  Meyer,  Manuel  d'un  #cours  de  calcul  diflförentiel.  Liege. 
8».  5%  Thlr. 

J.  Orelli,  Lehrbuch  der  Algebra  fär  Industrieschulen,  Gym- 
nasien etc.   gr.  8°.   geh.   Zürich.    1  Thlr. 

•  F.  Wol  ff,  Die  algebraische  Analysis  und  die  Differential*  und 
Integral -Rechnung  im  ersten  Lehrgange.  3.  Aufl.  gr.8°..geb.  Ber- 
lin. 2V«Thlr- 
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J.  Boots,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Zum  Gebrauche 
für  Schulen,    gr.  8°.  geh.    Erlangen.    14  Ngr. 

Fr.  Mann,  Die  Geometrie  dargestellt  in  entwickelnder  Methode 
für  höhere  Lehranstalten.  I.  Abth. :  Planimetrie,  gr.  8°.  geb.  Zürich. 
22  Ngr. 

C.  Tb.  und  M.  H.  Meyer,  Constructive  Aufgaben  Aber  die 
Kegelschnitte,   gr.  8°.    geh.   Leipzig.    1  Thlr. 

Trigonometrie. 

Brennecke,  Trigonometrie.  Für  das  Bedürfnies  höherer  Lehr- 
anstalten bearbeitet,   gr.  8°.   geb.   Berlin.   %  Thlr. 

G.  J.  Verdam,  Handleiding  bij  de  beoefening  der  spherische 
trigonoraetrie,  met  betrekking  tot  bare  toepassing  op  the  mathe- 
matische geographie  en  op  de  spherische  astroooraie.  Met  2  uits- 
laande  platen.   2.  dr.  gr.  8°.  Leijden.  3  fr.  30  c. 

Mechanik. 

S.  Dovrning,  The  Elements  of  Practical  Hydraulics;  for  the 
use  of  Students  in  Engineering.    London.   8°.   2  Thlr. 

J.  Weisbacb,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinenmecha- 
nik. 1. Tbl.:  Theoretische  Mechanik.  3.  Aufl.  4.5. Lief.  gr. 8°.  geh. 
Braunschweig.   1  Thlr. 


Mt  H.  Boye,  A  Treatise  on  Poeumatics;  being  the  Physics 
of  Gases  including  Vapours ;  containing  a  füll  Description  of  tbe 
different  Air  Pumps,  and  the  Experiments  which  may  be  perfor- 
med  with  them;  also  the  different  Barometers,  Pressure  Gauges,  etc. 
With  many  Wood  Engravings.   Philadelphia.   8°.   2  Thlr. 

Astronomie. 

Annuaire  de  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles,  par  A.  Q ac- 
te let,  directeur  de  cet  Etablissement;  1856.  2.1.  annee.  in  32. 
Bruxellelles.   %  Thlr. 

Annuaire  pour  Tan  1856,  public*  par  le  Bureau  des  Longitu- 
des.   Paris.   16°.   10  Ngr. 

Annuario  del  Reale  Osservatorio  astronomico  di  Napoli  per 
l'anno  1856,  o  sia  Almanacco  annuale,  che  contiene  inaltre  parti- 
colari  tavole  utili  e  necessarie  alla  Nautica,  Gnomooica,  Geogra- 
phia  e  scienze  affini.   8.  Nap. 

J.  M.Gill is,  The  United  States  Astronomical  Expeditton  to 
the  Southern  Heraisphere,  during  the  years  1849,  1850,  1851, 
1852.   With  8  maps.   4°.  Washington  and  London.   4  L. 
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G.  A.  Jahn,  Der  Komet  von  1856  und  seine  bevorstehende 
Wiederkehr,   gr.  8°.   geh.   Leipzig.   6  Ngr. 

C.  H.  Nicolai,  Wegweiser  durch  den  Sternenhimmel.  4.  Aufl., 
bearbeitet  durch  G.  Jahn.   8°.   geh. .  Leipzig.   %  Thlr. 

W.  Oeltzen,  Schwerd's  Beobachtungen  von  Circumpolar- 
Sternen  in  mittleren  Positionen  1828.  0.  gr.  4°.  geh.  Wien.  ll/a  Thlr. 

J.  F.  J.  Schmidt,  Der  Mond.  Ein  Ueberblick  über  den  ge- 
genwärtigen Umfang  und  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  von  der 
Oberflächengestaltung  und  *Pbysik  dieses  Weltkürpers.  Nebst  2 
farbigen  Steindrucktafeln  und  in  den  Text  gedruckten  Holzschn. 
8°.  Leipzig.  1%  Thlr.  (Das  Buch  soll  nur  der  Vorläufer  eines 
grösseren  selenographischen  Werkes  sein.) 

O.  A.  Siebdrat,  Azimuthai-  und  Huben-Tabellen  für  die  Brei- 
tengrade 48  —  54  und  die  nördl.  und  südl.  Declinationen  bis  zum 
30.  Grade.  Mit  erläut  Text  und  mehreren  Hülfstafeln.  gr.  8°.  geb. 
Leipzig.    ya  Thlr. 

Analytical  View  of  Isaac  Newton' s  Principia,  by  Broug- 
bam  and  Routh.   London.   8°.   5  Thlr.  18  Ngr. 

JVautik. 

C.  Bremiker,  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständ.  Ephemeri- 
den  und  Tafeln  für  das  Jahr  1858.  Zur  Bestimmung  der  Länge, 
Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astron.  Beobacbt. ,  nebst  einer  ge« 
meinfassl.  Anleit.,  wie  die  erforderl.  Rechn.  anzustellen  sind.  Unter 
amtlicher  Leitung  herausgeg.  [7.  Jahrg.]  gr.  8°.  geh.  Berlin.  y2  Thlr. 

The  American  Ephemeris  and  Nautical  Almanac  For  the  year 
1856.  Published  by  authority  of  the  secretary  of  the  navy.  Washing- 
ton. 4°.  4  Thlr. 

Physik. 

Abhandlungen  deT  königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin.  Aus  dem  Jahrg.  1854.  1.  Suppl.-Bd.  A.  u.  d.  T.  Darstellung 
der  Wärme-Erscheinungen  durch  funftäg.  Mittel  v.  1782—1855  v. 
H.W.  Dove.  gr.  fol.  geb.  Berlin.   3  Thlr. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Herausgegeben  v.J.  C.  Pog- 
gendorf.  Jahrg.  1866.  Hft.  1.  gr.8°.  Leipz.  Preis pr. Jahrg. 9% Thlr. 

Ant-Ce'sare  et  Edm.  Becquerel,  Tratte*  d'ölectricite  et 
de  magnetisme  et  des  applications  de  ces  sciences  ä  la  chimie, 
a  la  physiologie  et  aux  arts.  Tome  III*.  Magnetisme  et  electro-raag- 
ntftisme.  Mitl3Taf.  Paris.  2%  Thlr.  (I.  u.  IL  Bd.  gleichf.  ä  2%  Thlr.) 

A.  Bravais,  Sur  les  observations  des  Nuages  et  des  Vents 
faites  en  1838  et  1839  par  les  raembres  de  la  Commission  scienti- 
fique  du  Nord.   Mit  1  Taf.   8°.   geb.   Paris.    2  Thlr. 

C.S.Cornelius,  Die  Lehre  von  der  Electricitfit  und  dem 
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Magnetismus.  Versuch  einer  theoretischen  Ableitung  der  gesäum- 
ten magnetisch,  u.  electrisch.  Erscheinungen.  Leipzig.  8°.  1%  Thlr. 

F.  E.  J.  Cr 6g er,  Grundzüge  der  Physik  als  Leitfaden  fär  die 
mittlere  pbysikaL  Lehrstufe.  4.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Erfurt  Va  Thlr. 

J.  Fr  ick,  Die  physikalische  Technik  oder  Anleitung  zur  An- 
stellung Ton  physikalischen  Versuchen  u.  8.  w.  2.  Aufl.  gr.  8°.  geb. 
Braunschweig.   2l/2  Thlr. 

K.  F ritsch,  Ueber  die  Vorausbestimmung  der  Lufttempera- 
tur aus  dem  Verhalten  des  Barometers.  Lex.  8°.  geb.  Wien.  4  Ngr. 

Galilei.  Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  ediciooe 
completa  condotta  sugli  autentici  manoscritti  Palatini  e  de<jicata 
A.  S.  A.  J.  e.  R.  Leopoldo  II.,  Granduca  di  Toscana.  Tomi  XIII. 
e  XIV.    Firenze.   5%  Thlr. 

\V.  Hai  ding  er,  Ein  optisch -mineralogischer  Aufschraube- 
Goniometer.    Lex.  8°.   geh.    Wien.   4  Ngr. 

K.  W.  Knochenhauer,  Ueber  die  gemeinsame  Wirkung 
zweier  electrischer  Ströme.   Lex.  8°.    geh.    y3  Thlr. 

Pouillet,  Elements  de  physique  experimentale  et  de  meteo- 
rologie.  Ouvrage  autorise  par  le  conseil  de  1  "Instruction  publique. 
7.  e'dit.  2  vols.  de  texte  et  1  vol.  de  plancbes  avec  40  pl.  in  4°.  In  8°. 
Paris.    18  fr. 

A.  de  la  Rive,  Traite  d^lectricite*  tbe*orique  et  appliqoee. 
Tome  2.  Paris.  3  Thlr.  (Das  Werk  wird  in  3  Bdn.  ä  2%  Thlr. 
vollständig  sein.) 

Vermischte  Schriften. 

Fr.  Arago,  Ouvres  completes,  publies  d'apres  son  ordre  sons 
la  direction  de  J.  A.  Barrai.  Tome  V.  Paris.  8°.  2%  Thlr. 
(Notices  scientifiques.  Tome  2.  —  Machines  ä  vapeur,  chemins  de 
fer,  telegraphes,  chaux  et  raortiers  hydrauliques,  navigation.) 

Manuels-Roret,  Nouveau  Manuel  de  mathäroatiques  appliqu^es; 
par  Tora  Richard.   JNouvelle  edition.   In  18°.   Paris.  3  fr. 

Melanges  mathematiques  et  astronomiques  tires  du  bulletin 
physico- matbCmatique  de  l'acadeinie  imp.  des  sciences  de  St  Pe 
tersbourg.   Lex.  8°.   geh.   Petersburg.   17  Ngr. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  in  Torino  che  con- 
tienne :  classe  di  scienze  fisicbe  e  matematicbe.  T.  XV.  Torino. 

Sitzungsberichte  der  kais.  Akad.  der  Wissenschaften.  Matbenv 
nattrrwiss.  Classe.  XVII.  Bd.  3.  Hft.  Lex.  8<>.  geb.  Wien.  */«  Thlr. 

Unterhaltungen  im  Gebiete  der  Astronomie,  Geographie  und 
Meteorologie.  10.  Jahrg.  No.  1.  gr.8°.  Halle.  Preis  für  den  vollst 
Jahrg  3  Thlr. 
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(April  und  Mai  1856.) 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

A.  S.  de  Montferrier,  Eocyclopedie  mathematique  ou  Ex- 
position complete  de  toutes  les  branches  des  mathematiques  d'apres 
les  principes  delaphilosophie  des  mathematiques  deHofine"  Wronski. 
Ire  Partie.  Mathematiques  pures.  T.  I*1".  8°.  geh.  Paris.  (Das  Werk 
»oll  in  4  Bänden  oder  20  Lieferungen  ä  15  Ngr.  vollst,  erscheinen.) 

Arithmetik. 

D.  Bierens  de  Haan,  Tables  d'integrales  d^finies.  Publikes 
par  l'Academie  Royale  des  Sciences  a  Amsterdam.  Premiere 
partie.  4°.  Amsterdam.  2  Thlr.  28  Ngr. 

E.  Heis,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
allgem.  Arithmetik  und  Algebra.  7.  Aufl.  er.  8°.  geh.  Cöln.  1  Thlr. 

■ 

Geometrie. 

H.  v.  Bose,  Die  zeichnende  Geometrie  als  Vorschule  für  das 
Studium  der  Geometrie  etc.  2.  Aufl.  8°.  cart.  Dresden.  %  Thlr. 

F.  Mocnik,  Geometrische  Anschauungslehre  für  das  Unter- 
gymnasium. 2.  Abth.   2.  Aufl.   gr.  8*.   geh.   Wien.   y2  Thlr. 

C.  H.  Stoevesandt,  Praktisch- theoretisches  Handbuch  der 
zeichnenden  Geometrie,  Ausmittelung  u.  Schiftung.  2  Abtheilungen, 
gr.  8°.    geh.   Mit  Atlas  in  gr.  fol.  in  Mappe.   Berlin.   3  Thlr. 


F.  Zorer,  Einige  Bemerkungen  zu  der  Theorie  des  geradli- 
nigen Dreiecks,   gr.  4°.   geh.   Ellwangen  u.  Tübingen.   3%  Ngr. 

Trigonometrie. 

W.  Brennecke,  Trigonometrie.  Für  das  Bedürfnis«  höhe- 
rer Lehranstalten  bearbeitet.  Mit  75  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren.   Berlin.  8°.   20  Ngr. 

Cteodftsie. 

Puille  (d'Amiens),  Corso  completo  d'Agrimensura  elementare 
teorico-pratica  contenente  le  Nozioni  indispensabili  di  Geometria, 
i  principii  fondamentali  d'Agrimensura,  il  rilevamento,  TAquerello 
e  terminazione  dei  piani ;  la  livellazinne  e  quanto  concerne  lo  scavo 
e  trasporto  delle  terre  come  pure  un  grande  e  progressivo  numero 
di  problemi.  la  versione  itaiiana  d'un  Ingegnere  piemontese.  12°. 
Mit  8  Tafeln.    Torioo.    V/3  Thlr. 

Mechanik. 

Ch.  Delaunay,  Tratte*  de  Mecanique  rationelle.  Paris.  8°. 
2*/3  Thlr. 

H.  Garcet,  Elements  de  mecanique,  a  l'usage  des  candidats 
ä  l'Ecole  polytechnique  et  ä  l'Ecole  normale;  rediges  conforme- 
ment  au  programme  prescrit  par  arrete  du  26.  janvier  1853.  1  par- 
tie.    8°.    Paris.   5  fr. 

Optik. 

ß.  W.  Carp enter,   The  Microscope  and  its  Revelations 
Illostraded  by  345  Wood  Engravings.   London.   8°.   5  Thlr. 

Astronomie. 

G.  B.  Airy,  Six  Lectures  on  Astronomy ,  delivered  in  the  Mee- 
tings of  the  Friends  of  the  Ipswich  Museum,  at  the  Temperance 
Hall,  lps wich ,  in  March  1848;  with  Introduction.  3.  edition.  Lon- 
don.   5  8. 

Annuaire  de  l'Observatoire  royal  de  Bruxelles,  par  A.  Que- 
telet.   1856.   23*  anne*e.   Bruxelles.   32°.   20  Ngr. 

Connaissance  des  temps  ou  des  mouvements  Celestes,  ä  l'usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  l'an  1858,  publice  par 
le  bureau  des  longitudes.   8°.   Paris.    1  Thlr.  20  Ngr. 

P.  A.  Hansen,  Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Me- 
thode zur  Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Pla- 
neten,   gr.  8°.   geh.   Leipzig.    1%  Thlr. 
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L.  M.  Lewisohl),  Geschichte  und  System  des  jüdischen  Ka- 
lenderwesens. Nach  den  besten  Quellen  bearbeitet.  Mit  7  Ta- 
bellen versehen.  8°.  geh.  Leipzig.  (Bildet  einen  Theil  der  „Schrif- 
ten, herausgegeben  vom  Institute  zur  Förderung  der  israelitischen 
Literatur.   Erstes  Jahr:  1855—1856.") 

Astronomische  Nachrichten,  herausgegeben  von  C.  A.  Peters. 
No.  1009.  od.  43.  Bd.  No.  1.  gr.  8°.  Altona  u.  Hamburg.  Preis  für  den 
vollständ.  Bd.   5  Thlr. 

G.  de  Pontecoulant,  Theorie  analytique  du  Systeme  du 
ronnde.  2e  edit.  considerablement  augmentee.  2  vol.  8°.  broch. 
Paris.   6  Thlr. 

U.  J.  Le  Verrier,  directeur  de  l'Observatoire,  Annales  de 
l'Observatoire  imperial  de  Paris.  T.  I.  Contient  les  Observation« 
faites  en  1855.    4°.    Paris.   9  Thlr. 

Nautik. 

Annnario  maritimoper  Tanno  1856  compilato  dal  Lloyd  aostriaco. 
VI.  Annata.   gr.  8°.   geh.   Triest.   I1/,  Thlr. 

F.  J.  Stamkart,  Over  de  afwijkingen  van  het  kompas,  voort- 
gebragt  door  de  aantrekking  van  het  scheeps-ijzer.  Uitgegeven 
door  de  Kon.  Akad.  van  wetenscbappen.  4°.  Amsterdam.  1  f.  20  c. 

J.  C.  Tuxen,  Die  Deviation  der  Coropasnadel.  In  das  Deutsche 
übertragen  von  H.  Graff.   gr.  8°.   geh.    Stettin.    12l/8  Ngr. 

Viel,  Cours  de  trace  et  de  calculs  de  deplacement  et  de  sta- 
bilitö  hydrostatique  des  bätiments  de  mer.  Mit  29  Taf.  8°.  geh. 
Paris.   5  Thlr. 

Physik. 

H.  Berghaus,  Grundlinien  der  physikalischen  Erdbeschrei- 
bung.  2.  Ausg.   br.  8°.   geh.   Stuttgart.   27  Ngr. 

A.  Bravais,  Historique  des  hypotheses  faites  sur  la  nature 
et  la  cause  des  Aurores  boreales.  8°.  Paris.  20  Ngr.  Extrait  des  voya- 
ges  en  Scandinave  etc.    Division  Magn&isme  terrestre,  tome  III. 

A.  H.  Emsmann,  Vorbereitender  Cursus  der  Experimental- 
physik für  Gymnasien  u.  höhere  Burgerschulen.  2.  Aufl.  8°.  geh. 
Frankfurt  a.  d.  O.   5  Ngr. 

Allgemeine  Encyclopädie  der  Physik.  Bearb.  v.  C.  W.  Bris, 
G.  Decher,  F.  C.  O.  v.  Feilitzscb  etc.  Herausgegeb.  v.  G.  Kar- 
sten. 1.  Lief.  Lex.  8°.  geb.  Leipzig.  2%  Thlr.  (Wird  in  21  Bän- 
den vollständig  sein.) 

B.  A.  Erdmann,  Die  örtliche  Anwendung  der  Electricität  in 
Bezug  auf  Physiologie,  Pathologie  u.  Therapie.   Mit  Zugrundele- 


guog  von:  Duchenne,  de  tectrisation  localisee  bearb.  Lex.  8° 
geb.   Leipzig.   2  Tblr. 

A.  J.  van  Hoytema,  Tabellen  der  waterboogteo  aan  de  peil- 
schalen op  de  Waal  te  Nijmegen,  en  op  de  Mervede  te  Gorio- 
chera  en  aan  de  Steenen  hoekscbe  kanaalsluis  overgebragt  tot 
A.P.  benevens  de  waarneming  van  de  windstreek,  op  laatstge- 
melde  plaats,  's  middags  ten  12are,  gedurende  de  jaren  1844/35. 
8°.   Tiel.  lV4Thlr. 

A.  Kunzek,  Studien  aus  der  höhern  Physik,  gr.  8°.  geb. 
Wien.  2  Tblr.  4  Ngr. 

A.  D.  Jundzilt,  Du  Th^legraphe  des  locomotives  de  G.  Bo- 
n eil i.  Systeme  destind  ä  prävenir  les  collisions  sur  les  chemins 
de  fer.   Avec  vignettes.   8°.  Paris. 

Mölanges  physiques  et  cbimiques  tirös  du  bulletin  physico- 
mathematique  de  l'academie  imp.  des  sciences  de  St.  Petersbourg. 
Tome  II.   4.  Livr.   Lex.  8°.   geh.    St.  Petersburg.   14  Ngr. 

L.  Palmieri,  Lezioni  elementar}  di  fisica  sperimentale  e  di 
meteorotogia  accomodate  alla  comune  intelligenza  degli  allevi  poco 
versati  nelle  discipline  mathematiche.   2  vol.   8°.  Neapel. 

v.  Reichenbach,  Odisch  -  magnetische  Briefe.  1.  Reihe. 
2.  Ausg.   8°.    geh.   Stuttgart.   27  Ngr. 

J.  F.  J.  Schmidt,  Das  Zodiacal licht.  Uebersicht  der  For- 
schungen über  diese  Erscheinung  in  den  J.  1843 — 1855.  gr.  8°. 
geh.  Braunschvreig.    %  Tblr. 

J.  S.  C.  Schweigger,  Ueber  Magnetismus  in  akustischer  Be- 
ziehung und  damit  zusammenhängende  weltharmonische  Gesetze. 
4°.  geh.  Halle.  20  Ngr.  (Aus  dem  3.  Bande  der  Abhandloogeo 
der  naturforsch.  Gesellschaft  in  Halle.) 

Vermischte  Schriften. 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  k.  säebs.  Gesellsch.  <l*r 
Wissensch,  zu  Leipzig,  mathem.-physik.  Classe.  II.  Hft.  gr.  8°.  geb. 
Leipzig.    %  Thlr. 

Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik,  herausgegeb.  v.  O.Scblö- 
milch  und  B.  Witzschel.  1.  Jahrg.  1.  Hft.  Preis  des  voll- 
ständigen Jahrgangs  in  6  zweiraonatl.  Heften  5  Thlr. 

Schriften  über  Unterrichtsmethode. 

Ministere  de  la  Guerre.  Instruction  pour  l'admission  ä  l'Ecote 
imperiale  polytechnique  et  programme  des  connaissaoees  exig<*>s 
en  1856.   In  8».  Paris.   75  c. 
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Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

IV. 


(Mai  and  Jani  1856.) 

Ocschlchte  der  Mathematik  und  Physik. 

B.  Bonconipagni,  intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pi- 
sano,  raatematico  dei  Secoio  13.  c.  1  fascimile.  gr.  8°.  Roma.  15  fr. 

Galilei- Galileo,  opere.  Prima  ediz.  corapleta  sugli  auten- 
tici  manoecritti  palatini  e  dedicata  A.  S.  A.  J.  e  R.  Leopoldo  II. 
Gr.  D.  di  Toacaoa.  Vol.  15.  Firenze.  8%  fr.  (Dieser  Band  enthält 
Opere  letterarie  und  eioe  Bibliografia  Galileiana  und  scbliesst  da« 
Werk.    Die  15  Bände  kosteten  im  Subscriptionsprei.se  137  fr.) 

W.  Sartorius  von  Waltershausen,  Gauss  zum  Gedächt- 
nis«,  gr.  4°.    geh.   Leipzig.    1  Thlr. 

Systeme,  Lehr-  and  Wörterbücher. 

P.  E.  Cronhjelm,  Elementerna  of  Serier  och  Logarithmer, 
Plan  Trigonometri  och  Stereometri.  3.  Upplagan.  8°.  med  2  tau. 
i  stentryck.   Christ  ianstad.    36  sk. 

Mathematical  Dictionary,  and  Cyclnpaedia  of  Mathematical 
Science ;  comprising  Definitions  of  all  the  Terms  employed  in  Matbe- 
matics,  an  Analysis  of  each  Branch  of  the  Whole,  as  forming  a 
Single  Science.  By  Chart.  Da  vies  and  W.  G.  Peck.  8°.  New- 
York.   5  Thlr. 

Arithmetik. 

C.  A.  Andersohn,  Minimi- Arithmetik  für  Barnen  i  Folksko- 
ler.   Facit  Tabeller  medfölja  serskildt.   Linküping.  12n. 

Försök  tili  Läroboki  Aritmetiken  eller  Siffer-Räkneläran,  med 
talrika  öfningsexempel  och  särskildt  häftad  Facitbok  af  C.  A.  Ny 
ström.  Andra,  furbättrade  och  betydligt  tillökta,  upplagan  (ätwen 
upptagandedennyaindelningen  af  Sorter).  8°.  Stockholm.  lRdr.8sk. 

F.  Hofmann,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik 
und  Algebra.  1.  Tbl.  2.  Aufl.  gr.  8«  geh.  Bayreuth.  %  Thlr. 
nebst  Resultaten  8  Ngr. 

De  quantitatum  algebraicarom  universa  vi  atqoe  natura  com- 
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raentatio.  Praes.  P.  A.  Grenholm,  Phil.  Mag.;  Resp.  P.  E.8i- 
d  e  n  b  I  a  d  h.    4°.  Oestrosundiae. 

J.  Raabe,  Ober  die  Integration  zweier  simultan  bestehenden 
linearen  Differentialgleichungen  zwischen  n  Variabein.  gr.  8°. 
geh.    Zürich.   4.  Ngr. 

W.  Schlesicke,  Leitfaden  fär  den  ersten  arithmetischen 
Unterricht  in  mittleren  Gymnasialklassen.  8.  «Potsdam.  121/*  Ngr. 

H.  Sloman,  Versuch,  die  Differentialrechnung  auf  andere, 
als  die  bisherige  Weise  zu  begründen.  Eine  mathematische  Ab- 
handlung,   gr.  8°.    geh.    Paris.    I  Thlr. 

A.  F.  S  vanberg,  Observations  sur  Integration  des  eqoations 
differentielles  du  second  ordre.    16°.  Upsala. 

CSeometrle. 

E.  Fleischhauer,  der  praktische  Genmeter  oder  Anleitung 
zur  gewerblichen  Geometrie.   8°.    geh.    Langensalza.    %  Thlr. 

C.  Gl  aal,  Geometrie  für  Sonntags-  und  Gewerbeschule*.  8°. 
geh.    Wien.   27  Ngr. 

F.  Kommereil,  Schulbuch  der  ebenen  Geometrie,  gr.  8°. 
geh.    Tubingen.   20  Ngr. 

M,  A.  F.  Prestel,  die  geometrische  Heuristik.  Fflr  die  Schale 
bearbeitet.    1.  Buch.   4°.    Emden.    17  Ngr. 

G.  W.  Sippe  I,  Theorie  der  Parallelen,  gr.  8°.  geh.  Marburg. 
6  Ngr. 

H.  Zähringer,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geome- 
trie an  schweizer.  Volksschulen,   gr.  8°.   geh.   Luzern.   JS  Ngr 

Praktische  Mechanik. 

J.  Hart  mann,  Vorträge  über  Artillerie.  Einleitung  in  die 
Balistik.   Mit  4  Tabellen.   8°.   Hannover.   20  Ngr. 

D.  Lardner,  Steam  and  its  Uses;  including  the  Steatn-En- 
gine,  the  Locomottve,  and  Steam  -  Navigation.  With  numeroo» 
illuatrations.   12°.   London,   cloth.   2  s. 

Optik. 

A.  von  Ettinghausen,  über  die  neueren  Formeln  Air  das 
an  einfach  brechenden  Medien  reflectirte  und  gebrochene  Licht. 
Lex.  8°.   geh.    Wien.   4  Ngr. 

F.  W.  Unger,  Perspective  oder  Lehre  von  der  Abbildung  nach 
Form,  Beleuchtung  und  Farbe.  Mit  65  Fig.  auf  8  Taf.  8*.  Göt- 
tingen.  26  Ngr. 

Astronomie. 

J.Brem,  Anleitung  zum  Verstand  niss  des  Kalenders,  zugleich 
als  Einleitung  in  das  Studium  der  Astronomie.  Mit  3  lithograph. 
Tafeln.   12°.   Kempten.   10  Ngr. 
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Heavens  lllustroted:  in  a  Serie«  of  Plates  displaying  (he  [tnoat 
Beautiful  Celeatial  Pbenomena;  with  Populär  Deacriptions  appli- 
cable t©  the  «Science  of  Astrooomy.   4°.   London.  5  s.  6  d. 

Am  Himmel  und  auf  der  Erde.  ISaturwisgeDachaltliche  Unter- 
haltungen.   Herauegeg.  von  A.  Gubitz.  8°.  geb.  Berlin.  1%  Thlr. 

A.  Hirsch,  Vorausberechnung  der  totalen  Sonnenfinsternis 
am  18.  Juli  1860.   Lex.  8°.   geh.   Wien.  20  Ngr. 

J.  H.  Mädler,  Der  Wunderban  dea  Weltalls  oder  populäre 
Astronomie.  4.  Aufl.    1.  Lief.  gr.  8°.   geb.   Berlin.   10  Ngr. 

D.  M.  A.  MOller,  Investigatio  orbitae  eometae  die XXIV.  Julii 
MDCCCL11  Gottingae  detecti.   4«.  Lundae. 

E.  Roche,  Memoire  sur  le  mouvement  du  perig^e  lunake  et 
la  theorie  du  pendule  conique.  4°.  Montpellier.  (Extrait  dea 
Memoire»  de  l'Acadämie  de  Montpellier.  Hl.  vol.) 

Practical  Tables  for  tbe  Reduction  of  Mabometan  -  Dates  to  the 
Christian  Kalendar  with  an  introduction  etc.  By  Job.  von  Gum- 
pach.  4°.   clotb.   2  Thlr.  15  Ngr. 

antik. 

G.  E.  og  J.  P.  Tuxen,  Laerebog  i  Navigationen  med  tilhorende 
(nautiske,  aatronomiske  og  logarithmiske)  Tabeller,  udarbeidet  Iii 
Brug  for  Navigationsslcolerne.   8°.   Kopenhagen.   4  Thlr. 

C.W.  Weber,  Die  Entstehung  des  Gruodeises  nach  Erfah- 
rungssätzen u.  physikal.  Regeln  erläutert,  gr.  8°.  geh.  Dresden.  5  Ngr. 

C.  Wilkes,  Theory  of  the  Winds.  Accompanied  hy  a  Map 
of  the  World,  showing  the  Extent  and  Direction  of  the  Winds. 
To  which  is  added  Sailing  Directions  for  a  Voyage  round  the  World. 
By  the  same  Author.  Mit  1  Karte.  8°.  New -York.  3  Thlr.  7%  Ngr. 

Physik. 

B abinet,  Etudes  et  Lectures  sur  les  Sciences  d'observation 
et  leurs  applications  pratiques.   Tome  II.   Paris.   8°.   25  Ngr. 

G.  Gallo,  Introduzione  alla  meccanica  ed  alla  filosofia  della 
natura.   Vol.  I.  fasc.  1—5.   8°.    Torino.   2  Thlr. 

Chr.  Hansteen,  Den  magnetiske  Inclinatione  Forandring  i 
den  nordlige  tempererte  Zone.   4°.   1  Thlr. 

R.  Kohlrausch  und  W.  Weber,  Electrodynamische  Maass- 
bestiromungen ,  insbesondere  Zuröckfuhrung  der  Stromintensitäts- 
Messungen  auf  mechan.  Maas.   gr.  4°.   geb.   Leipzig.   16  Ngr. 

Physikalisches  Lexicon.  Begonnen  von  O.  Marbach,  fort- 
ges.  v.  C.  S.  Cornelius.  2.  Aufl.  45.  46.  Lief.  Lex. 8°.  geh.  Leip- 
zig,  ä  %  Thlr. 

C.  F.  Naumann,  Elemente  der  theoretischen  Krystallograpbie. 
Mit  86  eingedruckten  Holzschnitten.   8°.    Leipzig.   3  Thlr. 

Nomos:  An  Attempt  to  Demonstratea  Central  Physical  Lair 
in  Nature.  Post  8.   London,   clotb.  6  s.  7  d. 
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L.  J.  Pisko,  Lehrbuch  der  Physik  für  Unter  -  Realschulen. 
2.  verb.  Aufl.   gr.  8°.   geh.   BrCnn.  24  Ngr. 

C.  Pb.  Schenkt,  Der  Barometer  u.  seine  Benützung,  vorzfl glich 
als  Instrument  znm  HChenmessen.  2.  Aufl.  gr.  8°.  geh.  Brünn.  8  Ngr. 

J.  F.  J.  Schmidt,  Neue  Höhen  •Bestimmungen  am  Vesuv,  in 
den  phlegraeischen  Feldern,  zu  Roccamonfina  und  im  Albaner 
Gebirge,   gr.  4°.   geb.    Olmätz.    18  Ngr. 

F.  Seh o edler,  Primi  elementi  di  fisica.  Prima  versione  italiana 
di  A.  Cavalieri.  2.  Edizione.   gr.  8.   geh.   Triest.   24  Ngr. 

J.  Y.  Simpson,  Physicians  and  Physic:  Three  Addresses. 
Post  8.    Edinburgh  and  London,   cloth.   3  s.  6  d. 

W.  Stein,  Die  Naturwissenschaften  in  ihren  Beziehungen  zu  den 
materiell,  u.  geistigen  Interessen  der  Menschheit.  8°.  Dresd.  7yaNp:r. 

Verzeichniss  chemischer,  pharmaceut.,  physikalischer,  meteo- 
rologischer u.8.  w.  Instrumente,  Geräthschaften  u.  Apparate?.  W.  J. 
Rohrbeck,  F«.Luhme  &  Comp,  in  Berlin.  Berlin,  gr.  8°.  20  Ngr. 

Verzeichn.  der  pbysikal.,  chemisch,  u.a.  Instrumente u.  Apparate 
verfert.  bei  J.W.  Albert  in  Frankf.a.M.  gr.8.  Frankf.a.M.  geb.  6  Ngr. 

A.  Wagner,  Agrege  ä  l'Universite  de  Gand,  Notice  sur  un 
monument  meteorologique  recemment  decouvert  en  Phrygie.  In  4°. 
avec  1  pl.  (Extr.  du  T. XXVII.  des  menioirs  cour.  des  savants  £tran- 
gers.)  Bruxelles.  12  Ngr. 

Vermischte  Schriften. 

Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Herausgegeb. 
v.  A.L.Crelle.  52.Bd.  1.2.Hft.  gr. 4°.  Berlin.  Preis  für  4  Hfte.  4  Thlr. 

Fr.  Arago,  Sämm Hiebe  Werke.  Mit  einer  Einleit.  v.  Alex. 
v.Humboldt.  Herausgeg.  v.  W.  G.Hankel.  5.  Bd.  Mit  eingedruck- 
ten Holzschn.  8°.  geh.  Leipzig.  1  Thlr.  25  Ngr.  (Enthalt.:  Wissen- 
schaftliche Aufsätze.  Erschienen  sind  früher  Bd.  1—4.  11. 12.  zooi 
Preise  von  11  Thlr.  5  Ngr.) 

— — ■ —   

Aaff  ordernag. 

Leider  musste  im  vorigen  Jahre  die  Versammlung  der  deutschen 
Naturforscher  und  Aerzte  in  Wien  wegen  der  dort  mit  grosser  Heftig- 
keit aufgetretenen  Cholera  auf  das  gegenwärtige  Jahr  vertagt  werden 
(m.  ».  die  Ankündigung  der  Herren  Geschäftsführer  der  32.  \  ersamra- 
lung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte,  der  Herren  Professoren  H y  r 1 1 
und  Schrötter,  im  Literar.  Ber.  Nr.  XCVII.  S.  16.).  Daher  glaube  ich 
meine  Aufforderung  im  Literar.  Ber.  Nr.  XCVI.  S.  4.,  dass  auch  recht 
viele  Mathematiker,  Astronomen  und  mathematische  Physiker  »ich  in 
diesem  Jahre  in  Wien  einfinden  möchten,  jetzt  wiederholen  zu  dürfen, 
Indem  ich  im  Uebrigen  auf  die  angeführte  Nummer  des  Literarischen 
Berichts  za  verweisen  mir  erlaube. 

Greifswald  den  4.  Juli  1856.  Der  H erausgehe r. 
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